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Koordinat donusuiminde EIV model klasik dengeleme
yoluyla nasil ¢ozulir?
Cuneyt Aydin

Yildiz Teknik Universitesi, Harita Miithendisligi Bélimdi, Jeodezi Anabilim Dali, Esenler-Istanbul, Tiirkiye

Ozet

Bir koordinat déniisiimii probleminde yalniz bir sistemin degil, her iki sistemin koordinatlar: rasgele hatali
olabilir. Béylesi bir durumda ilgili problem, EIV model ¢ercevesinde ele alinir ve WTLS yontemiyle ¢oziiliir.
WTLS yénteminin uygulanmasinda iki temel zorlukla karsilasilir: (1) Coziim i¢in, EIV modelin katsayilar
matrisinde gegen tiim elemanlara iliskin de uygun bir kofaktor matris diisiiniilmelidir. Déniigiim probleminin
tiirtine bagl olarak, katsayilar matrisindeki bazi elemanlar, iki ya da daha fazla kez ayni ya da farkl isaretli
olarak gectigi ve bazi elemanlar da hatasiz olabildigi i¢in, bu, her zaman kolay bir igslem degildir. Bu nedenle,
modelin stokastik kismini olusturmak 6zel bir cabayi gerektirir. (2) WTLS ¢oziimiine iliskin egitliklerin elde
edilmesi, bilinen en kiiciik kareler dengelemesine gore olduk¢a karmasiktir. Bu da, bazi niimerik ve istatisti-
ki yontem ve fikirlerin ¢éziime uyarlanmasini zorlastirir. Soz konusu zorluklar: ortadan kaldirmaya yénelik
olarak, bu ¢alismada, ilgili problemin ¢éziimiiniin alisilageldik dengeleme yoluyla nasil yapilacagi irdelen-
mektedir. Bu amagla olusturulan bir dengeleme isleminin WTLS ¢oziimiine denk oldugu, matematiksel olarak
gosterilmektedir. Soz konusu dengeleme igleminin ¢ikarimi, burada 2B Afin déniisiimii igin ¢alisilmistir, ancak,
herhangi bir koordinat déniistimiine kolayca uyarlanabilecek bigcimde anlatilmistir:

Anahtar Sézclikler
EIV model, WTLS ¢6ziimii, iteratif dengeleme, 2B Afin doniisiimii

Abstract

How to solve errors-in-variables model for coordinate transformations in a
classical adjustment way?

In a coordinate transformation problem, the coordinates of both systems may have random errors. In such a
case, the corresponding problem is considered within the Errors-In-Variables (EIV) model and solved by the
method of Weighted Total Least-Squares (WTLS). However there are two main difficulties while applying the
WTLS method: (1) A proper cofactor matrix for all elements in the design matrix of the EIV model is also to be
formed. This is sometimes confusing work because some elements may be repeated twice or more in the same
or different signs and some elements may be error-free coefficients in the design matrix depending on the type
of the transformation problem. Hence setting the stochastic part of the model needs a special effort. (2) The
derivation of the equations of the WTLS solution is complicated in contrast to the least-squares adjustment.
So it may not be easy work to adapt some numerical and statistical methods and ideas to the solution. In
order to remove these difficulties this study discusses the solution of the corresponding problem in a classical
adjustment way. It is shown mathematically that the adjustment procedure derived for this aim is equivalent
to the WTLS solution. Although the procedure is examined here for 2D Affine transformation, it may be easily
adapted to other coordinate transformation problems.
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Koordinat déniistimiinde EIV model klasik dengeleme yoluyla nasil ¢éziiliir?

1. Girig

Dengeleme problemlerinde, dengeleme modeline iliskin
katsayilar matrisi hatasiz elemanlardan olusur. Ancak, den-
geleyici dogru, fonksiyon ve koordinat doniisimii gibi
problemlerde, katsayilar matrisinin bazi elemanlar1 rasgele
hatalarla yiiklii olabilir. Boylesi bir durumda kestirim mo-
deli, Errors-In-Variables (EIV) model olarak adlandirilan,
“katsayilarin da hatali oldugu dengeleme modeli” altinda
olusturulur (Golub ve Van Loan 1980; Carroll ve Ruppert
1996; van Huffel 2004). Gozlemlere iliskin dolu bir kofaktor
matrise sahip EIV modelin ¢6ziimii, Agirlikli Toplam En Kii-
¢lik Kareler (WTLS) yontemi ile gergeklestirilir (Schaffrin
ve Wieser 2008). Jeodezide s6z konusu yontem, genellikle,
her iki sistem koordinatlarinin rasgele hatali oldugu koordi-
nat doniisiimii problemlerinde uygulanir.

WTLS yoéntemi, problemde gegen tiim hatalarin agirlik-
It karelerinin toplaminin, bir kosul denklem sistemi altinda
minimum yapilmasi igin olusturulan bir Lagrange fonksi-
yonuna dayanir. Bu fonksiyonun ¢6ziimii i¢in izlenen farkli
yollar ile farkli iteratif algoritmalar olusturulur. Fang (2011;
2013) ve Snow (2012), bu algoritmalari oldukg¢a ayrintilt
olarak incelemektedirler. Aydin vd. (2014) ise, bu iteratif
algoritmalart {i¢ farkli grup altinda siniflandirmaktadir: (1)
Genellestirilmis normal denklem temelli WTLS algoritmasi
(Snow 2012); (2) en kiigiik kareler temelli WTLS algorit-
mast (Snow 2012; Amiri-Simkooei ve Jazaeri 2012) ve (3)
gelistirilmis WTLS algoritmasi (Tong et al. 2011). Proble-
min ¢6ziimii i¢in bagka ¢6ziim yollari da vardir. Ancak bun-
larla da benzer algoritmalar elde edilir. Ornegin, EIV mo-
del, baz1 matris esitlikleri kullanilarak, dogrusal olmayan
Gauss-Helmert modele doniistiiriiliir (Schaffrin ve Snow
2010; Snow 2012). Bunun uygun bir bigimde en kii¢iik kare-
ler yontemiyle ¢oziimii, yukarida s6zii edilen ikinci algorit-
manin esitliklerini verir (bk. Bélim 3).

S6z konusu algoritmalarla 6zdes niimerik sonuglar elde
edilir. Ancak bunlarin uygulanmasinda iki zorlukla karsilasi-
lir: (1) Bu algoritmalarda, uygun bir modifikasyon islemiyle
gozlemlerin (koordinatlarin) kofaktor matrislerinden doniis-
tiirilen 6zel bir kofaktdr matrise ihtiyag duyulur. Ozellikle
korelasyonlu gézlemler i¢in bu matrisin elde edilmesi, 6zel
bir caba harcanmasini gerektirir; (2) WTLS algoritmalariin
esitlikleri, bilinen en kiigiik kareler dengeleme esitliklerine
gore oldukca karmasiktir. Bu nedenle, bazi niimerik ve is-
tatistiki yontemlerin bu algoritmalara uyarlanmasi kolay bir
islem degildir. S6z konusu zorluklart ortadan kaldirmaya
yonelik olarak, bu c¢alismada, “TLS’nin genellestirilmesi”
(Neitzel 2010) ve “genel en kiigiik kareler yontemi” (Ghilani
ve Wolf 2006) birlikte ele alinarak, ilgili EIV probleminin
klasik dengeleme yoluyla ¢oziimii irdelenmektedir. Neit-
zel (2010), 2B benzerlik doniisiimii 6rnegi iizerinden, Pope
(1972)’nin uyarilarim1 géz Oniine alarak, EIV probleminin
alisilageldik (Gauss-Helmert tiirii) iteratif en kiigiik kareler
dengelemesi bi¢iminde nasil ¢oziilecegini gostermektedir.
S6z konusu dengelemede, korelasyonsuz koordinatlara ilis-
kin kofaktor matrisi, herhangi bir modifikasyona tabi tu-
tulmaksizin dogrudan kullanmaktadir. Yan1 sira bu ¢6ziim,
WTLS algoritmalarina gore daha agik esitliklere sahiptir. Ne-
itzel (2010), s6z konusu iteratif dengeleme isleminin WTLS

¢Oziimilyle 6zdes sonu¢ verdigini niimerik olarak goster-
mektedir. Diger yandan, Ghilani ve Wolf (2006), Neitzel
(2010)’a benzer bir dengeleme yaklagimiyla, genel en kiigiik
kareler yonteminde EIV problemini ¢6zmeye ¢aligmaktadir.
Ancak bu yontemde yanlis bir yol izlenmektedir: Doniigiim
problemine iliskin fonksiyonel modelde dogrusallastirma
islemi, “sistem koordinatlarina ve bilinmeyen parametre-
lere” gore yapilmaktadir. Bu yontem ile WTLS ¢6ziimiine
denk bir ¢oziim elde edebilmek i¢in, dogrusallastirmanin
“koordinatlarin hatalarina ve bilinmeyen parametrelere”
gore yapilmasi gerekmektedir. S6z konusu iki ¢aligma bir-
likte diistiniilerek, EIV model g¢er¢evesindeki her iki sistem
koordinatlarinin korelasyonlu oldugu koordinat doniisiimii
probleminin ¢dzliimii i¢in, bir iteratif dengeleme islemi bu
calismada ele alinmaktadir. Buna yonelik olarak, ¢calismanin
igerigi soyledir: Boliim 2, EIV model ve bunun en kii¢iik
kareler temelli algoritma ile WTLS ¢6ziimiinii kisaca ele al-
maktadir. Bu WTLS algoritmasinin dogrusal olmayan Ga-
uss-Helmert modelinin ¢6ziimii bigimdeki alternatif ¢ikari-
mi, 2B Afin doniisiimii 6rnegi iizerinden genel bir ¢ergevede
Boliim 3’de verilmektedir. S6z konusu problemin ¢oziimiine
iligkin iteratif dengeleme islemi, Boliim 4’de irdelenmekte-
dir. Bu boliimde ayrica, ilgili iteratif dengeleme isleminin
WTLS ¢6ziimiine denk oldugu, matematiksel olarak goste-
rilmektedir. Yant sira, iteratif kestirim iglemi sirasinda bazi
niimerik sorunlara neden olabilen biiyiik koordinatlar yerine,
otelenmis koordinatlar ile nasil ¢alisilacagi, ayni boliimde
islenmektedir. Sayisal bir 6rnek, Bolim 5’de verilmektedir.
Son boliimde ise ¢alismanin sonuglari ele alinmaktadir.

2. WTLS Coziimii
2B Afin Doéniisiimii icin EIV Model

Kartezyen xy (hedef) ve uv (baslangi¢) koordinat sistem-
leri arasindaki standart 2B Afin doniisiimii asagidaki gibi
tanimlanir;

x=t +uk —vk, ; y=t, +uk, +vk, (1)

Burada, ¢ ve k, swrasiyla, (bilinmeyen) oteleme ve do-
nlisim parametresini gostermektedir. p>3 sayidaki es-
lenik noktanin 2p(=n)x1 boyutlu  y=[...x, y...]" ve
s=[...u, v...]" vektorlerinde tanimli hedef ve baslangig sis-
tem koordinatlari asagidaki gibi normal dagilmis rasgele ha-
talarla yiiklii olsun:

[ey}
e
es (2)
=€ e e e ....]T ~ N{{O},Uzlz ! ys} = 0'2Q }
Xt v ui vi 0 ij QS €

Burada, e, rasgele hatayzi; e vee hedef ve baslangi¢ sistem

koordinatlarmin nx1 boyutlu rasgele hata vektdrlerini; o,
(bilinmeyen) varyans bilesenini ve 0. (=,s and ys), ranki
"rank O=n (j=v,s i¢in)” olan kofaktdr matrisi gdstermektedir.
p sayidaki eslenik noktanin hatali koordinatlari igin, model
(1)’den,
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X, —e;, =4+ (ui €, )kl - _evi)kZ 5

3
y,—e, =t,+w,—e )k +(v,—e)k, (i=1...,p) )
yazilir. Bu, sdz konusu doniisim problemi i¢in gegerli
EIV modelin fonksiyonel kismidir. Esitlik (3) yeniden
diizenlenerek, bu fonksiyonel kismin daha yaygm bir
bigimi,

X exi _
Vi €y
y e
t
2 “4)
10w - 0 0[]0 0 e —e 0 0K
0 1 0 uw v |00 0 0 ¢, ¢,[k
: S| k3
k
4 E, L<4]

y—e =(A-E)p

elde edilir. Burada, 4, nx6 boyutlu, data matrisi olarak ad-
landirilan katsayilar matrisi (bk. Snow 2012); f, 6x1 boyut-
lu bilinmeyen parametre vektori ve E, , nx6 boyutlu hata
matrisidir. EIV modelin stokastik kismi i¢in kovaryans mat-
ris (C), Esitlik (4)’de gegen e hata vektorii ve E hata mat-
risi i¢in olusturulur. Esitlik (4)’den de gortldiigi tizere, E,
hata matrisi, baslangic sistem koordinatlarina iliskin hatalar
icerir. Bir baska deyisle, bu hata matrisi, baslangi¢ sistem
koordinatlarina iligkin e hata vektdriiniin bir fonksiyonudur.
S6z konusu iligki, asagidaki bi¢imde gosterilebilir;

E, =vec (Jex )Veya vecE, =e, =Je, (5)

Burada, vec, soldan saga dogru, bir matrisin her bir siitu-
nunun alta alta getirilmesini saglayan bir lineer cebir opera-
torti; vec, bir vektorden uygun bir matrisin elde edilmesini
gergeklestiren ters vec operatorii; e, , 4 matrisine iliskin 6nx1
boyutlu hata vektort (e ,=vecE,) ve J, 6nxn boyutlu e 'den
e 'va doniigiimii saglayan Jacobian matristir (bk. Ek A). Esit-
lik (2) ve kofaktor yayilma kurali diistiniilerek )F[ey e ]" hata
vektoriiniin dagilimi, boylece,

o]y m 2O ] Lo )

e, of" |se, sou| " |0, ¢ ])©
¢ikar. Sonucta, model (4) ve model (6) ile EIV model olus-
turulur;

o, 0,

= o7 7
0, QJ ¢ O

y-e, :(A—EA)ﬂ , C}/:O-2|:

WTLS Coziimii

Model (7)’de gegen bilinmeyen parametrelerin kestirimi,
WTLS yontemi ile gerceklestirilir (Schaffrin ve Wieser,
2008). Bu yontem,

T T Qy QyA ) y
Q=[ee, JHQA,V QAD K} ®)

karesel bi¢iminin (bk. Fang 2011; Snow 2012),
“y—e =(A—E )B” kosul denklemlerine goére minimum yapil-
masina dayanir. Bu amagla, “E f=(f"®Ix)e,” vektor esitligi
(Koch 1999) diistiniilerek, asagidaki hedef (Lagrange) fonk-
siyonu olusturulur;

@ :Q+Zﬂr(y—ey —-AB+E )
—Q+247 (y-e, - AB+(F ®1,)e,) ©)
Burada, 4, nx1 boyutlu Lagrange carpanlart vektori; &

Kronecker ¢arpimi ve I , nxn boyutlu birim matristir. ¢
2 . n . . . .
fonksiyonunun e,e, pvelyagore kismi tiirevlerinden elde

edilen Euler kosul esitliklerinden,

e, :(QAy -0, (ﬁ®ln))i) EA = Vecil(é,q) (10a)
3 :(—QyA (B@In)+Qy)/i (10b)
Qi=y-A8
0=0-0,801)-(B®1,) 0,
S T A (10¢)
+HB®I1,) 0,(8®1,)
(4-E,) i=0 (10d)

¢ikar (bk. Snow 2012). Burada, “~” ve “*”, sirasiyla, predik-
te edilen ve kestirilen degerleri gostermektedir. (10c-d) esit-
likleri kullanilarak, asagidaki normal denklemlere ulasilir;

|: Q1 A_EA:| ’i _ y_EAﬁ
(A-E,)" 0 B 0

y) ¢arpan vektoriiniin indirgenmesiyle,

(A-E)' Q' (A-E)B=(A-E,)' Q' (y-E,p)

n

(12)

bulunur. Son esitligin her iki yani, B parametre vektoriini
icermektedir. Bu nedenle, dogrudan bir ¢6ziim s6z konusu
degildir. Coziim, iteratif olarak gerceklestirilir. Bunun igin,
B ve E ’yailiskin baglangi¢ degerlerine ihtiyag vardir: Yalniz
hedef koordinatlarimin hatali oldugu varsayilarak, bu baslan-
gi¢ degerleri sdyle belirlenir;
N 1 ~
B,=(4"0,'4) A0y ,E,, =0 (13)
(10)-(13) esitlikleri gbz online alinarak, iteratif ¢dziim
algoritmast (en kiigiik kareler temelli algoritma), Ek B’de
verildigi gibi tasarlanir (Snow 2012). B parametre vektorii
ve e, hata vektori, algoritmanin ¢6ziime yakinsamast son-
rasinda elde edilir. ¢, hata vektorii ise, son iterasyondaki g
parametre vektorii kullanilarak, (10b) esitliginden dogrudan
hesaplanir. Kestirilen parametrelerin kovaryans matrisi aga-
gidaki bicimde elde edilir (Amiri-Simkooei ve Jazaeri 2012);
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C, =6’ [(A-E,) Q' (A-E )",
(14)
6*=Q/(n-6)

Burada Q, e, ve e, hata vektorlerine gore (8) esitligin-
den hesaplanan karesel bi¢imdir.

3. WTLS Co6zumi igin Alternatif Cikarim
(7) EIV modeli asagidaki bigimde de yazilabilir;

A-Epp-tr-e) =4 oL ||y

—
Y

=¥(B.y)=AB+By-y=0 ,

C, =00, (15)
S6z konusu yeni model, bir dogrusal olmayan Gauss-
Helmert modelidir. Bu da ancak bir iteratif dogrusallastirma
isleminin diisiiniilmesi ile ¢oziilebilir. § ve p, igin ilk yaklasik
degerlere (B, ve y,) ihtiyag vardir (bk. (24) esitligi). Bunlarin
tespiti ile, model (15)’in ilk dogrusallastirmasi, Taylor
acimnimi  kullanilarak, asagidaki bigcimde gergeklestirilir;

V(B.7) =y By + L

B ¥ -7)=0(16)

0

g0
0(/3 ﬂo)+ayr

Yukarida gegen kismi tiirevler ve y(f,,7,) yaklagik fonksi-
yon degeri, Esitlik (15)’den

o o
id :(A—EA’O)’# =B, =[I, —(B"®1I)]

0B |,

!//(ﬂoayo) =(4 _EA,o)ﬁo _(y _ey,o)
bi¢iminde belirlenir. (17) esitligi, (16)’da diistiniilerek,

(A_EA)O)ﬂ() _(y_ey,o)+(A_EA_0)(ﬂ_ﬂo)+Bo(y_yo)i0(183)

0

(7

(A - EA,O)ﬂ + Bo?’ = (y_ey,o) + Bo?’o (18b)

cikar. (18b) esitliginin sag tarafi kapanma vektoriinii gosterir.
Esitlik (17)’de gegen B matrisiyle bu kapanma vektori i¢in,

(y—e, ) +By,=y—e, +e,,~ (B, ®1, )0

:y_EA,OlBO (19)

bulunur. (18b) ve (19) esitlikleriyle, sonug olarak, asagida-
ki (dogrusal) Gauss-Helmert modeli elde edilir;

(A-E,)B+By=y-E, B, . C, = G(ny (20)
Yukaridaki model, dogrusal olmayan (15) modelinin ilk dog-
rusal halidir. En kiiciik kareler yontemi ile ¢oziilebilir. Koch
(1999)’da verilen iglem sirasi takip edilerek, f'nin ilk kestiri-
mi ve y’nin ilk prediksiyonu soyle bulunur;

)él = [(A_EA,O)TQ;Jl (A_EA,O)]il(A_EA,O)TQIiII (y_EA,OﬂO) (21)

~ év]
4

€4
_([e.-e.5®1,)
QAy _QA(ﬂ() ®In)

T
9, B,

e
:UQHI r- EA,OﬂO —(4- EA,O)ﬂl)

Yukarida gegen Q
lar1 matrisidir;

Q1,1 :BonBoT
= Qy _QyA(ﬂO ®In)_(ﬂ0 ®In)TQAy
+HB,©1,)" 0,(B,®1,)

11> Byy hata teriminin agirhk katsay1-

(23)

(13) esitligine benzer bigimde, £ ve y i¢in ilk yaklasik deger-
ler, asagidaki gibi varsayilabilir;

Bo=B,=(4"04) 470 'y

Yo=Y, :[éy,o EA,O]T = [0 0]T E,,= EA,O =0

3

(24)

Boylece, (21) ve (23) esitlikleri arasindaki ¢dziimlerin,
aslinda, en kiigiik kareler temelli WTLS algoritmasimin ilk
iterasyon esitlikleri oldugu goriiliir. Yani, dogrusal olmayan
Gauss-Helmert modelinin ¢6ziimii, 6zdes iteratif esitlikler
kullanilarak gergeklestirilir. Buna gore, s6z konusu ¢oziimiin
WTLS ¢6ziimiine denk oldugu sonucu ¢ikar.

4. EIV Model igin iteratif Dengeleme islemi

2B Afin doniisiim 6rnegi igin Ghilani ve Wolf (2006)’da ve-
rilen “genel en kiiciik kareler yontemi, Esitlik (3)’deki fonk-
siyonel modelin “xy ve wuv koordinatlarina ve bilinmeyen
parametrelere” gore dogrusallastirilmasina ve buradan elde
edilen Gauss-Helmert modelinin ¢éziimiine dayanir. Ancak,
s0z konusu dogrusallastirma iglemi, Neitzel (2010)’da gds-
terildigi lizere, “sistem koordinatlarimin rasgele hatalar1 ve
bilinmeyen parametreler” icin gergeklestirilmelidir. So6zii
edilen iki ¢aligma birlikte diisliniilerek, korelasyonlu sistem
koordinatlari i¢in EIV model ¢ergevesinde ele alinan donii-
stim probleminin bir iteratif dengeleme iglemi ile ¢oziimil,
burada agik olarak elde edilmektedir. S6z konusu dengeleme
isleminin, ayrica, en kiigiik kareler temelli WTLS algoritma-
sina denk oldugu da gosterilmektedir.

Simdi, bilinmeyen ¢, ve ¢, dteleme parametrelerini Esitlik
(3)’den ¢ikaralim;

F=x-e,—t,=(y _eu[)kl _(Vf _evi)kZ
(25)
G =y-e,—t,=(—e)k+(v,—e,)k, (i = 1,...,p)

S6z konusu F, ve G, fonksiyonlari baslangic sistemi
koordinatlarmin e  ve e hatalarmin ve de &, (j=1,...,4). bi-
linmeyen doniisiim parametrelerinin dogrusal olmayan
fonksiyonlaridir. Bunlar, Taylor agiimi yardimiyla dogru-
sallagtirilabilir: Bunun i¢in ilgili hatalar ve bilinmeyen para-
metreler iki kisma boliiniir;
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eui = em 0 + 56 €,

(j=L...4)

Burada “6” ifadesi, (...), yaklasik degerinden olan kiigiik
sapmay1 gostermektedir. F', fonksiyonu, boylece,

=e,,t+0e,  k, =k, +5k,

(26)

F F I F,
F}ZF;O+L 5eu[+& oe, + a ok, +5_ ok,
T Oe,l, oe,|, 6k ok, |,
(27a)
=(u, - eui,O)kl,O -, ~€io )kz,o _k1,05eui + kz,oé‘ew'
+u, — eui,0)5kl -, - evi,0)5k2

biciminde yazilir. Son esitlik, (26) esitliginin diistintilmesi
ile, agagidaki bi¢cime dondisiir;

F=, - €0 Ve, — (v, — €0 )k, — kl,O(Seui + kz,o‘sew‘
=, —e, )k — (v —e, )k, —kiy(e, —e,,) (27Db)
+k2,0 (evi - ew‘,o)
(27b) esitliginin (25)’de gdz oniine alinmasiyla,
X — (eui,Okl,O - evi,OkZ,O ) =t +u - eui,O)kl -(v, - €0 )k,
+e, —ke, +kye,)
(28a)

(izl,...,p)

bulunur. (25) esitligindeki G, fonksiyonundan da, yukaridaki-
ne benzer bigimde, asagidaki esitlik elde edilir;

eui,O )k3 + (V’. -

k4,0evi)

(euz Ok + evz 0k4,0) = ZL2 + (ui - evi,O )k4

+(e

yi _kS,Oeui -

(28b)

(i=1,...,p)

(28) esitligi, asagidaki bigimde de yazilabilecek diizeltme
denklemlerini ifade eder;

X, €0k o —e, ok

ui0®1,0 ~ €4i0/0,0
Vi €0 K30 +e\10k4
¥ E 4080
R
: : 4
0 (u,— mo) (v, —e,,) 0 0 k,
0 (e (i—e) ||k |
: : k,
A-E g ‘ k4
=
— ko€, +kzoeu
- y-E,  py,=(A-E, )p+¢ (29)
306 —ky e,

Burada, B, ve E, (17) esitliginde oldugu gibi, yaklagik
parametre vektoriinii ve hata matrisini gosterir. g, ise asagi-

daki bi¢imde ifade edilebilecek hata terimidir;

e e
& =De=[I, F0]|: y:|:[In (In®Ko)]|: y:|
e.f e-f

30
K, = |:_k1,o kz,o :| 30)
_ka,o _k4,0
&, hata terimi, orijinal toplam hata vektorii olan e’ye baghdir.

Esitlik (2), (29) ve (30) ile asagidaki (dogrusal) Gauss-
Helmert modeli elde edilir;

(A_EA,O)ﬂ+DOe=y_EA,OﬂO > C‘/=O'§Qe (1)

Bu, model (20) ile 6zdestir. Cilinkii, model (15)’de gecen
By hata terimi i¢in,

37=Un-%ﬂT®LH{2}

=m-«f®nw{?}

s
[e—)
e

(32)

—[1, I, ®K)][ey}:De
——| e,

esitligi gegerlidir. Buna gore, (15) esitligi ile verilen dogrusal
olmayan Gauss-Helmert modelinin orijinal e hata vektoriine
gore yazilabilecegi ortaya ¢ikar;

¥(B.e)=(A—E)B~(y—e)=AB+De—y=0
(33)
C, =00,

Bu modelin ilk dogrusallastirma sonucu, (28) ve (31)
arasindaki esitliklerde verilmisti. Bu da, ayn1 bigimde iteratif
olarak ¢oziiliir, ancak burada, e orijinal hata vektorii predikte
edilir. Ornegin, ilk iterasyon i¢in (31) modelinin ¢dziimi,

Sl

™ ™

(34)
= Qy ' QySFOT Ql_ll (y-E, B,-(A-E, O)ﬁl)
st + Qs FOT ’ ’ ’
prediksiyonunu  verir. Burada  gegen ,3, , 2D
esitligindeki  kestirim ~ degeri ve @, matrisi de

“ g, =Dye ” hata terimine iliskin kofaktor matristir. Bu
kofaktor matris, (23) esitligindekine denktir. Ancak burada,
Ozdes olarak agagidaki bi¢imde elde edilir;

Q1,1 = DerDoT

E,  hata

A

= Qy +stF0T +F0st + FOQSFOT (35)

matrisinin ~ prediksiyonu, Esitlik  (3)’den
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B 0 0e, —¢, O 0

Moo 0 0 &, &, (36)
seklinde, (34) esitligine  gore  predikte  edilen
é, =[..e, é,..] hata vektorindeki elemanlara gdre
olusturulur.

(24) ve (31) arasindaki esitlikler, s6z konusu proble-
min ¢dzimiiniin klasik dengeleme islemine benzer bigim-
de nasil gergeklestirilecegini gdstermektedir. Dogal olarak
bu, bir iteratif islemdir. WTLS algoritmalarina benzer bi-
¢imde, bu iteratif dengeleme islemi de, Sekil 1’de oldugu
gibi, bir iteratif algoritma olarak verilebilir. Esitlik (32) ve
(33), halihazirda bu dengeleme islemi ile onceki boliimde
verilen ¢oziimiin denk oldugunu gosterir. Yani, en kiigiik
kareler temelli WTLS algoritmasindan farkli bir algoritma
degildir. Ancak burada, 4 ve y’ye iliskin kofaktor matrisler

(Q Q, ve Qy =0 A;) yerine, dogrudan koordinatlarin kofak-
tor matrisleri ©Q,,0,ve 0 =0 7) kullanilmaktadir.

ﬂo ve EA,O baslangi¢ degerlerini tespit et (bk. (13) esitligi).

J=1,2... icin tekrarla:

A A

K=l " _kk L FL=(,9K,),
3,7-1 4,j-1
0,=0,+Q.F "+F_0 +F_OF " P, =0
‘:1./ =4 _EAJ-I ¥ = y_EAJ-nBA./-l ,
ﬁ,- = (,ij?pl’jjj)*l ~f“!)l,/j’J

és,j = (st +Q5Fj—lr)})1,j(~ A, ﬂ )

gibi olustur.

Aj matrisini, (36)’daki

“max(| B, - B, )"

iterasyona devam et.

karsilastirma degerinden kiigiik oluncaya dek

Sekil 1. 2B Afin déniigiimiinde korelasyonlu koordinatlar igin iteratif dengeleme islemi

Iteratif dengeleme sonucunda parametre vektorii ,é elde edi-

gecen parametrelerin kovaryans matrisi (14) esitliginden
hesaplanir.

Niimerik Sorunlarin Giderilmesi

Doniistimde kullanilan jeodezik koordinatlar genellikle bii-
yiik say1 degerleridir. Bu, en kii¢iik kareler dengelemesinden
bilindigi iizere, normal denklemlerin ¢6ziimii sirasinda bazi
niimerik hatalara neden olur. Bunu gidermek i¢in, 4 matrisi-
nin elemanlar1 ve gézlemler uygun sekilde 6telenir ve 6lgek-
lendirilir. Burada, bdylesi bir sorunun EIV modelden nasil
giderilecegi agiklanmaktadir.

t, ve t, dteleme parametreleri i¢in asagidaki esitlikler dii-
stiniilebilir;
t=x —uk +vk,+t vet, =y —uk,

—vk,+5t, (37)

Burada, (x, y) ve (u, v) hedef ve baslangig sisteminin agir-
lik merkezi koordinatlari ve d¢, ve dt, ilgili dteleme paramet-
relerine iliskin kiigiiltiilmiis bilinmeyenlerdir. Esitlik (37),
(28) esitliginde goz oniine alinirsa,

Ax, (em okio —€okag ) =0t +(Au, —e, )k, —(Av, —e, )k,
+(e, —k e, +k,0e,)
. (38a)
(=1,....p)
(em ok te, 0k4 o) =0t +(Au, — €40 ks + (A, _ew',o)k4
+(eyi —k; e, —kipe,)
. (38b)
(i=1,....p)

¢ikar. A’l1 ifadeler, agirlik merkezine 6telenmis koordinat-
lardir;

Ax, =x, =X, Ay, =V, =y, Aup =u, —ug, Av; =v, —v, (39)
Esitlik (38), ¢oziimde orijinal koordinatlar yerine, &telen-
mis koordinatlarin kullanilabilecegini gosterir. Boylesi bir
¢oziimde, onceki boliimde verilen algoritmaya iliskin data
matrisi (4), hedef sistem koordinat vektorii (p), ve bilinme-
yen parametre vektori (f), asagidaki gibi ele alinir;

1 0 Au, -Av, 0 0

— 4 4 b

01 0 0 Au. Ay,

i i

lir. e orijinal toplam hata vektori ise, iterasyonun ¢dziime ) o (40)

yakinsamasi sonrasinda, Esitlik (34) kullanilarak hesaplanir. : ot

Esitlik (8)’de verilen Q karesel bigimi, & hata vektorii kul- y= A%, > B= k

lanilarak, “Q=¢&"Q;'é¢”. seklinde elde edilir. Doniisiimde A, k,

ky
Gizelge 1. Hedef ve baslangig sisteminde nokta koordinatlari ve bunlarin agirliklari (Aydin vd. 2014) L k4 i
Hedef Sistem Baslangi¢ Sistemi

™ x(m) y (m) P (m?) P (m?) u(m) v (m) P(m?) P (m?)
1 4527754,612 434244,302 1,0 2,0 -12681,216 -11115,112 30,0 10,0
2 4529097,150 432427,995 5,0 2,0 -10849,480 -9793,890 4,0 20,0
3 4537389,003 434023,394 10,0 1,0 -12348,250 -1484,610 50,0 1,6
4 4533316,751 429750,773 5,0 2,0 -8123,500 -5605,860 50,0 24
5 4534306,216 426390,182 4,0 05 -4751,710 -4655,920 13 32
6 4530615,243 427898,173 4,0 10,5 -6302,628 -8328,789 14 36,0
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Cizelge 2. Otelenmis koordinatlar

NN Ax (m) Ay (m) Au (m) Av (m)
1 -4325,2172 3455,1655 -3505,0853 -4284,4152
2 -2982,6792 1638,8585 -1673,3493 -2963,1932
3 5309,1738 3234,2575 -3172,1193 5346,0868
4 1236,9218 -1038,3635 1052,6307 1224,8368
5 2226,3868 -4398,9545 44244207 2174,7768
6 -1464,5862 -2890,9635 2873,5027 -1498,0922

5. Sayisal Uygulama

Iteratif dengeleme islemini 2B Afin déniisiimii problemin-
de uygulayabilmek i¢in, burada Aydin vd. (2014)’de verilen
veri seti kullanilmaktadir. Bu veri seti, 6 noktanin iki sistem-
deki koordinatlarini ve agirliklarini igermektedir (Cizelge 1).

Hesaplama adimlary:

i) Esitlik (39)’da gosterildigi lizere, s6z konusu koordinat-
lar, agirlik merkezine 6telenmistir (Cizelge 2).

ii) 4 katsayilar matrisi ve y vektori, (40) esitliginde goste-
rildigi gibi, Cizelge 2’deki dtelenmis koordinatlara gore dii-

zenlenmistir:
1 0 -3505.0853 4284.4152 0 0
A=|0 1 0 0 —3505.0853 —4284.4152
—4325.2172

y=| 3455.1655 |(m)

iii) Koordinatlarin kofaktdr matrisleri, Cizelge 1’de verilen
agirhiklar kullanilarak soyle hesaplanmistir:

=P, 0 =P";
y y s K

P,=diag(P, P,... P4 B,) , P, =diag(P, P,... Bs P)
oldugu igin,

iki sistem koordinatlar1 korelasyonsuz

0,=0, =0 alinmstir.

iv) Iteratif dengeleme islemine baslamak igin, parametre
vektoriiniin kestirimi g, = (ATQy"A)_1 A"Q,"y” seklinde
gerceklestirilmis ve hata matrisi igin “ E 10 =0 7. dngoriil-

Cizelge 3. En kiigik kareler (EKK) kestirim degerleri: lteratif dengeleme isleminin baslangig
degerleri

miigtiir. Bu ilk adimda kestirilen parametreler, Cizelge 3’de
verilmektedir. Agirlik merkezine 6telenmis koordinatlar kul-
lanildig i¢in, ,80 vektorti, Esitlik (38)’e gore, “ot, ve dt,”
bilinmeyenlerini icermektedir. (Not: ¢, ve ¢, 6teleme para-
metreleri (37) esitliginden elde edilir.)

Yukarida verilen baslangi¢ degerleri ile F Jacobian mat-
risi, agagidaki gibi olusturulmustur:

—kiy  kyy o 0 0 ]
M0 _k4,o 0 0
F0= . . : .
0 0 _kl,() 2,0
0 0 ks, k)
[-0.0116... —1.0000... --- 0 0
0.9999... -0.0116... --- 0 0
0 0 —0.0116... —1.0000...
L 0 0 0.9999... -0.0116...

Bu matris, her iterasyon sonrasinda elde edilen Gteleme
parametrelerinin yeni degerlerine gore diger iterasyon igin
yeniden olusturulur.

v) Sekil 1’de verilen iteratif dengeleme islemine gore ¢6ziim
gergeklestirilmistir. Yakinsama denetimi i¢in karsilagtirma
degeri £ =10"" olarak secilmistir. Coziime iigiincii iteras-
yonda ulasilmistir (Cizelge 4). Bu noktada sunu ifade etmek-
te yarar vardir: 5t ve dt, kestirim degerleri, ikinci ve tigiincii
iterasyonda farkli olmalarina karsin, esas belirlenmek iste-
nen ¢, ve t, 6teleme parametrelerinin (37) esitliginden hesap-
lanan kestirim degerlerinin, s6z konusu iterasyonlarda 6zdes
oldugu goriilmektedir. Buradan, yakinsama denetiminin, ar-

Cizelge 4. Iteratif dengeleme isleminde her bir iterasyonda elde edilen parametre kestirim
degerleri

Parametre EKK Kestrimi Parametre Ik iterasyon Ikinci iterasyon Uglinci iterasyon

K1 0,011647225402 K1 0,011651721701 0,011651721608 0,011651721608

k2 -1,000003341129 k2 -0,999998393160 -0,999998393604 -0,999998393604

k3 -0,999994 105682 k3 -0,999985854949 -0,999985855098 -0,999985855098

k4 0,011640379341 k4 0,011637345550 0,011637345558 0,011637345558

ot (m) -0,006306254073 ot (m) 0,002427902022 0,002428130895 0,002428130884

5t2 (m) -0,024925406785 5t2 (m) -0,010194003949 -0,010194180848 -0,010194180847
t'-4539017 (m) 0,418978172400 11-4539017 (m) 0,435172882900 0,435175295000 0,435175295000
t2-421 692 (m) 0,546897262570 12-421 692 (m) 0,616615561420 0,616614076890 0,616614076890
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Cizelge 5. Iki sistem koordinatlarinin hata prediksiyon degerleri

Hedef Sistem Baslangi¢ Sistemi
NN
e, (m) e, (m) e, (m) e, (m)

1 0,026335508457 -0,000806861724 -0,000064018488 -0,002631668669
2 0,003436019974 0,017848736298 0,008874197479 -0,000879774805
3 0,007442742337 -0,021129326553 -0,000439924706 -0,046363384087
4 -0,058543186238 0,009588529504 0,000451748646 0,121871787879
5 0,026284431422 0,076344315865 0,028420448062 -0,032994306058
6 0,017408793497 -0,006695584718 -0,050795724831 -0,001911580955

digik iterasyonlarda “k,...,k,” ve “t, ve t,” parametre kesti-
rimlerine gore yapilmasi gerektigi sonucu ¢ikmaktadir.

Baslangi¢ ve hedef sistem koordinatlarina iligkin e ve
€, hata vektorleri asagidaki sekilde hesaplanmustir (bk.
Esitlik (34)):

e = QsF2T (Ql,s )_l (y- EA,zﬂz —(A4- EA,Z ))83) P

éy = Qy (Q1,3 )71 (- EA,ZﬂZ —(A- EA,Z )33)
Bu vektorlerin elemanlart Cizelge 5’de verilmektedir.
vi) Cizelge 5°de verilen hata degerlerine gore varyans bile-
senleri asagidaki gibi hesaplanmuistir:
P Q _é&'gle &0/ +é/0¢,

= =0.012475937055
n—=6 n—-6 12-6

Parametrelerin (14) esitligi ile verilen kovaryans matrisi,

C;=6"[(A-E,,) @ (4-E )"
bigiminde belirlenmistir. Otelenmis koordinatlar ile calisildi-
gindan, yukaridaki kovaryans matris, “ot,, dt,, k ,..., k,”. pa-
rametrelerine iliskindir. ¢, ve ¢, 6teleme parametrelerine ilis-
kin kovaryans matrisi elde edebilmek i¢in, (37) esitliklerine

kovaryans yayilma kurali uygulanarak elde edilen asagidaki

esitlik kullanilmalidir;
C-HCH H- 1 0 —u, v, O 0
ree 01 0 0 -u -v

N . "
S6z konusu parametrelerin (k ,..., k,, 3t , ot, ve de ¢, ve £,'nin)

standart sapmalar1 Cizelge 6’da verilmektedir.

Iteratif dengeleme islemine gore elde edilen parametre kesti-
rim degerlerinin ve bunlarin standart sapmalarinin, Aydin vd.
(2014)’de verilenlerle 6zdes oldugu goriilmektedir. Boylece,
s0z konusu iteratif dengeleme isleminin, sayisal olarak da

WTLS ¢ozlimiine denk oldugu sonucuna varilmaktadir.

6. Sonug ve Oneriler

Bu ¢alismada, “TLS’nin genellestirilmesi” (Neitzel 2010) ve
“genel en kiiciik kareler yontemi” (Ghilani ve Wolf 2006)
birlikte distiniilerek, EIV model cercevesinde ele alinan
koordinat doniistimii probleminin klasik dengeleme yoluy-
la ¢6ziimii irdelenmektedir. Bu amagla olusturulan iteratif
dengeleme isleminin en kii¢iik kareler temelli WTLS algo-
ritmasina denk oldugu gosterilmektedir. S6z konusu iteratif
dengeleme islemi, yeni bir yontem olarak ele alinmamalidir.

Ancak WTLS algoritmalarina gore bir takim stiinliikleri
bulunur: (1) Doniisiim problemine iliskin bir EIV modelin
¢ozlimiinde kullanilacak WTLS algoritmasi i¢in, katsayilar
matrisine (A) ve hedef sistem koordinatlarma (y) iliskin ko-
faktor matrise gereksinim duyulur. Bunun i¢in, Boliim 2°de
aciklandig: gibi, 6zel bir modifikasyon isleminin géz dniine
alinmasi gerekir. Iteratif dengeleme isleminde ise, koordinat-
larin original (verilen) kofaktor matrisleri dogrudan kullani-
lir. Bu nedenle, stokastik kismin olusturulmasinda herhangi
bir ek isleme gerek yoktur. (2) Herhangi bir EIV model igin,
hatalarin ve bilinmeyen parametrelerin kismi tiirevlerini géz
Oniline alarak, iteratif dengeleme islemine iligkin esitlikler
kolayca ¢ikarilabilir. Jeodezi toplulugu, dogrusal olmayan
modellerin bu sekilde ¢oziimii i¢in gereken dogrusallastirma
islemine daha asinadir. Béylesi bir dengeleme islemi diisii-
niildiigiinde, diger bilinen istatistiki ve niimerik yontemlerin
EIV modele uyarlanmasi daha kolay bir sekilde gergekles-
tirilir.

Bu ¢alismada 2B Afin doniisiimii 6rnek olarak ele alin-
mistir. Ancak, iteratif dengeleme islemi ve iteratif kestirim
sirasinda agirlik merkezine 6telenmis koordinatlarin kulla-
nilmasi teknigi diger jeodezik koordinat doniisiim problem-
lerine, 6rnegin 7 parametreli Helmert veya 9 parametreli
Afin doniisiimii problemlerine kolaylikla uyarlanabilir. Boy-
lesi daha kapsamli problemlerde yalniz 6telenmis koordi-
natlarin disiiniilmesi, s6zii edilen niimerik sorunlari ortadan
kaldirmayabilir. Bunun i¢in, hem 6telenmis hem de norm-
landirilmis koordinatlarin kullanilmasi gerekebilir: Boylesi
bir durumda, agiklanan iteratif dengeleme esitlikleri degis-
mez, ancak, Oteleme parametrelerinin aranan degerlerinin
her bir iterasyon sonrasinda uygun esitlikler yardimiyla nasil
elde edilecegini diisinmek gerekir.

Cizelge 6. Parametre kestirim degerlerinin standart sapmalari

Parametre Standart Sapma
K, 0,000011320243

k, 0,000011032937

k, 0,000015787378

k, 0,000013057698

dt, (m) 0,031875120007
dt, (m) 0,041893765662
t, (m) 0,121461424911
t,(m) 0,167012387036
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Ek A
nxn (n=2p) boyutlu
D,=1,9K,

j=3,4,5,6 and

{1 0} [0 —1} {o 0} {o o} (A1)
K, = K, = K = K, =
00 0 0 10 0 1

permiitasyon matrisleriyle e, rasgele hata vektorii, E, hata
matrisinin vektorel haline asagidaki bigimde doniistiiriliir;

U o =

w

e, =vecE, = =Je, (A2)

R/

i~

v

D,

6

Boylece, 6nxn boyutlu J matrisi tanimlanir.

Ek B: Korelasyonlu gozlemler icin en kii¢giik kareler te-
melli WTLS algoritmasi

ﬂo ve E 40 baslangic degerlerini tespit et (bk. (13) esitligi).

j=1,2... i¢in tekrarla:

L=5,0®I,,0,-0-0,L-L'Q, +L'QL ., P, =0]
Aj=A-E,  §,=y-E,.B. B =R AR
2, =(Q,-0,(B, ®I)P (5,-4,8) ve E; =vec (&)

"

max(| ﬁj - 'BAH [) " karsilastirma degerinden kiigiik oluncaya dek ite-
rasyona devam et.
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