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Oz
Bu giincel ¢alismada,

n+k-1

P(X =n)=( 1 jp”(l— p) (ne{0123..}),

formundaki Pascal tipli dagilim serisi kullamlarak iki kuvvet serisi P, (k, p, z) ve P(k,p, z) tammlanmigtir. Daha sonra
bu serilerin USTN () analitik fonksiyon smifina ait olmast i¢in gerekli sartlar gelistirilmistir.
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Abstract
In this current study, by using the Pascal type distribution series of the form

n+k-1

P(X:n):[ 1 Jp”(l— p) (ne{0123 ..}),

we define two power series P, (k,p, z) and P(k,p, z). Afterwards, we develop sufficient conditions for these series to be
in the class USTN (B) of analytic functions.
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1. Giris

C kompleks diizlem olmak tiizere U ={z:z €
Cve |z| < 1} agik birim disk olarak tanimlanir. D
kompleks diizlemde bir bdlge olmak {izere f: D —
C fonksiyonu birebir ise f fonksiyonuna yalinkat

fonksiyon denir. f: D — C siirekli dontisiimii i¢in
bir z, €D noktasindan gegen ve aralarinda o
agist bulunan herhangi iki diizgin y, ve 7,
egrilerinin; f(y,) ve f(y,) resim egrilerinin de
w, = f(z,) noktasinda aralarinda yon ve biiyiikliik
bakimindan « agis1 varsa, f fonksiyonuna z,

noktasinda bir konform doniisiimdiir denir. Eger
f fonksiyonu her z, € D noktasinda konform ise

f fonksiyonuna D bolgesinde konformdur denir.

U agtk  birim  diskinde  analitik  ve
f(0)=f'(0)—-1=0 sartlarim  saglayan f
fonksiyonuna ise normalize edilmis analitik

fonksiyon denir. U diskinde analitik normalize
edilmis fonksiyonlarin smifi A ile gosterilir.
Ayrica her f € A fonksiyonu

o0

f(z)=2+>a,"

n=2

@)

seklinde Taylor seri agilimina sahiptir. U diskinde
normalize  edilmis  yalinkat  fonksiyonlarin
olusturdugu siifa § sinifi denir. S < A sinifinin en
onemli 6zelligi bu sinifa ait her analitik fonksiyon,
kompleks diizlemde U birim diskini basit baglantili
bir bolge iizerine konform ve birebir olarak
doniistiiriir.

Eger f fonksiyonu negatif katsayili yani

f(z)=z—zoj:|an|z” 2)

ise T ile gosterilir. Bu simf negatif katsayili
fonksiyonlar sinifi olarak adlandirilir ve § simifinin
bir alt sinifidir (Silverman, 1975).

S smifinin bir diger 6nemli alt smifit yildizil
fonksiyonlar simfidir. f € A olmak iizere

Re(zf'(z)/f(z))>B (0<pB<lzeU) ise f
fonksiyonuna S — mertebeli yildizil fonksiyon

denir. Bu ozellikteki fonksiyonlarin sinifi ST ()
ile gosterilir. Daha sonra yapilan c¢alismalarda
yildizil fonksiyonlarin kapsami genisletilmistir.
Goodman  (1991) vyaptigi ¢alismalarda  f

fonksiyonunun U agik birim diskinde bulunan

230

¢ €U merkezli her dairesel yay1 yildizil bir yay

ilizerine resmettigini géstermistir. Bu 6zellikteki bir
f € A fonksiyonunu diizgiin yildizil fonksiyon
olarak adlandirmistir. Bu ¢aligmadan yola ¢ikarak
analitik  fonksiyonlarin  birgok  alt  siifi
tanimlanmustir. Bu alt smiflardan calismamizda
kullanilan sinif Tanim 1.1 ile ifade edilmistir.

Tammm 1.1. f fonksiyonu (2) formunda taniml bir
fonksiyon olmak iizere

f(2)-1(£) )
Re(mJ>ﬂ (0<B<1, (z,¢) U xU)

analitik kriterini sagliyorsa USTN(B) smifindadir
denir (Subramanian vd., 1995).

2. Materyal ve metot

Poisson, Pascal, Binomial ve Logaritmik gibi
negatif olmayan tamsayr degerli dagilim serileri
istatistiksel modeller, parametrik olmayan testler,
yasam analizleri gibi bir¢ok alanda Onemli
kullanimlara sahiptir. En 6nemli kullanim alanlari
ise veri analizi olarak da bilinen ¢ok degiskenli veri
arastirmalaridir. Bununla birlikte, giiniimiizde, bu
dagilim serileri Analitik Fonksiyon Teorisi'nde
kismen calisilmaya baglanmistir. Bu alanda
literatiirdeki ilk ¢alisma Porwal (2014) tarafindan
yapilmistir. Porwal galigmasinda Poisson dagilim
fonksiyonu yardimiyla Poisson tipi dagilim
serilerini ~ tamimlamistir.  Poisson  dagilim
fonksiyonu, aritmetik ortalamanin bir ifadesidir.
Daha sonra bu serilerin analitik fonksiyonlarin
temel alt siniflarina ait olup olmadigimi ve ait
olmasi durumunda hangi sartlar altinda ait
oldugunu incelemistir. Bir bagka ¢alismada ise El-
Deeb vd. (2019) analitik fonksiyonlarin bazi alt
siniflar1  i¢in Pascal tipi dagilim serilerini
incelemistir. Bu c¢alismalarin ardindan, dagilim
serileri analitik fonksiyonlarin diger alt smiflart
icin de arastirilmistir (Altinkaya ve Yalgin, 2017;
Bulboaca ve Murugusundaramoorthy, 2020;
Frasin, 2020; Murugusundaramoorthy vd., 2016;
Porwal vd., 2020).

X negatif olmayan ayrik rastgele bir degisken, k
herhangi bir parametre ve 0 < p < 1 olmak iizere
Pascal dagilimi

nil_lj p'(1-p)" (ne{0,1,2,3,.})

P(X =n):(

seklinde tanimlanir ve bu dagilimdan faydalanarak
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» (n+k-2 "
7)=1+ "(1-p) 2z
R0 e R
formunda kuvvet serisi elde edilir. Elde edilen kuvvet serisi (2) formundaki bir f fonksiyonu i¢in uygulanirsa

P(k,p,z)=22—P(X,z)=z—i[n?ilzJp”1(1— p)kzn (k=1, 0<p<1zeU)
n=2

bulunur ve P(k, p,z) fonksiyonunun lineer kombinasyonuyla

P, (k,p,z)=(@1-0)P(k,p.z)+cz(P(k,p, z)) = —i[nllilzj(l—ow(yn)p“(l— p)z

n=2

kuvvet serisi elde edilir. Oran testini kullanarak, yukaridaki kuvvet serilerinin yakinsaklik yarigapinin sonsuz
oldugu sdylenebilir.

Lemma 2.1°de bir fonksiyonun Tanim 1.1 ile verilen USTN(B) smifina ait olmasi i¢in saglamasi gereken
esitsizlik verilmistir.

Lemma 2.1. USTN(f) sinifina ait (2) formunda tanimli bir f fonksiyonu

in(3 B)-2]la,|<1-8

esitsizligini saglar (Subramanian vd., 1995).

Bu calismada, dagilim serilerinden Pascal tipi olanlar kullanilarak tanimlanan Pa(k, p,Z) ve P(k, p,z)

fonksiyonlarinin USTN () analitik fonksiyon sinifina ait olmasi igin gerekli sartlar elde edilmistir. Bu amaca
ulagmak i¢in Lemma 2.1 kullanilmustir.

3. Bulgular

Bu boliimde, Po(k, p,Z) ve P(k, p,z) fonksiyonlarinin USTN(B) analitik fonksiyon simifina ait olma

sartlarini igeren teoremler ve ispatlar verilmistir.

Teorem 3.1. 0< p<1 ve k>1 olmak iizere P, (k, p,z) fonksiyonu

o(3-p)k (k+1) Jr(3 f+4o- 20’ﬂ)kp

(1-p) el

esitsizligini sagliyorsa USTN (B) sinifindadir.

ispat. P (k, p, Z) fonksiyonu i¢cin Lemma 2.1 ile verilen katsay1 esitsizligi kullanilirsa agagidaki esitsizlik elde
edilmelidir.

i[n+k 2j(l—a+c7n)[n(3—,6’)—2] p"(1- p)k <1-p.

®)
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Ohalde P, (k, p, Z) fonksiyonunun USTN () sinifinda oldugunu géstermek igin (3) esitsizliginin saglandigini
gostermek  yeterli olacaktir. Bunun icin n=(n-1)+1 n*=(n-1)(n-2)+3(n-1)+1 esitliklerinden
faydalanarak

n=2

(n k= Zj (1-o+on)[n@B-B)-2]p"*(1- p)k

® k k
z(m j(n 1)(n-2) (3 )+ (13- f+45—206) +(1- £)] p"* (1- p)

n=2

bulunur. Daha sonra kombinasyon 6zelliklerinden faydalanmak igin

k k
=o(3- ﬁ)Z(ni_l j(n—l)(n—Z)p“(l— P)

(n+k 2

+(3-f+40— 20ﬂ)2( J(n Dp"*(1-p) +(@- ,B)Z 1 ]p"‘l(l— p)"

n=2

esitligi yazilir. Kombinasyon agilimlarindan

=o(3- ,B)Z( a1 Jk(k+1)p2p”3(1—p)k

n=3

k-2 k-2 K
+(3- B +4o- 20/3)2[ n ]kpp *(1-p) + (- ﬁ)Z(”i_l jp“(l— p)

k 1 k d k k
—o(3- Ak (k+1) 22(”:; jp“(l— p) +(3—ﬁ+46—20ﬂ)kp2_l[n; jp“(l— p)

+(1-8)(1-p) >

n=0

i (n+k -1

Jp -~ ma- oy

. . I A 1
elde edilir. Elde edilen bu son esitlikte Z K 1 p" = ﬂ oldugu kullanilirsa
n=0 - -p

_o@-Pk(k+1)p*  (3-f+40-20B)kp o

(1-p) 1-p +(1-p)-(1-B)(A-p) <1- 5.

bulunur. Bu da ispati tamamlar.

Teorem 3.2. 0< p<1 ve k>1 olmak iizere P(k, p,z) fonksiyonu

B-=-Bkp _. RV
?3(1 £)(1-p)

esitsizligini sagliyorsa USTN (B) sinifindadir.
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Ispat. P(k, p, Z) fonksiyonu i¢in Lemma 2.1 ile verilen katsay1 esitsizligi kullanilarak (4) esitsizligi elde

edilmelidir.

2 ko

n=2

ks k-2 K
(m j[n(S—ﬁ')—Z] ™ (1-p) <1- 8

bulunur. Teorem 3.1°de kullanilan benzer islemlerle

2 [n+k—2

2 ko

n=2

J[n(B—ﬂ) ~2]p"*(1- p)"

n=2

0

k —
- )Z('” Z]k p"2(1-p) + (- ﬂ)z[

n

> k k
=(3—ﬂ)kp2(”” "(1-p) +@- ﬂ)Z(nE_l
=CL R0 p)- (- p)a-p) <15

istenilen esitsizlik elde edilir.
4. Tartisma ve sonuclar

Bu calismada Pascal tipi dagilim serilerinden
P.(kpz) ve
P(k, p,Z) fonksiyonlarimin  USTN(B) analitik

fonksiyon sinifina ait olmasi i¢in gerekli sartlar
elde edilmistir. Bu yaklagim analitik fonksiyonlarin
diger siniflarina genisletilebilir. Aym1 zamanda
dagilim serilerinden faydalanarak yeni
fonksiyonlar tanimlanabilir ve benzer 6zellikleri
incelenebilir.

faydalanarak  tanimlanan

Bilimin ve teknolojinin ilerleyen her asamasinda
kendisine uygulama alani bulabilen dagilim serileri
Kompleks analizde olduk¢a énemli olan analitik
fonksiyonlar teorisine de yenilikler getirebilir.
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2
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