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OZET

En ¢ok olabilirlik kestirimi kullanilan lojistik regresyon yaygin kullamim alanlarina sahiptir. Lojistik
regresyon genellikle, medikal alanlarda yasam olasiligi modelleme ve hastalik ve travmadaki risk faktorlerinin
degerlendirme gibi alanlarda kullamilir. Lojistik regresyonda bagimsiz degiskenler arasindaki lineer i¢ iliski en ¢ok
olabilirlik kestiricisinin (MLE) varyansm biiyiik oranda etkiler. Bu ¢alismada MLE’ ne alternatif olarak baska
kestiriciler onerildi. Belirli kosullar altinda Ridge (Smidt&McDonald,1976) kestiricisi, Stein (Stein,1960)
kestiricisinin toplam hata kareler ortalamalarmmin dolayisiyla varyanslarinin en ¢ok olabilirlik kestiricisininkinden
(MLE) daha kiiciik oldugu biliniyor. Buna benzer olarak, Ridge ve Stein kestiricilerinin konveks bilegimi olan Liu
(Liu,1993) kestiricisinin lojistik regresyondaki toplam hata kareler ortalamasimin da MLE kestiricisininkinden daha
kiiciik olabilecegi tizerinde ¢alisilmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Lojistik regresyon, En ¢ok olabilirlik kestiricisi(MLE), Yinelemeli agirliklandiriimis en kiigiik
kareler(IWLS), Ridge kestirimi, Stein kestirimi, Liu kestirimi, lineer i¢ iligki.

ABSTRACT

SOME BIASED ESTIMATORS AND THEIR COMPARISONS USING MEAN SQUARED
ERROR CRITATION IN LOGISTIC REGRESSION WHEN THE DATA ARE COLLINEAR

Logistic regression using maximum likelihood estimation has recently gained widespread use. Many of
these applications have been in situations in which the independent variables are collinear. The collinearity among
the independent variables seriously effects the variance of the maximum likelihood estimation. In this study, several
alterative estimators are suggested, which are combat the collinearity and easy to obtain in practice. It has been
known that under some situations of the Ridge estimator and Stein estimator are less affected by the variance of the
MLE. Similarly, we are studying on Liu estimator which is the convex combining of them in logistic regression.

Keywords: Logistic regression, Maximum Likelihood Estimation (MLE), Iterative weighted least squares (IWLS),
Ridge regression, Stein regression, Liu regression, collinearity.

1. LOJISTiK REGRESYON MODELI
Lojistik regresyon modeli

y=m+e , i=1,2,..,n (1.1)

T=P(y= l‘xl,xz,...,xpfl)

= [1 +exp(—f, = Bx, —...— IBp—lxpfl :Iil
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7=[1+exp(-x'p)] (1.2)

seklindedir. Burada y ikili (0/1) yamt degisken, S bilinmeyen parametre vektord,
X' =(,x,...x,,) bagimsiz degisken vektori yada risk faktorleri, g,

E(g)=0ve v, = {7r,. (1 — T, )} , V =diag {vi} dagilimhi hata vektoriidiir [6]. Gruplandirilmis

veriler i¢in #,, i-inci veri noktasindaki deneme birimi olmak tizere (1.2) modeli

E@W,)=nP(x,)

1 .
=ni1+e_x’,ﬁ , 1=12,...m

olarak yazilir. y,,y,,...,»,, , bagimsiz binom rastgele degiskenlerinin gozlem degerleridir.

Var(yi):nip(xi)[l_P(xi)]

n.=n

1

™

Il
—_

n ve P igin olasilik fonksiyon; [any (1-P)"” dir. Log olabilirligi bulunurken [nj’ p
y y

icermediginden atilir ve boylece lojistik regresyon modelinin Log olabilirligi

1-P(x

i

ln[L(P;y)]zi{yi ln{&("))}rniln[l—P(xi)]} (1.3)

-P(x

Pix,) |
IHL—P(xi)}x’ﬂ

:'BO“Lsz:iﬂj ,i=12,..m , m=>k+1

olur. Burada In [IP&} lojit olarak adlandirilir ve

i

dir. Boylece (1.3) denklemi

ln[L(,é’;y)]=iZyixUﬁi —iniln(l+exp2xﬁﬂj] (1.4)

i=l j=l

olarak yazilabilir. (1.4) denkleminin f,’ye gore maksimumu aliirsa, (1.4) denkleminin matris

formu
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ln[L(,é’;y)]=é'Xy—in[ln(1+exp(xi',é’) (1.5)

yazilir. (1.5) denkleminin £’ ya gore tilirevi

Gln[L(,B,y) ul
op =Xy ;“Lﬁte”’)} o

xip ]
e%l-f-ex{ﬂ):%(l_i_exiﬁ)zp(xj) Oldugundan

on[LB] _
op

—ian (x; x,
i=l

elde edilir. n,P (x;) binom rastgele degiskeninin ortalamasi oldugundan, denklemin sag tarafinin
matris yazilimi X'(y — ) olur, burada,

H= ve H; =nP(x;)

dir. Sonug olarak £ ’nin ML kestirimi ,B ,
X'(y-m)=0 (1.6)

“skor denkleminin” ¢6ziimii ile bulunur. X bagimsiz degiskenlerin matrisi ve X matrisin i-inci
stitunu olmak {izere (1.2) modeli

= 1/(1+exp [—fc,',g})
= f(%.8)

dir. Burada g, B, nin ((p+1)x1) vektoridiir. Buradaki y, (nx1) tipinde vektdr ve 7,
T=f (fcl',,bA’) nin (nx1) tipinde vektoriidiir. £’ nin kestirimi yinelemeli agirliklandirilmis en

kiiciik kareler (IWLS) teknigi ile de bulunabilir. ML veya IWLS ile £ ’nin kestiriminin (/+1).
iterasyonu

B =B +XVX)' X' (y-7)

seklindedir [8]. #, S, ve V, =diag{#,(1-#,)} "nin kullamlmastyla 7z ’nin tahmin vektori, #,,
7, ’nin i-inci elemanidir. Bu iterasyonda kestirim yakinsak olana kadar devam eder ve sonug

kestirim ,5’ ile gosterilir. ,é ‘nin ¢ok degiskenli normal dagilima yaklasmasi beklenir.
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2. LINEER IC ILISKININ EN COK OLABILIRLIK LOJISTIiK KESTIRICISINE
ETKIiSi

Lineer ig iliski i¢in bir¢ok dl¢lim Onerilmistir ve bunlardan en ¢ok kullanilanlari:
1) Rf , J-inci bagimsiz degiskenin regresyondaki belirleyicilik katsayisi,
i1) (5}'(5 ; ) , (1) deki regresyondaki kalan kareler toplami,
1) 4, (X X ) in g < gy <<y, siral gizli kokleridir.
Verilen bu 6l¢timlerin
1) R_f ‘nin bazi j ler i¢in 1 yakinsamasi,
i1) (51'5 1.) ‘nin bazi j ler igin 0 yakinsamast,
1) w; 'nin bazi j ler i¢in 0 yakinsamasi
durumunda lineer i¢ iliski varlig1 sdylenebilir. Lineer i¢ iliskinin derecesi bu 6l¢limlerin sirasiyla
1 ve 0 yakinsamasi ile saptanir. Bu dlgiimlerin avantaj ve dezavantajlari vardir. Ornegin; R_f ‘nin

avantaji kolay yorumlanir olmasi ve en kiigiik kareler kestiriminin degisim artisin1 Olgen
VIF= 1/ 1- Rf oldugundan VIF’e yakin olmasidir, dezavantaji ise birden fazla degisken arasindaki

lineer ig¢ iligkiyi tanimada basarisiz olmasidir.

,@ 'nin kovaryans matrisi (X VX )_l dir ve biiylik n degeri i¢in Var( ﬁ/) yaklasik olarak
(XVX )_1 'in (j,j)-inci elemant olan (X'VX )"'7 dir. x,, X matrisinin j-inci situnu ve X, X
matrisinin j-inci siitununun silinmesiyle kalan (nx p) tipindeki X matrisi, [x X j] olacak

sekilde pargalt matris olarak yazildiginda

Var(B)) = (x7x)’
' ' ' -1 ’ - (21)
:{ijxj—ijXj(XjVXj) Xijj}

seklinde bulunur [7]. (2.1) denkleminde, a, sabitlerin vektorii olmak tizere, bazi j’ler igin x,

yerine x; = X ;a, + 06, yazildiginda,
A , -1
Var(B,) = (5jS5j)

elde edilir. Buradaki S, S=V-VX ; (X .;.VX i )_] X ;V dir. Pratikte X; nin elemanlar1 sonludur ve
bundan dolay1r n — o i¢in lim(l/ n)(X VX ) sonlu pozitif tanimhidir. Ve V siirl oldugundan, S
de smirli elde edilir. Boylece veriler daha fazla lineer i¢ iligkili oldugunda, bazi ;j ler i¢in
00, >0 ve Var( ,3 j) — oo olur. Eger lineer i¢ iligkinin derecesi biiylikse, kestirimlerin biri veya

daha fazlasi belirsiz olacaktir ve kestirimler bagimsiz degiskenlerin dogru etkilerini
yansitmayacaktir.
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3. RIDGE LOJIiSTiK KESTIiRIMi

Lineer i¢ iligki problemi Hoerl ve Kennard(1970a.b) m Ridge kestirim tekniginin
kullanilmasiyla ele alinabilir. Schaeffer, Roi ve Wolfe(1984)’ de lojistik regresyonda kullanmak
icin Ridge kestirici ele alinmis ve

EBB) =B+ {Var (B)) +(Yan(B) ) (Yan(B)) = B+ Var(§)

olarak gosterilmis ve buradan eger veriler lineer i¢ iligkili ise encok olabilirlik kestiriminin
ortalamadan ¢ok uzun olacagi belirtilmistir. ,5’ , IWLS kestirici oldugunda, ,B yaklasik olarak

Agirlikli Hata kareler toplamini (WSSE) minimum yapar. Buradan Ridge lojistik kestiricisi,
WSSE yi arttiracak minimum uzunluga sahip kestirici olarak belirlenir [10]. Sabit kestiriciler igin

,3 yerine B yazilarak WSSE deki artig
p=[ 2B -#B)| V[ 2B -#(B) |+ 2[ #(B)-2B) | V[ y-2(B)]

seklindedir. Buradaki 7(B), S nin kestrimi olarak B kullanilmastyla bulunan 7z ’nin tahminidir.
7 lar lineerlestirilerek

¢=(1§—;ﬁ) X'VX(é—ﬁ) (3.1)
elde edilir ve B’nin uzunlugunun minimize edilmesiyle Ridge lojistik kestiricisi
B =(XVX +KI)" XVXJ (3.2)

olarak elde edilir [1]. Buradaki & Ridge parametresi olarak adlandirilir. Pratikte ,@R , ,3 nin ve
(XVX )_1 in bir fonksiyonu oldugundan hesaplanmast kolaydir. S ve (XVX )_1 in ikisi de cogu

lojistik regresyon programlarinda kolayca bulunur. % 'nin se¢imi i¢in kesin bir kural olmamakla
birlikte verilen bazi se¢im yollar1 agagidaki gibi verilmistir.

Dk :;ﬂz, 7}, (X'I}X) > in gizli vektorleri. [2;3]
mjax ( v.B )
m k=21
BB
) k= lA (7]

,é(
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4. STEIN KESTIiRIMi
E(BB)> jz(Var(;ﬁ)) - jz{(X'I?X)-'}

oldugu gosterilebilir. Lineer i¢ iligki varliginda ,@ ortalama olarak fazla uzun olacaktir. ML
kestiricisini kii¢tiltmek igin,

,3? = c,@ , 0<c<l
olan Stein kestiricisi tanimlanir. ¢ ’nin se¢imi i¢in, Stein(1960)’1n 6ne siirdiigii
(45)
A A . A -1
[ Bh+ Iz {(X’VX) ﬂ

C =

kullanilir.
Cogu lojistik regresyon programlarindan kolaylikla elde edilebilen niceliklere bagh
oldugundan, bu kestiriciyi yiiriitmek kolaydir.

5. LiU KESTIRIiMi

Lineer i¢ iligki problemi igin bir bagka alternatif kestirici Liu Kejian(1993)’nin 6ne
stirdiigii Liu kestiricisidir. Bu kestiricinin lojistik regresyon i¢in gosterimi agagidaki gibi bulunur.

i = %+ exp{—x,f}

EBP) = BB+ I {Var(B)| +(Yan(B) )(Yan(B)) = pp+ 3 Var(B)

p=[ 2B -#B)| V[ 2B~ B) |+ 2[ #(B)-2B) | V[ y-2(B)]

7 lar lineerlestirilerek

= (é —ﬁ)' X’VX(B —ﬁ)

bulunur. B ’nin uzunlugunu minimize etmek i¢in, Lagrangian probleminden

et Y| (8- xx (8- §)-o|

seklinde yazilir, buradan da 0 = k% B+¢e , dfi=p+¢ genisletiimesiyle
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B=p,=(XVX+1) (XVX +dI) (4.1)

Liu lojistik kestiricisi bulunur, buradaki d , 0<d<I aralifinda deger alan bir parametredir. ﬁd ’ nin
MSE’ sini bulmak i¢in, O().) dizilimi asagidaki gibi yapilir, m, ¢ da kuadratik form vektorii

olmak tizere ve Taylor seriye acilimidan

P ’ -1 ’ -1 ’ 1 ’ -1 ’ -1 r
B, =B+(XVX+I) (I+d(XVX)")X g—E(X VX+1) (I+d(XVX)") X'm (4.2)
seklinde yazilir. E(g)=0 ve Var(e)=V varsayildigindan, ﬁd > nin yani ve varyansi (4.2)
denkleminden asagidaki gibi bulunur.
MSE(B,) = iz{(X'VX+ 1) (1+d(XVXY ) XVX +4 X Var(m)X ~ X Cov(e,m)X J(XVX +1) " (1+d(XVX) )}

+[a-d)g-1xn] (1+d(xvx)" ) (XVX+1)" (1+d(XVX) ") (1-d)B-1 X]

A; ler (X VX ) “in A, <4 <..< 4, seklinde sirali gizli kokleri ve y, ler de gizli vektorleri olmak

uzere

MSE(,)=Y (2, +1)" (1+d 2"} {4, +7, X [+Var(m)— Cov(e,m)] X7, }
4.3)
# 24 +1) (a4 i [a-dp -3 xn)

yazihabilir. Genelligi kaybetmeden veriler arasinda sadece bir i¢ liski oldugu ve sadece A, sifira

yaklastig1 varsayimi altinda, (4.3) denkleminin d ye gore tiirevi alinip, yeterince biiyiik n i¢in
O(-;) strast ihmal edildiginde

(MSEB) | =23 (4, 1) (1+d2,)(4,) =23 (4, +1)” (1+d4") {7, [~ d)p—2xn]}(7,5)
(4.4)

seklinde bulunur. d=1 igin f= ,@d oldugundan MSE'(ﬁ)=MSE'(ﬁ’d:1) olur. d=1 igin
MSE'(B,.)

[MSE(ﬂAH)], =23 (4, +1) 22 22y s xn)) (718) = [MSE([;)]'

dr. Y (4,+1) (1+d4") 20 oldugundan 0<d <1 igin MSE'()>MSE'(B,) olur. Yani

0<d <1 igin MSE(B,)—~MSE(3)<0 dir, bu da Liu lojistik kestiriminin en gok olabilirlik
kestriminden daha iyi oldugu anlamina gelir [9].



N. N.Urgan, M. Tez / istatistikgiler Dergisi 1 (2008) 1-8 8

Ozet olarak, Ridge, Stein ve Liu kestirimlerinin varyanslart ML kestiriminin varyansindan

daha kiiclik oldugundan, lineer i¢ iliskiden daha az etkilenir. (Bu tii¢ kestiricinin ML kestiriciyi
kiigiiltiigiinii gostermek kolaydir.) Boylece bu ii¢ kestirim, i¢ iliskinin varyans iizerindeki
etkilerini azaltarak daha kesin kestirimle sonuclanir.
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