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Ozet

Cok kriterli (vektor) optimizasyon teorisinin temel problemi, ¢Oziimleri karakterize eden birden fazla
Olgiitlerin (yani kriter fonksiyonlarinin) aym1 anda minimum veya maksimum ¢oziimiinii bulmaktir.
Matematiksel olarak bu problem, kismi sirali uzayda verilen kiimelerin koniye gére minimal noktalarinin
incelenmesi (karakterize edilmesi) problemine doniismektedir. Eger kismi sirali uzayda verilen kiime
konveks kiime ise bu kiimenin minimal noktalarini karakterize etmek icin klasik ayirma teoremleri
uygulanabilir. Ancak kiime konveks degil ise kiimenin minimal noktalarini belirlemek igin klasik ayirma
teoremini kullanmak uygun degildir. Bu ve benzeri olarak optimizasyonun diger problemleri lineer olmayan
ayirma teoremlerinin gelismesinde 6ncii olmustur.

Bu ¢aligsmada pratik agidan 6neme sahip ve ¢ok kriterli optimizasyon teorisinin temel problemlerinden biri
olan asil (proper) minimal c¢ozliimlerin karakterizasyonu icin lineer olmayan ayirma teoremlerinin
uygulanmasi gosterilmistir.

Anahtar sozctkler: Konveks analiz; Cok kriterli optimizasyon; Lineer olmayan ayirma; Asil minimal
nokta.

Abstract
A nonlinear separation theorem and characterization of proper minimal points

In this study, we investigate proper minimal points of arbitrary sets. We show that the proper minimal points
of the sets can be characterized by the level sets of convex monotone functions. We find a relation between
recession function of separation function and the cone which provides order in space. Then, we show that in
the event of the relation, given point is the proper minimal point of the set.

Keywords: Convex analysis; Multicriteria optimization; Nonlinear separation; Proper minimal point.

1. Klasik ayirma teoremi

E", n-boyutlu Oklid uzay1 olsun. E" ’de A; ve A, kiimeleri verilsin.

Tamm 1. Sifirdan farkli bir y)k eE" icin

<YIsy >S<Y29Y> Vy €Ay, Vy, €A, (1



A. Azimli, G. Kemalbay / Istatistikgiler Dergisi 2 (2008) 88-94 89

ise A; ve A, kiimelerine ayrilabilir kiimeler denir.

Asagidaki teorem kesismeyen iki konveks kiimenin ayrilabilir kiime olduklarmi gosteren klasik
teoremdir.

Teorem 1. A; ve A,, E" de kesismeyen konveks kiimeler olsun. O halde bir y* # 0 vektori igin (1)

dogrudur.

Bu teorem ile buna benzer olan ayirma teoremleri, optimizasyon teorisinde optimallik kogullarinin ispat
edilmesinde ve dualite teorisinde uygulanmaktadir.

* *
Tamm 2. y € B" vektorii, y #0 ve a.€ R sayist verilsin.

H={yeEn

(v"y)= a} @

kiimesine hiperdiizlem denir.

<y*,y>ﬁoc}

H™ :{yeEn
Ve

HjL:{yeEn

<y*,y>2a}

kiimelerine H hiperdiizleminin olusturdugu yar1 uzaylar denir.

(1) esitsizliginden gorindigu gibi, A; ve A, ayrlabilir kiimeler ise uygun bir « sayisi i¢in

AjcH , A)c H™ olacaktir; yani H hiperdiizlemi bu iki kiimeyi ayirmaktadir:

H_
H

Sekil 1. Hiperdiizlem ile konveks kiimelerin ayrilmasi
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2. Lineer olmayan ayirma teoremleri ve konveks olmayan kiimelerin ayrilabilirligi

E" Oklid uzayinda, konveks kapali K konisi verilsin: Km(—K):{O} ve intK = oldugunu

varsayalim. E" uzaymda K konisini kullanarak kismi siralama olusturalim: Vyy,y, eE" i¢in

Y1 =Yy, €K ve y; -y, eintK ise bunusirasiile y; >y,, y; >y, seklinde yazalim.

Tamm 3. g:E" — R fonksiyonu verilsin. Eger ¥ >y, esitsizligini saglayan Vy;,y, € E" vektorleri

igin

g(y1)>g(y2) ®)
ise g fonksiyonuna K-monoton fonksiyon denir.
Eger y; 2y,, y| # Y, i¢in (3) saglantyorsa, g fonksiyonuna kesin (strictly) K-monoton fonksiyon denir.
G E" de verilen konveks, K-monoton, siirekli olan ve g(0)=0 kosulunu saglayan tiim fonksiyonlarin
kiimesi olsun. Sifirdan farkli ‘v’y* eK’ icin y —> <y*,y> fonksiyonlar1 G ’in elemanlaridir. Burada

K", K konisinin eslenik konisidir: K = {y* eE"

<y*,y>20 VyeK}.

G ise G ’daki kesin K-monoton fonksiyonlar kiimesi olsun.

Tamm 4. A;, A, kiimeleri E" de bos olmayan kiimeler olsun. Eger g:E" — R fonksiyonu igin
g(y;) <g(y,) Vy, €A, Vy, € A, ise g fonksiyonu A; ve A, kiimelerini ayirtyor denir.

Teorem 2. ( [2] )A;,A, cE" bos olmayan kiimeler olsun. Eger A;—K konveks bir kiime ve
int (A;—K)nA, =0 ise bu durumda A;—-K ve A, kiimelerini ayiwran bir g€ G, fonksiyonu
mevcuttur.

2
A,-R2

Sekil 2. Hiperdiizlem ile ayrilamayan kiimeler

Sekil 2°deki A; ve A, kiimelerini klasik ayirma yontemi ile (yani hiperdiizlem ile) ayirmak miimkiin

degildir. Ancak bu kiimeleri Teorem 2’deki G fonksiyonlar kiimesinin bir eleman: ile ayirmak

mumkiindiir.
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3. Wmim ve Pmin ¢oziimlerin karakterizasyonu

2. Boliimde bahsedildigi gibi E" kismi siralanmis Oklid uzay1 olsun. A < E" kiimesi verilsin.

Tanmim 5. y€ Aolsun. Eger Y<y, Yy#y (Y<Yy) kosulunu saglayan y € A elemani mevcut degilse
y € A elemanina A kiimesinin minimal (zayif minimal) noktasi denir. A kiimesinin minimal (zayif
minimal) noktalar1 kiimesi min A (w min A ) seklinde gosterilir.

Asagidakiler kolaylikla gosterilebilir:

minA:{yeA\(A—y)m(—K)z{o}} (4)

wminA ={yeA|(A-y)n(-intK) =@} (5)
Tamim 6. ([3]) y € A verilsin. Eger

K\{O}CintN, (A—y)ﬂ(—N):{O}, Nﬂ(—N)z{O} (6)
kosullarin1 saglayan konveks kapali N konisi mevcut ise y noktasina A kiimesinin asil (proper) minimal

noktasi denir. A kiimesinin asil minimal noktalar1 kiimesini pmin A seklinde gosterecegiz. Literatiirde
asil minimal noktanin bir baska tanimi da mevcuttur:

Tamm 7. ([1]) y € A verilsin. Eger
cl cone(A+K-y)n(-K) = {0} (7)
ise y noktasina A kiimesinin asil minimal noktas1 denir.
[17°de bu iki tanimin es degerliligi ispat edilmistir.
Asagidaki teorem, E" *de verilen bir kiimenin zay1f minimal noktalarini karakterize etmektedir.

Teorem 3. ([2]) A, E" de verilmis bir kiime olsun. Yo € A vektoriiniin zayif minimal olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul 6yle g € G olmasidir ki, her y € A i¢in g(y,) < g(y) olsun.
Asagidaki teoremde kiimenin asil minimal noktalari i¢in gerek kosul verilmistir.

Teorem 4. ([2]) A, E" *de verilmis bir kiime olsun. Yo €A asil minimal nokta ise dyle g € G, vardir

kiher y € A igin
g(yo) < g(y) ®)

Bu teoremde verilen (8) kosulu y, € A noktasmmn asil minimal olmasi igin yeter kosul degildir. (8)

kosulunun yeter olmasi icin ilave kosullara ihtiya¢ vardir. Oncelikle konveks analiz teorisinden bazi

kavramlara deginelim. [bkz. 7]. C = E" bos olmayan konveks bir kiime olsun.
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O+C={yeEn|X+kyeC, vx e C, VXZO}

kiimesine C’nin recessive konisi denir.

Sekil.3 Recessive koni

0*C={y|C+y<=C} )
oldugu [7] de gosterilmistir.

L.S Pontryagin A * B= {y|y+ Bc A} kiimesini A ve B’nin geometrik farki olarak adlandirmustir ve

lineer diferansiyel oyunlar teorisinde bu kavramdan yararlanmistir. Bu tanimi géz Oniine alarak (9)’u
0"C =C * C seklinde yazabiliriz.

f:E" >R U {+oo} konveks fonksiyon olsun. C = epif kiimesi bilindigi gibi konveks bir kiimedir. Bu

kiimenin recessive konisi olan 0" (epif) kiimesi [7]’de gosterildigi gibi bir fonksiyonun epigrafidir. Bu

fonksiyona f*in recessive fonksiyonu denir ve f0* seklinde yazilir. Demek ki tanima gore
epi(f0™) = 0" (epif).
Simdi bu ¢alismanin esas teoremini yazabiliriz:

Teorem 5. A — E" bir kiime olsun. y, € A noktasi verilsin. Eger bir g € G igin

Ke int{y‘(g0+)(y) < 0} (10)
kosulu saglaniyorsa, (8) esitsizligi y, noktasinin asil minimal nokta olmasi i¢in yeter kosuldur.

Ispat g€ Gy i¢in (8) ve (10)’un dogru oldugunu varsayalim. y, € pmin A oldugunu ispat edelim.

g :E" >R fonksiyonunu g1(y)=g(y+yp)—g(yog) seklinde belirleyelim.



A. Azimli, G. Kemalbay / Istatistikgiler Dergisi 2 (2008) 88-94 93

G, = {y eE" |g1(y) < 0} olsun. [7]’den g,0" =g0" ve 07G, = {y‘(g10+ Ny) < O} elde edilmektedir.
Demek ki, (10)

K cint0*G, (11)

seklinde yazilabilir. cone(A+K-yq)N(-K)= {O} oldugu kolayca gosterile bilinir. Teoremin ispati

i¢in
cl cone(A +K —y,) N (-K) ={0} (12)
oldugu gosterilmelidir. Tersini diisiinelim: (12) dogru olmasin. O halde sifirdan farkli bir k € K igin

—~k e cl cone(A+K ~-y,) (13)

g1(-k)<0 oldugu asikardir ve g; sirekli oldugundan -k eintG;’dir. Ayrica (11)’den

—k €int0" G, elde edilir. Buradan (13)’ii g6z 6niine alirsak
9€0+G1, S’GlntGl (14)
kosulunu saglayan bir ¥ € cone(A + K —y,) vektoriiniin meveut oldugunu séyleyebiliriz.

0€ G, ve G, konveks kiime oldugundan (14)’ten her A € (0,1] icin Ay €intG, elde edilir. Buradan,

[7]de Teorem 8.3’ii goz Oniine alirsak, y € 0" G ’den

Ay +uyeintG,, Vu=>0 ve 0<A <1 (15)
elde edilir. Buradan

g(A+n)y)<0, Vu=0 ve 0<A <1 (16)
elde edilir.
y € cone(A + K —y,) oldugundan 1y € A + K -y, "1 saglayan bir r > 0 sayis1 vardur.

g, (ry)=0 17)
oldugu kolaylikla gosterilebilinir.

r>0igin p+A =r kosulunu saglayan u >0 ve A >0 sayilarini alalim. O halde (16) ve (17)’den

g(1y) <0 ve g,(ry) =0
elde edilir.

Bu ¢eliski (12)’nin dogru oldugunu gosterir. Boylece teorem ispat edilmis olunur.
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4. Sonug¢

Cok kriterli optimizasyon teorisinin esas amaglarindan biri optimal ¢6ziimlerin varlig1 hakkinda kosullar
bulmaktir. Gasimov (1992) calismasinda konveks olmayan fonksiyonlarin seviye kiimeleri yardimi ile
lineer olmayan ayirma teoremi gelistirerek asil minimal noktalar i¢in gerek kosul bulmustur.

Bu caligmada ise Gasimov’un caligmasi gelistirilerek verilen gerek kosulun yeter kosul olmasi igin
uzayda siralama saglayan koni ile ayirma fonksiyonunun recessive fonksiyonu arasinda bir iligki
bulunmus ve bu iligkinin saglanmasi halinde verilen noktanin asil minimal nokta oldugunu gosteren bir
teorem ispat edilmistir.
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