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Ozet

Aktiierya analizinin ve risk yonetiminin ana amaglarindan birisi toplam hasar miktarinin dagihim
fonksiyonunun belirlenmesidir. Sigortacilikta risklerin genellikle bagimsiz oldugu var sayilmakta ancak bu
varsayim ger¢ek durumu yansitmamaktadir ve prim hesaplamalarinda problemler yaratmaktadir.
Sigortacilikta prim hesaplamalarinda beklenen degerin hesaplanmasi oldukca onemlidir. Bu g¢alismada
meydana gelen bagimli risklerin sayisinin rasgele oldugu durum igin alt ve {ist sinirlar incelenmistir.

Anahtar sozciikler: Bagimli riskler; Aktiieryal risk; Frechet simirlari.

Abstract

Lower and Upper Bounds for Expected Value of Random Size Dependent Actuarial Risks

One of the main aim of actuarial analysis and risk management is to determine of the distribution function of
total claim amount. Generaly risks are assumed independent in insurance but this assumption does not reflect
the real situation and generates many problems at premium calculations. Calculation of expected value is
crucial on premium calculation in insurance. In this study we investigate lower and upper bounds for expected
value of the case where the number of dependent risks is random.

Keywords: Dependent risks; Actuarial risk; Frechet bounds.

1.Giris

Genellikle bir sigorta portfoyiindeki cesitli hesaplamalarda kolaylik saglamasi ve istenmeyen bir ¢ok
durumdan kurtulmak amaciyla risklerin bagimsiz olduklar1 varsayilmaktadir. Ancak gercek yasamda bu
varsayimin ger¢ege uymadigi durumlarla karsilasiimaktadir. Ornegin bir is yerindeki is gorenlerin bir grup
hayat sigortasi veya grup saglik sigortasi ele alindiginda; is yerinde herkesi etkileyecek bir kaza
sigortacinin portfoyli i¢indeki riskleri kollektif olarak artiracaktir. Bu yilizden bu portfoyii olusturan
risklerin bagimsiz olduklar1 varsayimi gercekle bagdasmamaktadir [6, 5]. Bu ve benzeri durumlar igin bir
degerlendirme ve model yaklasimu ile birlikte gerekli olan analizlerin titizlikle yapilmasi gerekmektedir.

Literatiirde prim hesaplamalar ile ilgili olarak bir ¢ok yaklasim bulunmaktadir. En basit anlamda bu
yaklasimlarin igerisinde toplam hasar miktar1 dagiliminin beklenen degeri portféyde bulunan her bir
bireyden alinmasi gereken saf prim olarak diisiiniilebilir. Hesaplanan bu degerin iistiine idari ve diger
masraflarin yiiklenmesi ile sigortalilardan alinmasi gereken sigorta primi elde edilebilir.
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2. Risk siirecleri

Risk stiregleri, hasar sayisi ve hasar miktarlari siireglerinden olusur. Zaman araligi, [to,tk) incelenen

toplam zaman aralig1 olarak tanimlanir.

Tamm 2.1. {X . }, [t_.t,) i. zaman araliginda goriilen hasar sayisi siireci olarak tanimlanir. Burada X,

kesikli rasgele degiskendir.

Tamm 2.2. {Yt‘_} , [tl.f,,t,.) i. zaman araliginda goriilen hasar miktar: stireci olarak tanimlanir. Burada ¥,
stirekli rasgele degiskendir.

Tamm 23. N,=N, =Z/:X¢, , [zo,t‘,)=[to,tl)U[tl,tz)U...U[tj_l,t.) araliklarmin bileseninde ortaya
i=0

J

cikan toplam hasar sayisidir. N,, ¢ anina kadar olan hasarlarin sayisini gosterdiginde {N,,t eT } stokastik

siirecine “Toplam Hasar Sayist Siireci” denir. {N,,t € T} stokastik siireci

a) N, =20
b) N, tamsayili degerler alir
c) s<t = N, <N, (azalmayan)

Ozelliklerine sahiptir.

{N,,t eT } toplam hasar sayisi siireci 4 parametreli Poisson Siireci olup,

. N,=0
ii. Duragan ve bagimsiz artiml
iii. P{N,,—N,=1}=2h+o(h) , V=0

t+h

iv. P{N,,—N,>1}=0(h) , Vt>0
Ozelliklerini saglamaktadir.

Teorem 2.1. {N,,teT} toplam hasar sayisi siireci Tanim 2.3’de belirtilen i, ii, iii, iv ozelliklerini

saglasin. ¢ uzunlugundaki herhangi bir zaman araliginda meydana gelen hasarlarin sayisinin dagilimi Az
parametreli poisson dagilimidir [4].

Ispat 2.1. P,(¢)=P{N,=n} olsun. 7+ h anmna kadar higbir olaymn gergeklesmemesi olasilig1

t

R (t+h)=P{N,,, =0}

ZP{Nr :O’Nt+h _Nt :O}

=P{N,=0}.P{N,, - N, =0}
olur. Buradan iii ve iv yardimiyla ,
By (t+h)=R(1)[1-2Ah+o(h)]

elde edilir.
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i B B(t+h)-
h—0

R(1) . o(h)
=—AP(t)+ %grgT

esitliginden,

F(1)=-AF (1) 2.1

bigiminde elde edilir. Benzer sekilde #» >1 durumu i¢in yukaridaki islemler yapildiginda,

P/(t)==AP,(t)+ AP, (1) (22)

n

olarak bulunur.

= ) 2.3)
Z

olur. Esitlik (2.1) ve (2.2)’de bulunan ifadeler, Esitlik (2.3)’de yerine konuldugunda

0

1)=-22. 5 (1)
= —/”tP(z,t)+/IZP( )
= i(z—l)P Z,t)

t z" +ﬂZP

oldugundan, olasilik ¢ikaran fonksiyon
P(Z,t) — ellt(zfl)

bigimini almaktadir. Bu A¢ parametreli Poisson dagilimin olasilik ¢ikaran fonksiyonudur.

Tamm 2.4. S, = ZYt,_ [O,t) zaman periyodunda ortaya ¢ikan toplam hasar miktaridir.

Tiim bu siireglerde zaman araligi, [t t ) incelenen toplam zaman araligi olarak tanimlanir. Burada
[t0.2,) =[to-t, )U[11.6,)U...U[t,_,.1,) seklinde olup [z,_,,z,) araliklari (i=1,2,....k) esit uzunluklu,

kesismeyen ve ara kesiti bos olan araliklardir.
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Sigortacilikta risk (P S ) ¢ifti ile belirtilebilir. Burada; £ “[0,7) zaman araliginda primlerden elde edilen

12t
kazang” olup S, Tanim 2.4’de belirtildigi gibi “[0,) zaman arahiginda meydana gelen hasar miktarlarinin

toplam1” dir. Bu iki siiregten en az biri stokastik siirecler kapsaminda rasgele fonksiyon olup genel olarak

P degisimlerden bagimsiz ve S, stokastik olarak diisiiniiliir. Pratikte P ile S, arasindaki iliskiyi

tanimlamak gerekmektedir. Bunun icin asagidaki degiskenlerin ve bunlara bagli olarak stokastik
stireclerin tanitilmasina ihtiyag vardir.

3. Bagimh riskler ve ortak monotonluk

Toplam hasar miktarin1 olusturan bagimli riskler (hasar miktarlar1) igin yapilacak degerlendirme ve
onermelerde bagimlilik bi¢imi 6nem kazanmaktadir. Bazi bagimlilik ¢esitleri agagida tanimlanmaistir.
i P(Y,<y,Y,<y,)2P[Y,<y]-P[Y,<»,],Y,», ise ¥, ve ¥, hasar miktarlar1 pozitif kuadran
bagimlidir denir ve PQD (Yl, Y, ) biciminde gosterilir.
il. P[Y2 < y2|Y1 < y1:| Vy, ’de y,’e gore azalan ise Y, hasar miktar1 ¥, ’e gore sol kuyruk azalandir
denir ve LTD ()’2| Yl) biciminde gosterilir.
iii. P[Y2 > yz|Y1 > yl} Vy,’de y,’e gore artan ise Y, hasar miktar1 Y, ’e gore sag kuyruk artandir
denir ve RTI (Y2 | Yl) bigiminde gosterilir [3].
Bagimli risklerin toplami i¢in bir dagilim bulmak konusunda yapisal bagimliligi i¢sellestiren yaklagimlar

yapilabilmektedir [5]. Toplam hasar miktar1 dagiliminda beklenen degerler igin alt ve st siirlar
olusturulmasi, bu yaklagimlari risk yonetimi baglamina ¢cekmek bakimindan yararlidir.

Bir sigorta sirketi i¢in olas1 toplam hasar miktar1 S ’yi meydana getiren hasar miktarlar1 arasindaki iliski
ortak monotonluk ve pozitif korelasyon baglaminda ele alinabilir. Bir hasar miktar Y, ’in (sonlu ortalamali,

gergel degerli negatif olmayan r.d.) birikimli dagilim fonksiyonu £, ( » ) = P{Y1 < yl} (0 < yl) ve bunun

ters fonksiyonu
F'(q)=inf{y:F, (»)2q} (0<q<1)
olsun. Hasar miktarlar1 (Y,,Y,) risk ¢ifti i¢in dagilim fonksiyonu,

F y, (J’pyz):P{K n.t Syz} (Ogylayz)
olsun.

Ortak monotonluk kavrami ilk olarak Schmeidler (1986) ve Yaari (1987) ve Roell (1987) tarafindan
ortaya atilmistir. Bu kavram risk karar kuraminda onemli bir rol oynamistir. Komotonluk kavrami
asagidaki teorem ile verilecektir [6].

Teorem 3.1. Y, ve Y, ’nin iki degiskenli dagilim fonksiyonu
FYI,YZ (ylayz) :min(FY1 (yl)’FYZ (yz)) Vy,», 20

bigiminde yazilabiliyorsa Y, ve Y, ortak monoton’dur [6].
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Ortak monotonluk kavrami ile Fréchet alt ve iist sinirlar1 arasinda, iki rasgele degiskenin pozitif iliskili
(pozitif korelasyon) i¢inde olmasi baglaminda bir bagint1 vardir [6].

Teorem 3.2. Y, ve Y, risklerinin dagilim fonksiyonu Fy v, (yl, yz) ile gosterilsin. Bu durumda

Fy],yz (yl,yz) 5

max{FY1 (y1)+FY2 (yz)—l,O} <F, (7.2,) < min{Fyl (yl),FY2 (», )}
big¢iminde alttan ve iisten sinirlandirilabilir.

Marjinalleri yukarida verildigi gibi F} ( yl) ve F, ( yz) olan tiim iki degiskenli rasgele degiskenlerinin
olusturdugu dagilim siifi R(Fy‘ F, ) ’ye ait dagilimlara sahip olan her (YI,YZ) icin Teorem 3.2’de verilen

smirlar gegerlidir.

Verilen marjinal dagilimlarla smiftaki tiim riskler icin Fréchet sinirlarina ulagabilmek amaciyla
U~U (0,1) bi¢iminde ele alinarak

(7' (U).F,'(U))eR(F, . )

1

elde edilir ki bu Fréchet iist sinirimi,

(7 )5 (1-0)R(5. )

4
ise Fréchet alt sinirini gosterir.

Y, ve Y, risklerinin tam pozitif iliskili (PPC) olmasi i¢in Y, =a +bY,’1 saglayacak sekilde a >0 ve b
sayilarinin olmasi gerek ve yeter sarttir. ¥, ve Y, *nin PPC 6zelligi

Fyl,y2 (ynyz):min{FYl (y1):Fy2 (yz )} VYV, 20

’yi saglamaktadir. Dolayisiyla ortak monotonlugun PPC’nin bir uzantisi oldugu ve bu agidan Fréchet iist
smirinda . (Yl, )’2) riskinin (hasar miktarlarinin) tam pozitif korelasyon iligkisi tagidigi; dolayisiyla Fréchet

ust siir1 dikkate alinarak diizenlenecek risk yonetiminin riske karsi en duyarli risk yonetimi (riske karsi
maksimum tedbir) anlamina geldigi agiktir.

Tamm 3.1. Y, ve Y, risklerinin dagilim fonksiyonu Fyy, ( Vis yz) ile gosterilsin. Bu durumda

Fy],yz (yl,yz) 5

max{FY1 (y1)+FY2 (yz)—l,O}SFYI% (yl,yz)Smin{Fyl (yl),FY2 (yz)}

bi¢iminde alttan ve iistten sinirlandirilabilir [1].

Toplam hasar i¢in sinirl hasar (stop-loss) primi
m(S,M)=E{max(S-M,0)} ,M20 3.1)

ile ifade edilmektedir.
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n=2 i¢in S =Y, +Y, oldugu durumda (3.1.) esitliginde verilen sinirli hasar primi
a(h+Y, M)<a(Y+Y,M)<z(%+Y," M) (3.2)

bigiminde alttan ve iistten sinirlandirilabilir [1, 6]. ¥, ve ¥, sirasiyla Y, ’e negatif ve pozitif bagimlidir
Y)} ile

sk

ve aralarindaki iliski, F, ¥, ’nin dagilim fonksiyonu iken Y, = F,'{I-F (¥)}, ;" =F,'{F(
acgiklanmaktadir [2]. Burada
F'=inf{seR : F/(s)21]

"dir. Beklenen degeri mevcut olan ve azalmayan konveks ¢(t) fonksiyonu yardimiyla (3.2) esitsizligi

7z{¢(Y1 +Y2"‘)}s;z{¢(1/1 +Y2)}£7r{¢(Yl+Y;*)} (3.3)

bi¢iminde yazildiginda Y, ile Y, arasindaki bagimliliga fonksiyonel bagimlilik denir. Yukarida yapilan
islemler yardimiyla

P(S SS)SP(SSS)SP(SmaXSS) seR

yazilabildiginden (3.3) esitsizligine denk olarak, beklenen degerlerin sinirli olmas1 kosuluyla
E{¢(Sp )} < E{#(S)} < E{4(S, )}

ortaya ¢ikar [7].

Beklenen toplam hasar miktar1 £ (S) icin stokastik sinirlar irdelemesi ayrintilarina ge¢cmeden Once;
asagida yapilan degerlendirmelerin F,, (s)<P(S<s)<F, (s) smrlar temelinde yapildigimin ve

bunun, ortak monotonluk baglaminda

max{F, (1) +F, (3,) =10} < Fy . (3,3,) <min{F, (1), 5, (1))

smirlari ile esdegerlik (esanlamlilik) i¢inde oldugunun vurgulanmasi yerinde olacaktir. Hatirlanmalidir ki;
Fréchet siirlar1 baglaminda ortak monotonluk, maksimal siirli hasar primi £ (S ) ’1 ortaya cikarir.

4. Bagimh risklerin toplami i¢in sinirlar
n sayida Y, 'nin dagilim fonksiyonu F, ve sol limitler F; (i =1,2,.. .,n) olsun. Bu durumda

S::{Zz(ylayza"'ayn)ERn:y1+y2+"'+y” ZS}

tanimi altinda

E, (s)zsupmax{in E.(y,.)_(n_n,o}

yeb

veE
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F.(5) =infmin{ > F(y, ),1}

yes i=1

olmaktadir. Y,Y, Y rasgele degiskenlerinin dagilim fonksiyonlar1 sirasiyla F|,F,,...,F, olsun.

[ERSXEERTE

S=Y +Y, +...+7, iken gerekli esitsizlikler yardimiyla F . ve F,  i¢in

in

F . (S)SP(SSS)SF (s), seER

min max
yazilacaktir.

Ornek 4.1. Y, ’nin dagilim fonksiyonu exp(6,®,) olsun i=1,2. Toplam hasar miktar1 S=Y +Y,
oldugunda S icin  alt  smur, o=+, +(6,+06,)log(6,+6,) -6 log(6,)—6,10g(6,)
iken F’

i =€xp(6, +6,,0) ve st smr  F, = exp(max(@l,ﬂz),a)1 +a)2) olur. Ozel olarak
Y, ~exp(6, =4,0,=3) ve Y, ~exp(6,=5,w,=2) almarak F;(s) i¢in alt ve iist sinirlar bulunmus ve

bulunan sinirlar Sekil 4.1°de gosterilmistir.

P(S<s)

1 _—— — ——s
09}
081
07}
06}
05;
LE NS
03
0.2
0

o

o T 20 0 a0 50 80 70

Sekil 4.1 Kaydirilmis iistel dagilima sahip toplam hasar dagilimi igin alt ve iist siirlar (n=2)

Ornek 4.2. Y, ~exp(0i,a)l.) 1<i<n iken F =exp(20i,wj,

i=1

n

w:'z’lw,.+[i@]leg[2a]—iamg(a>

i=1 i=1

n

ve F :exp{max(el,ﬁz,...,ﬁn), a)} bigiminde elde edilir. Ozel olarak Y, ~exp(6, =4,0,=3),

max i

=1
Y, ~exp(6, =5,0,=2) ve Y, ~exp(6, =3,0, =3) almarak F;(s) i¢in alt ve list smirlar bulunmus ve Sekil

4.2.°de gosterilmistir.
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PiS<s)

] 0 20 a0 40 50 60 70

Sekil 4.2. Kaydirilmig iistel dagilima sahip toplam dagilimu igin alt ve st sinirlar (n=3)

5. Rasgele sayida bagimh riskin toplaminin beklenen degeri i¢in sinirlar

Riskler arasinda bagimliligin oldugu durumlar i¢in toplam hasarin dagilimina ve beklenen degerine alt ve
Ust smirlar verilmig, ancak bagimli risklerin sayist sabit alinmisti. Toplam hasar miktarini olusturan
bagiml risklerin sayisinin rasgele oldugu durum igin degerlendirme yapilacaktir. [0,7) zaman araliginda

meydana gelen hasar sayis1 Poisson dagilimi ile ele alinmaktadir. Toplam hasar sayis1 N ~ Poisson(4)
N

iken toplam hasar miktar1 S, = ZY,. , ile ifade edildiginde, toplam hasar miktar1 S'in N adet rasgele
i=1

degiskenin toplamindan olustugunu gostermektedir. Rasgele sayida hasar miktarinin toplami i¢in dagilim

fonksiyonu, N =n verildiginde

P{S, <s}=> P{S, <s|N=n}-P{N =n}

=Zj:P{S,,<s}-P{N:n} (5.1)

olmaktadir. Fréchet sinirlarindan yararlanarak (5.1) igin ilgili sinirlar
D Fu(s)-P{N=n}<> P(S,<s)-P{N=n} <) F, (s)P{N=n}

bigiminde elde edilir.

Rasgele sayida bagimli hasar miktarinin toplamindan elde edilen toplam hasar miktarinin beklenen degeri
ise, N =n oldugunda
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(
:ZE(iXi]-P(N:n) (5.2)

olacaktir. (5.2) esitliginden yararlanarak rasgele sayida bagimli riskin toplami igin alt ve iist sinirlar
gerekli islemler uygulandiktan sonra

E(Sy e ) <E(Sy)<E(Sy pin) (5.3)

elde edilir [8].

Ornek 5.1. Ornek 5.2°de verilen Ustel dagilima sahip {i¢ bagimli hasar miktar1 toplaminin  beklenen
deger islemleri yapildiginda N ~ Poisson(4) oldugu durumda alt ve iist sinirlar (15.9286,58.6560) olarak

elde edilmistir. Bu aralik, sigorta sirketinin gelen riskleri kargilayabilmesi i¢in almas1 gereken primin alt
ve st sinirt olarak yorumlanmaktadir. Rasgele n>2 sayida bagimli ve stel dagilima sahip hasar
miktarlar1 toplamimin beklenen degeri i¢in Esitlik (5.2)’den yararlanarak, N ~ Poisson(A=10) altinda,

beklenen toplam hasar degerlerine ait alt ve st sinirlar bulunmus ve Cizelge 1°de gosterilmistir. Cizelge
I’in grafiksel gosterimi Sekil 5.1°de verilmistir.

Cizelge 5.1. Rasgele sayida ve iistel dagilima sahip hasarlarin toplami i¢in beklenen degerler

N=n Alt Sinir|  Ust Sinir
2 0.0148 0.0193

3 0.0493 0.0644

4 0.1233 0.1611

5 0.2466 0.3221

6 0.4109 0.5369

7

8

9

0.5871 0.7670
0.7338 0.9587
0.8154 1.0652

10 0.8154 1.0652
11 0.7412 0.9684
12 0.6177 0.8070
13 0.4752 0.6208
14 0.3394 0.4434
15 0.2263 0.2956

16 0.1414 0.1847
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o
™

Bekienen Deger
=
n

2 3 4 5 8 T ] 0 IR 12 13 14 15 18
Bagimi Degisken Sayisi

Sekil 5.1. Cizelge 5.1.’in grafiksel gdsterimi

E (SN’mm) hesaplamasinda, Frechet iist sinir1 dagilimina sahip Y, ’ler ele alinmis ve

N
E(SN,min ) = ZYL

|
=ZE(§Y -P(N=n) (5.4)

E(S,)-P(N=n)/(1-P(N=0)-P(N=1))
esitligi kullanilmustir. £ (S N’max) degeri benzer sekilde bulunur.

6. Sonug¢

Bagimli aktiieryal riskler i¢in bulunan alt ve iist sinirlar aktiieryal risk yonetiminde toplam hasar miktari
dagiliminin beklenen degerinden faydalanarak, riskin biiyiikliigii hakkinda fikir sahibi olabilmeye imkan
tanimaktadir. Elde edilen bu fikir yardimiyla, risk rezervi, muafiyet sinirlar1 ve reasiirans retensin saklama
pay1 (retention) sinirlar1 belirlemeleri yapilarak iflas olasiligi minimize edilebilmesine imkan tanir ve
gerekli tiim kararlar karar vericiler tarafindan irdelenebilir.
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