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Ozet

Bu calismada, Matematik, Istatistik, Fizik ve iliskili diger bilim dallarinda genis bir uygulama alanma sahip
olan Meijer’in G fonksiyonu incelenmistir. G fonksiyonunun bazi temel 6zellikleri tanitilmis ve tiirevleri ile
ilgili baz1 6zellikleri verilmistir. Ayrica sik kullanilan bazi temel fonksiyonlar, G fonksiyonu olarak ifade
edilmis ve ornekler verilmistir. Son olarak ise siirekli rastgele degiskenlerin ¢arpiminin dagilimmin elde
edilmesinde Meijer’in G fonksiyonunun kullanimu ve gesitli uygulamalar verilmistir.

Anahtar sozciikler: Meijer’in G fonksiyonu,; Mellin doniisiimii; Rastgele degiskenlerin déniisiimiintin dagilima.

Abstract
The Meijer’s generalized function

In this study Meijer’s G function investigated which is application area in Mathematics, Statistics, Physics
and connected other science branches. Some basic properties of G function have been defined and then its
derivative properties have been given. Besides some frequently appearing elementary functions are expressed
in terms of the G function and then are illustrated. Lastly, it was mentioned from Meijer’s G function
technique for obtain for the distribution of continuous random variables multiplied and gave some
applications.

Keywords: Meijer’s G function; Mellin transformation, Distribution of random variables transformation.

1. Giris

Bu c¢aligmada C.S. Meijer tarafindan ileri siiriilen ve genellestirilmis bir fonksiyon olan G fonksiyonu
tanitilacak ve istatistiksel uygulamalarina deginilecektir. Meijer’in G fonksiyonunun 6zel durumlarinin
farkl1 disiplinlerdeki pek cok bilimsel calismada kullanildig1 goriilmektedir. Ozellikle integral hesabini
kolaylastirdigindan, istatistik ve fizik problemlerinde Meijer’in G fonksiyonuna biiylik 6nem
verilmektedir.

Istatistik teorisinde, rastgele degiskenlerin bir doniisiimiiniin dagilimini belirleyebilmek onemli bir
problemdir. Springer (1979), rastgele degiskenlerin ¢arpimlarinin dagilimlarinin Laplace ve Mellin
doniisiimii yardimiyla bulunmasini ifade etmistir. Rastgele degiskenlerin bir fonksiyonunun dagiliminin
bulunmasi hakkinda yapilan benzer ¢alismalar Springer (1966, 1970), Glen ve ark. (2004), Salo ve ark.
(2006), Nadarajah and Kotz (2006), Beutner and Kamps (2008), Nadarajah ve Gupta (2008), Glickman ve
Xu (2008), Nadarajah, (2008) tarafindan yapilmigtir. Bu problemin ¢6ziimiinde kullanilan klasik
tekniklerden biri de olasilik yogunluk fonksiyonu teknigidir. Samilov ve arkadaslari (2006), olasilik
yogunluk fonksiyonu tekniginde karsilasilan yeni ek rastgele degiskenler tanimlama, rastgele degiskenler
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arasinda birebir doniisiim yapma ve Jakobiyen hesaplama zorluklarindan kurtulabilmek i¢in Heaviside ve
Dirac genellestirilmis fonksiyonunu kullanmiglardir. Bu ¢alismada ise rastgele degiskenlerin ¢arpiminin
olasilik yogunluk fonksiyonu, Mellin doniistimii ve ters Mellin doniisiimiinden yararlanarak Meijer’in G
fonksiyonu bi¢iminde elde edilmistir.

2. Meijer’in G fonksiyonunun tanitimi

i=vJ-1, z#0 ve L, C’de kapali uygun bir egri olmak iizere

ﬁr(bj+s)gf(l—aj—s)

z7'ds (D

seklinde tanimlanan fonksiyona Meijer’in G fonksiyonu veya kisaca G fonksiyonu denir ve

Gﬁ;[z

ifadelerinden birisi ile gosterilir. Burada,

a,...,a o a o
b]l,...,b:J = Gp:q [Z pr = GP:q (Z) = G(Z) (2)

q

« I(), I(z)= f t*"le'dt bigiminde tanimlanan Gamma fonksiyonu,
0

e 0<m<q,0<n<p,

* a,-,a, ve b,-,b, parametreleri F(bj+s) ’nin kutup noktalari olmayan ancak F(l—ak—s) ‘nin

kutup noktalar1 olabilen kompleks sayilar,
s —by—v#El-aq+A, j=12,m; k=12,,n; v, 1=0,L-

dir.
2.1. Meijer’in G fonksiyonu icin variik kosullart
G fonksiyonu, ya j=12,--,m i¢in F(bj+s)’in kutup noktalar1 ya da £=1,2,---,n igin F(l—ak—s) ’in
kutup noktalar1 yardimiyla hesaplanmaktadir. Bu nedenle, G fonksiyonu i¢in varlik kosullar1 asagidaki
gibidir.

i) g=1, g>p : z=0 olan tiim z’ler i¢in G(z) mevcuttur,

ii) =1, g=p 1 |7<I i¢in G(z) mevcuttur,

iii) p>1, p>q¢ : z#0 olan tim z’ler igin G(z) mevcuttur,

iv) p>1, g=p :|7>1 i¢in G(z) mevcuttur.
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(i) ve (ii) durumlarinda G(z), j=12,--,m igin F(b )+ s) ’in kutup noktalarindaki rezidiileri toplamindan ve

(ii1) ile (iv) durumlarinda ise G(z), F(l—ak—s),k:LZ,---,n ’in kutup noktalarindaki rezidiileri

toplamindan elde edilir. [3, 7]

2.2 Meijer’in G fonksiyonunun bazi temel ozellikleri

Bu kesimde G fonksiyonuna ve tlirevine ait temel ozellikler asagida maddeler halinde verilecek ve bu
Ozelliklerin bazilarinin kullanimi 4. bélimde 6rneklerle agiklanmaya galisilacaktir.

a+a,...a, +a} dr

b+a,...b,+ta

amn al""’ap — (m,n
2O 2y, | T
a,...,a, 1-b,....1-b, 1
G™n =Grml = R — == dll‘.
" (Zbl,...,bq] " [21_%---»1_% e el

. . 45054, 4=
1<n<p-1igin (a,-a)Gy7| 2 =G|
byn...sh, :

a5 04, — gna Zal—l,az,.. ,a, G'”” a,
P9
by,....b, by,....b,

—

(1-a +b1)GZ’,17[Z

9 a?
! b ], mn>1 dir.

b +1b2,

dk a,,...,a Oap s

k m,n m,n+

& | 9r [z bl,...,bq] Gp”‘fl*'[ Byr-..b, k] dir.

d n ey | a-1,...a, o a,
ng [ b, ’bq]—GM [az b, ]+(a,—1)GM [az bq} n>1 dir.
d m,n p — k —k m,n ap —
o I”Gp’q(az bqﬂ-( 1) z %Gy [ btk b} m>1,k=12, dur.
d—k a-lgmn & “ :(—l)k @k IG”’” a (& kot n>1,k=12,-- dir [4, 7]
dz* P4\ z b, z |b,....b, 7 > >

2.3 Meijer’in G fonksiyonunun Mellin doniigiimii

c+ico

f(z)= _[x“ f(x)dx ifadesi f(x) fonksiyonunun Mellin doniisiimii ve f (x):% j x7f(z)dz ifadesi
=0

ise f(p) fonksiyonunun ters Mellin déniisiimiidiir. f /(%)
0

z=c—io

ldx integrali z>0 igin suurl ise f(z)

doniisiimil vardir. ¢>z igin ise f(x) fonksiyonunun tersi alinabilir. (1) ile tanimlanan G fonksiyonuna

ters Mellin doniistimii uygulanirsa

q

Jx‘ IG’"”( g “:Zp]dx:g(S) (3)



F. Erdugan, S. Y. Oncel / Istatistikgiler Dergisi 2 (2009) 59-69 62
elde edilir. (1) denkleminin sol tarafinda yer alan G fonksiyonunda ki - degiskenine gz doniisiimii

uygulandiginda
_A_ N S aj,...,a,
p g(s)_ix Cra [ﬂx bl,...,bq}/X @

elde edilir ve 2. 6zellikten

s _°° s—1yn,m L l_bl,...,l—bq
ﬂ g(S) ‘([x Gq,p {ﬂx l—al,...,l—ap X (5)
bulunur. (5) esitliginde i: y degisken degistirmesi yapilirsa
i 1-by,..,1-b
- = [-s-1qnm| V. (EXERE "
B g(s) _([y Gy [IB l—al,...,l_ap]dy ©)

elde edilir. (4), (5) ve (6) denklemlerinde genel olarak p<gq esitsizligini goz Oniine alabiliriz. Eger p>g4
olursa (6) denkleminin yerine (4) denklemi kullanilabilir.

3. Uygulamalar

3.1 Keyfi olarak segilmis parametrelerle Meijer’in G fonksiyonunun degerlendirilmesi

Meijer’in G fonksiyonunun parametreleri keyfi (6zel) olarak segilince son derece basit fonksiyonlara esit
oldugu goriilebilir. Bunlardan bazilari

a—1
. ol la] (1-2)
G 2= T(a) z‘<1
. of la+B+1  z*(1-z)
G o ] NEENR Z‘<1
1
2% 1,2 217(1’5761 —2a —2a
. I‘(Za)Gﬁ —z Ol :(l—l—z) —I—(l—z) R z‘<1
2
a’ l-y+08/a z°
e = GWaz® = , lazél<1
I(v) "'[ Bla (1+az") |
< G izi’z):ln(liz), z|<1
1
-0
«  zGy; —22|? 1zln[H_Z], z|<1
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seklindedir. Bu 6rnekler kolaylikla gogaltilabilir.

3.2 Mathematica programinda Meijer’in G fonksiyonu

G fonksiyonu ile islemler g¢esitli bilgisayar paket programlarina da yapilabilmektedir. Ornegin
parametreleri belirlenmis bir G fonksiyonu, Mathematica (v.5) paket programinda

& Mathematica 5.0 - [Mathematica Help Browser]
File Edit Cel Format Input Kernel Find ‘window Help

53 Mathematica Help Browser

4 ieijers Lﬂiﬂ_[:]{f]

MeijerG

wleiferGl{{ey , o @b (@ ap b 180, B b (Bt s o By ), 2] i the Metjer G fimction L’?’:;[z

al,....ap]
Mody )

Sekil 1. Mathematica (v.5) paket programinda Meijer’in G fonksiyonu

1,1
o) i) als, ) es(fs)

1
0
+3i - . . .
120 31’1] , GY3 [2‘:)/13/’ 3 1] fonksiyonlarimin ifadesi sirasiyla

0
1

Sekil 1°deki bigiminde tanimlanmaktadir. Ornek olarak G} [z

2+3i,1
PRl

&k Mathematica 5.0 - [Untitled-1 *]
File Edik el Formak Inpukt Eernel Find WIindows Help

1,2
G5 (z

B2 uUntitled-1 ™

In[1]:== MeijerGLL{{}, {}}. {{b}, {3}, =]

oufil= & = =F

In(2]= MeijerGLL{{}, {33, £40}, {3}, =1

out[zl= &

Inzl= MeijerGLL{{}, {33, £40}, {3}, 31

1
Qe [F]=

E 2
In[4]:= MeijerGLL{L{1, 13, £33 £L{13, L0233, =]
Out[4]= Log[l + =1

InE]l= MedijerGL{{2 + F i, 1%, {33, {413, {03}, =]

-1+l +=1%" 4 =2 (1L +=1%*%) Gammal[-3 i]
14+ 54

Out [5]1=

InE]l= MeijerGL{{2+ F i, 1%, {33, £01}, £03}3, 1]

-1 +2* iy Gammal—3 4i]
1+ 34

Out [5]=

InFl= MeijerGL{{L1l S 3, -1}, {33, {403}, {15332, =1

1

osFl —
1 (1l + =32

Sekil 2. Mathematica (v.5) paket programinda istenen fonksiyonlarin giktisi
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bi¢iminde Mathematica (v.5.) den hesaplanabilir. Yukaridaki 6rneklerde parametre degerlerindeki kii¢iik
bir degisikligin sonuclardaki biiyiik etkisini gosterebilmek i¢in m, n, p, ¢ degerleri ayn1 kalmistir.

3.3 Meijer’in G Fonksiyonunu kullanarak siirekli rastgele degiskenlerin ¢carpimlarimin dagiliminin elde
edilmesi

Istatistik teorisinde, rastgele degiskenlerin bir doniisiimiiniin dagilimmi belirleyebilmek 6nemli bir
problemdir. Bu problemin ¢6ziimil i¢in iyi bilinen tekniklerden birisi de olasilik yogunluk fonksiyonu
teknigidir. Rohatgi (1976, syf. 141), X ve Y siirekli rastgele degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk

fonksiyonu f ,(x,») olmak iizere ¥ = X.¥ "nin olasilik yogunluk fonksiyonunun f, (v J Jx y( jidx

olarak elde edilebilecegini ortaya koymustur. Daha sonra bu teknik ikiden fazla rastgele degiskenin bir
fonksiyonunun (doniisiimiiniin) dagiliminin bulunmasi igin gelistirilmistir. Ancak bu teknigin
uygulanmasinda yeni ek rastgele degiskenler tanimlama, rastgele degiskenler arasinda birebir doniisiim
yapma ve Jakobiyen hesaplama zorluklar1 mevcuttur.

Ozellikle rastgele degiskenlerin ¢arpimlarinin veya birbirlerine oranlarinin dagiliminin elde edilmesinde

Mellin doniisiimii biiyiik kolaylik saglamistir ve yeni rastgele degiskenin olasilik fonksiyonu Meijer’mn G
fonksiyonu olarak karsimiza ¢ikmaktadir.

X, X,,....,X, birbirinden bagimsiz ve her biri f .

j (x j) olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip rastgele

k
degiskenler olmak tizere Y =]]X, doniisiimiiyle verilen v rastgele degiskeninin olasilik yogunluk

=1
fonksiyonunu elde edebilmek i¢in izlenecek adimlar soyledir:

1.X,’nin (s-1) inci momenti E(in"):.[xj‘lfj (xj)dxj elde edilir. Burada E(Xj.‘l), f] (xj) ’nin Mellin
0
doniisiimiine karsilik gelir.

2. 1. Adimda elde edilen E( )'ler kullanilarak ve X, X,,....X, rastgele degiskenlerinin

bagimsizligindan yararlanilarak £ (Y“') :HE (X _/)S_ elde edilir.
JAl

3. E (YH) ‘nin ters Mellin dontisimii alinarak Y rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

Iy ( y) bulunur.

4. Elde edilen f,(y) fonksiyonu, Meijer’in G fonksiyonu cinsinden ifade edilir.

Ornek 3.3.1 X,,X,....,X, Beta dagilimina sahip bagimsiz rastgele degiskenler olmak iizere X ;’in olasilik
yogunluk fonksiyonu,

( )  /_ (1—x]-)ﬂj_l, 0<x_/<19 0!]->0, ﬂj>0) =Lk

0 , d.y.

olmak iizere. ¥ = HX ; rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu nedir?
i=1
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Coziim: Bu durumda X' ’in beklenen degeri f(x ( ) nin Mellin doniisiimii olmak iizere

B )=for s, <fo e s

[(a,+4)) lx”‘f* e
“lar(p)l U
Pla,+5) Tl +s=1)0(p)

“T(e)T(B) Tla,+s+4-1)

R(a,+s=1)>0, j=1-k
bi¢iminde elde edilir. X,,X,,...,X, ’nin istatistiksel olarak bagimsizligin1 kullanarak

E(YH):E(Xls_l)'E(Xzs_l) ' (XS 1) Cﬁm

yazilabilir. Burada C :ﬁw
= F(a.f)

degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu

dir. E(Y“’l)’nin ters Mellin doniistimii alinarak Y rastgele

cioo I'a, +s-1
() =2£_f ha) P, o<

F(a +p;+s-1
olarak elde edilir. f, ( y) fonksiyonu ise Meijer’in G fonksiyonu yardimiyla

aj"'ﬂj_la]

=1,k
fy(y)=CG;f‘;f[y - ] 0<y<l

a_/_laj: 5

olarak yazilabilir. [7]

Ornegin, k=2 i¢in X, ve X, swastyla (.B) ve (a,.5) parametrelerine sahip Beta dagilimina sahip
bagimsiz rastgele degiskenler olsun. ¥ = X,-X, donlisiimii yapildiginda ¥ rastgele degiskeninin olasilik
yogunluk fonksiyonu

_F(al+ﬂl)r(a2+ﬂ2) 2l |lntB-la+ B -1
RS s A I M G

, 0<y<ligin

olarak elde edilir ve keyfi olarak secilen parametre degerleri icin Mathematica paket programinda ¢izilen

grafikler Sekil 3’de verilmistir.
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fy(y) fY(y)
0.035 0.15
0.03 0.125

0.025
0.1

0.02
0.075

0.015
0.01 0.05
0.005 0.025

0.2 0.4 0.6 0.8 1 0.2 0.4 0.6 0.8 1
(e, =5, B =1) ve (a, =4, B, =2)icin (e, =5, B =1) ve (a, =4, B, =1)i¢in

Sekil 3. v rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonunun grafigi

3.4 Bir astrofizik probleminin istatistiksel yontemlerle ¢oziimiinde Meijer’in G fonksiyonunun
kullanimi

Yildizlar ve kozmoloji niikleer bilesimi alanlarindaki arastirmalarin en 6nemli amagclarindan birisi,
termoniikleer reaksiyon oranlarmi bulmaktir. Filizyon plazmalarmin tiim uygulamalar1 pratik olarak

termontikleer reaksiyon oranlarinin 6zel durumlarindaki teorileri ile kontrol edilir. _[t"’pe'“’e'ZJdt integrali,
0
oran teorisi, niikleer enerji iliretme, ndtron problemi ve astrofizigin diger dallarinda kullanilan temel

integrallerden birisidir. Bu integralin sonucunun elde edilmesinde kullanilan istatistiksel yontemler ve
sonucun G fonksiyonu ile nasil ifade edildigi asagidaki 6rnekle verilecektir.

Ornek 3.4.1 .[ f"pe"”e’”%dt =9
0

Coziim: X, ve X, rastgele degiskenleri birbirinden bagimsiz ve sirasiyla f,(¢)=c' e ve f,() =c2e’f%
(¢, vec, sabit olmak iizere ) olasilik yogunluk fonksiyonlarina sahip rastgele degiskenler olsun. Once
Y = X,-X, doniisiimii ile verilen Y rastgele degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonunu bulabilmek i¢in
Y = X,-X, ve U = X, olarak segilerek Rohatgi (1976, syf. 141)’nin verdigi

705)= [ A 2 ™

0

(7) esitliginde u=at ve y=az" bigiminde degisken degistirmesi yapilirsa

m\m
Zn
t

f(v)=ea] (at) " (ar) " e e { ] dt =¢c,a™ | e )
0 0

elde edilir. Ayrica kesim 4.4’de verilen teknik kullanilarak Y ’nin olasilik yogunluk fonksiyonu f(y)’yi

elde edebilmek igin f,(r) ve f,(¢) nin sirasiyla Mellin doniistimleri alinirsa
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gi(s) :E(X,H) I]Et""f, (t)dt = cl]gtl‘”ms"le"'dt = (I-np+s), R(l-np+s)>0
0 0
2, (S) :E(X;_l) :.J).tx—ljvz (t)dt :czz[ts—le—tadt :sz’;r(n’/fj . R(S) >0

elde edilir. X, ve X, rastgele degiskenlerinin birbirinden bagimsizligi kullanilarak
E(y)=E(x;)-E(x37) = (1-np +s)02’:l"[”:J

esitligi lizerinden ters Mellin doniislimii alindiginda

1 c+iono m ms m\~*
f(y):zm_ciwclcz(njl“(njl"(l—np+s)(az"} ds 9
elde edilir. Y ’nin olasilik yogunluk fonksiyonu s (y), olasilik yogunluk fonksiyonu teknigi ile (8), Mellin

doniigiimii teknigi ile (9) biciminde elde edilmistir. (8) ve(9) denklemlerinin birbirine esitligi kullanilir ve
gerekli sadelestirmeler yapildiginda

c+ico m

—np+100 —np ,—at 721% :L [m)]-[lnsj _ n '
a ‘([t e e " dt 2”ic'[ . ; I(1-np+s)| az ds (10)

elde edilir.(10) esitliginin sag tarafinda = =k déniisiimii yapilirsa
n

a"”p“](zt‘”pe‘“'e"”% dt = %m.c ]mml“(mk)l“(l —np+ nk)(a”z”’)_nk dk (11)
0 ¢ =i

elde edilir.(11) esitliginin sag tarafinda yer alan Gamma fonksiyonlarinin ¢oklu ¢arpim formiilleri

r(mk)=(27) > mm;F(k)F(k +’Lj : -F(k + ‘1J

. —np+n 1 — — —
F(l—np+nk):(27z')17nl Ptk 2]"(k+1 npjl"(k+2npj...r‘(k+nan

:(2”)1;2"nl—np+ns—% n F(S'i'j_npj

J=1

olmak iizere (11) esitliginde yerine yazilirsa

o0 n
a—np+lJ't—npe—ate—zt m dt -
0
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1 ¢t l-m m-l IJ 1 np+ns—— nom\~S
:TmJ‘ m(27z) 2 m ( )HF(3+’{J( ) v ZHF( J(a z ) ds
—m%nl (27[)2 'g nc+tw m-1 Jj ] np e m\"S
L e e

1 l—n —m—n m_ n
=min? " (27) 2 G ;m‘; oL m-ll-np n-np

9m9"" m b n EARRS ] n

bigiminde aranan integralin degeri G fonksiyonuna bagli olarak elde edilir. [7, 8]
4. Sonuc ve oneriler

Meijer’in G fonksiyonu Matematigin ¢esitli alanlarinda kullanildig1 gibi 6zel durumlan Istatistik,
Ekonometri, Fizik ve iliskili diger alanlarda da goriilmektedir. Alinmasi zor integrallerin sayisal
hesaplamalari G fonksiyonu ile yapilabilmektedir. Ayrica ¢esitli matematiksel yazilim programlarindan
da faydalanilarak keyfi parametre degerleri icin kompleks integralin degeri bilinen fonksiyonlar cinsinden
de ifade edilebilmektedir. Istatistik teorisinde ©nemli bir problem olan rastgele degiskenlerin bir
fonksiyonunun dagiliminin elde edilmesi probleminde olasilik yogunluk fonksiyonu ve dagilim
fonksiyonu tekniklerine alternatif olarak, siirekli dagilimlar i¢in Meijer’in G fonksiyonu ve Mellin
doniistimiinden yararlanilmaktadir. Dolayisiyla bu yontemde yeni ek rastgele degiskenler tanimlama,
rastgele degiskenler arasinda birebir doniigiim yapma ve Jakobiyen hesaplama islemlerini yapmaya gerek
yoktur. Ayrica Fizikte, rezonans, biten rezonans, termoniikleer reaksiyon orani i¢in bazi integrallerin
hesaplanabilmesi i¢in de istatistiksel teknikler kullanilarak Meijer’in G fonksiyonu cinsinden sonuglar
elde edilebilmektedir.

Istatistikte kullanim alam oldukca genis olan sira istatistikleri, rekor degerler ve bu rastgele degiskenlerin
en genel hali olan genellestirilmis sira istatistiklerinin onemi biiyiiktiir. Meijer’in G fonksiyonu
yardimiyla siirekli dagilimlarin olasilik yogunluk fonksiyonlari, dagilim fonksiyonlar1 ve bunlardan
yararlanarak momentleri ifade edilebilmektedir. Literatiirde mevcut olan bazi karakterizasyon
problemlerinin ¢6ziimleri Meijer’in G fonksiyonu kullanilarak incelenebilir.
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