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Ozet

Bu calismada, son yillarda finans sektoriinde yaygin olarak kullanilan riske maruz deger (Value-at-Risk,
VaR) risk 6l¢iisii ile toplam hasar fazlasi reasiirans yontemi altinda beklenen ve standart sapma prim ilkeleri
acisindan sigortacinin maruz kalacagi toplam 6demeyi Monte Carlo stokastik optimizasyon yontemi ile
minimize ederek sigortaci i¢in optimal saklama payinin hesaplanmasi incelenmistir. Bdylece analitik
¢Ozlimiin elde edilemedigi durumlarda optimal saklama payimnin Monte Carlo stokastik optimizasyon ydntemi
ile elde edilebilecegi gosterilmistir.

Anahtar sozciikler: Reasiirans; Toplam hasar fazlasi; Optimal saklama payi; Riske maruz deger (VaR);
Monte Carlo optimizasyon; Stokastik optimizasyon.

Abstract
Optimal retention limit with Monte Carlo stochastic optimization

In this study, VaR (Value-at-Risk) risk measure which is commonly used in financial sector in recent years, are
analyzed by minimizing cedent’s total risk of exposure using Monte Carlo Stochastic optimization method, with
calculating the optimal retention limit in terms of expected and standart deviation premium principles under
the stop loss reinsurance contract for the cedent. Thus, it is revealed that, in the circumstances, when analytic
solution is not achieved, the optimal retention limit can be achieved by Monte Carlo optimization method.

Keywords: Reinsurance; Stop loss; Optimal retention limit; Value-at-Risk (VaR); Monte Carlo optimization;
Stochastic optimization.

1. Giris

Sigorta sirketleri, tlizerlerine aldiklari riski azaltmak ve kendilerini beklenmeyen hasarlara karsi
koruyabilmek i¢in portfdy yapilarimi ve gelecek planlara en uygun reasiirans yontemini belirlemelidir.
Reasiirans yonteminin belirlenmesinin yan1 sira sigorta sirketinin iizerinde tuttugu riskin ne kadarm
sigortalamasi gerektiginin belirlenmesi de reasiirans uygulamalarinin énemli problemlerinden biridir.

Optimal reasiirans konusu, aktiierya alaninda klasik bir problemdir. Arastirmacilar problemi reasiiror ya
da sedan sirket acisindan inceleyebilirler. Bu konudaki ilk ¢calisma Borch tarafindan ortaya konulmustur.
Birkag yil sonra, Arrow [1] ise beklenen deger prim ilkesi ile toplam hasar fazlasi (stop loss) reasiirans
yonteminin, riskten kaginan sigortacinin dénem sonu varligin1 beklenen fayda kurami ile maksimize
ettigini gostermistir. Optimal reastirans modelleri ile ilgili olarak, arastirmalarin 6nemli bir kismi ya
sigortacinin faydasini maksimize etmeye ya da sigortacinin riskini minimize etmeye adanmistir.
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Reasiirans yapisina bakildiginda, sedan reasiirére kismen risk aktardiginda, bunun karsilig1 olan reasiirans
primini 6deyerek ek bir maliyete katlanmaktadir. Bu nedenle, sedanin kendi iizerinde sakladigi risk
arttikca daha diisiik, azaldikca daha yiliksek bir reasiirans primi 6demesi beklenir. Dolayisiyla sigortact
reasiirans korumasi aradiginda; reastirans priminin maliyeti ile lizerinde sakladig1 riskin maliyeti arasinda
karar vermek zorunda kalacaktir. Bu konuda bircok ¢alisma yapilmustir. Onceki ¢alismalarda; Gerber,
Waters, Pesonen, Goovaerts vd., ve Hesselager, son zamanlarda ise Gajek ve Zagrodny, Kaluszka, Cai ve
Tan ve Cai vd. bu konuya katki saglamislardir [12].

Sigorta sirketlerinin sigorta etmis oldugu riskin, reasiirére devretmeyip iizerinde tuttugu kismi saklama
pay1 olarak adlandirilir. Saklama paymin dogru ve optimal belirlenmesi sigorta sirketi agisindan biiylik
Oonem tasimaktadir. Cilinkii saklama payminmn yiiksek tutulmasi halinde biiyiik bir hasarin meydana
gelmesi sigortaciy1 biiyiik kayiplara ugratacagi gibi, saklama payinin disiik tutulmasi da sigorta sirketinin
gereksiz prim kaybina yol agacaktir.

Optimal saklama payinin belirlenmesinde ¢esitli yontemler kullamilabilir. Bunlarin basinda fayda kurami
ve iflas olasilig1 yontemleri gelmektedir. Bu klasik yaklagimlarin disinda, son donemde pazar risklerini
belirlemede, portféy optimizasyonlar1 vb. konularda gittikge dnem kazanan riske maruz deger (value-at-
risk, VaR) ve kosullu riske maruz deger (conditional tail expectations, CTE) gibi risk olgtimleri de
kullanilmaktadir.

Cai ve Tan (2007), beklenen prim ilkesi altinda toplam hasar fazlasi reasiirans yontemini kullanarak,
sigortacinin toplam 6demesini VaR ve CTE risk 6l¢iimleriyle minimize ederek, optimal saklama payimnin
varlig1 igin gerek ve yeter kosullar belirtmislerdir.

Reasiirans primi beklenen prim ilkesi ile hesaplandiginda; ¢ok sayida reasilirans anlagma tipi arasindan
yalnizca toplam hasar fazlasi anlagmalari, sedanin sakladigi riskin varyansini en kiigiik yaptigi igin, en
uygun olanidrr [5, 2, 10, 3, 4, 1].

Literatiirde yer alan optimal reasiirans calismalarinin ¢ogunda beklenen prim ilkesi varsayimm
kullanilmigtir [12]. Beklenen prim ilkesi diginda literatiirde siklikla karsilasilan ¢ok sayida temel prim
hesaplama yontemlerinden bazilari; standart sapma, varyans ve ortalama deger prim ilkeleridir [13].

Cai ve Tan (2007)’in ¢alismasindan yola ¢ikarak Tan vd. (2009), toplam hasar fazlasi1 yontemine ek olarak
yine yaygin bir bigimde kullanilan kot-par yontemini analiz etmislerdir. Ayrica, 17 farkli reasiirans prim
ilkesi altinda optimal saklama paymi degerlendirerek konuyu iki farkli yone dogru genisletmislerdir.
Secilen prim ilkelere bagli olarak kot-par ve toplam hasar fazlasi reasiirans yontemlerini, VaR ve CTE risk
Ol¢timleri altinda optimal ¢ozliim aramanimin anlamli olup olmadigim ve optimal ¢dziim var ise, analitik
olarak ¢oziimiin elde edilip edilemedigini gostermistir. Asagida Cizelge 1’de sadece toplam hasar fazlasi
reasiirans yontemi ve dort prim ilkesi i¢in bulduklari sonuglar verilmistir.

Cizelge 1. Prim ilkeleri / reasiirans yontemleri.

Prim Toplam Hasar Fazlasi

Ilkesi VaR CTE
Beklenen NT NT
Standart sapma - -
Varyans NT NT
Ortalama deger T T

Cizelge 1.’de;

T : optimal ¢6ziimiin anlamsiz oldugunu (trivial),

NT : optimal ¢6ziimiin anlamli oldugunu (nontrivial),

- :optimizasyon probleminin karigiklig1 nedeniyle analitik olarak optimal ¢éziimiin elde
edilemedigini

ifade etmektedir.
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Bu ¢aligmada, son yillarda finans sektoriinde yaygin olarak kullanilan VaR risk dl¢limii ile toplam hasar
fazlasi reasiirans yontemi altinda iki farkli prim ilkesi agisindan sigortacinin maruz kalacagi toplam
0demeyi Monte Carlo stokastik optimizasyon yontemi ile minimize ederek sigortaci i¢in optimal saklama
paymin hesaplanmasi incelenmistir. Boylece analitik ¢ozlimiin elde edilemedigi durumlarda optimal
saklama payinin Monte Carlo stokastik optimizasyon yontemi ile elde edilebilecegi gosterilmistir.

Calismanin birinci boliimiinde konuya giris yapilmis, dnceki ¢alismalar hakkinda bilgi verilmis ve bu
calismada ne yapildig1 belirtilmistir. kinci boliimde VaR risk odlgiitii kisaca agiklanmistir. Ugiincii
bolimde Monte Carlo stokastik optimizasyon yonteminden genel olarak bahsedilmistir. Dordiincii
bolimde toplam hasar fazlasi reasiirans benzetim optimizasyon modeli verilmis; besinci boliimde alti
farkl stokastik reasiirans optimizasyon senaryosu i¢in Crystal Ball® 11.1.2 yazilimi kullanilarak Monte
Carlo stokastik optimizasyon yontemiyle optimal saklama paylar1 hesaplanmig ve altinci boliimde
caligmanin sonuglari1 degerlendirilmistir.

2. VaR risk olciitii

VaR, bir mali kurulusun ya da firmanin risk durumunu bir biitiin olarak ortaya koyabilen, klasik risk
Ol¢iimlerine kiyasla anlagilmasi daha kolay olan ve risk tutarlarim riskin meydana gelme olasiligiyla
iliskilendirerek ifade edilebilen bir 6l¢lim olarak bilinmektedir.
VaR’m ¢esitli kullanim alanlart bulunmaktadir:

*  Toplam risk hedeflerini ayarlama,

»  sirket i¢i sermaye dagitimini belirleme,

»  farkl yatirnm segeneklerin degerlendirme.

Daha ayrintil1 bilgi i¢in Dowd [7] yeterli bir kaynaktir.

X bagimsiz degiskeni toplam hasar1 gosteriyor olsun. 0 <« <1 olmak iizere (1-«) giiven araliginda
X ’in VaR’y;

VaRy () =inf{x: P(X >x) < a} €))

bi¢iminde verilir.
3. Monte Carlo stokastik optimizasyonu

Bir optimizasyon modelinin ii¢ 6nemli unsuru bulunmaktadir. Bunlar; karar degiskenleri, kisitlar ve amag
fonksiyonudur. Optimizasyon, kisitlar1 saglayacak sekilde amag fonksiyonunu maksimize ya da minimize
eden karar degiskeni degerlerinin en iyi kombinasyonunu belirleme siirecidir.

Verilen amag fonksiyonunu minimize eden bir optimizasyon modelinin genel gdsterimi;

min.J (6) (2)

bi¢ciminde verilebilir. Burada; & girdi degiskenlerini, J(¢) amag¢ fonksiyonunu ve © ise kisit kiimesini
gostermektedir. J amag fonksiyonu i¢in kullanilabilecek en yaygin gdsterim Es. 3°de verilen beklenen
deger bicimindedir.

J(O)=E[L(0,¢)] 3)
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Burada ¢ bir benzetim tekrarlamasinda sistemin stokastik etkisini, L(,¢) ise benzetim tekrarlamalari
sonucunda elde edilen drneklem tahminlerini gostermektedir [8, 9].

Optimal degerler elde etmek genellikle, hedefe dogru ve tekrarlayan islemlerden olusan bir aragtirma
siirecini gerektiririr. Bu siireg, karar degiskenlerinin baslangigtaki degerleri i¢in amag¢ fonksiyonu
degerleri hesaplama, sonuglar analiz etme, bir veya daha fazla karar degiskenini degerlerini degistirme,
modeli tekrar galistirma ve tatmin edici bir sonug bulana dek ayni islemleri tekrar etmeyi igerir.

Eger problem basit ve durum degiskenlerinin degerleri tam olarak biliniyorsa, optimizasyon modelindeki
tim girdiler sabit ise, model deterministik olacaktir. Sekil 1.’de deterministik bir optimizasyon modeli
goriilmektedir.

Sabit "
Sabit >
\ bbbt —  Amag
Karar degiskeni D o
Karar degigkeni :; "!I “
Karar degigkeni
\ Model

Kisit Filtresi

Sekil 1. Deterministik optimizasyon modeli [11]

Ancak birgok durumda deterministik bir model, karar verme probleminin igerdigi tiim karmasiklig
aciklayamayabilir. Bir modeldeki bazi girdiler belirsiz ve dolayisiyla sadece olasilik dagilimlan ile
tanimlanabiliyor ise karar degiskenlerinin segilen ¢oziim kiimesi i¢in amag¢ fonksiyonu degerlerinin
olasilik dagilim elde edilebilir.

[]

Durum IAVAVAVAVA
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Sekil 2. Stokastik optimizasyon modeli [11]

En az bir tane rastgele parametre iceren bu tiir modeller ise stokastik optimizasyon modeli olarak
adlandirilir. Sekil 2.’de stokastik bir optimizasyon modeli goriilmektedir. Karar degiskenlerinin segilen bir
¢ozlim kiimesi i¢in amag fonksiyonun kesin bir degeri olmayacagi da sekilden goriilmektedir.

Deterministik bir modelin optimal ¢oziimii analitik olarak ya da Monte Carlo optimizasyonu ad1 verilen,
rastgele segilen ¢ok sayida uygun ¢6ziim kiimeleri i¢inde amag¢ fonksiyonuna en iyi degeri verenin
bulunmasi yontemiyle olabilir [6].
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Stokastik modellerin optimizasyonu, deterministik modellere gore daha karmasiktir. Stokastik bir modelin
optimal ¢odziimii analitik yollarla bulunamiyorsa; optimal ¢6ziim, hem model girdilerinin (durum
degiskenleri, sistem parametreleri vs.) belirlenmesinde, hem de optimal sonucun aranmasinda belli bir
olasilik dagilimina uygun rastgele sayilar iireten Monte Carlo benzetimi kullanilarak elde edilebilir [11].

Optimal saklama payinin belirlenmesi gibi risk analizlerinde kullanilan deterministik modeller gliniimiizde
etkinligini kaybetmekte, gercek karar verme siireclerindeki karmagsikligi agiklamamaktadir. Bunun yerine
rastlantrya bagli olaylarin ortaya ¢ikma durumunu igeren stokastik modeller tercih edilmelidir. Ancak
stokastik modellerin optimal ¢oziimiiniin analitik olarak bulunmasi ¢ok basitlestirici varsayimlar
yapildiginda bile ¢ogu zaman miimkiin degildir [12]. Bu g¢alismada optimal saklama payi belirleme
stokastik modelinin ¢ozlimii, hem model girdilerinin hem de optimal sonucun aranmasinda belli bir
olasilik dagilimina uygun rastgele sayilar iireten Monte Carlo teknigini kullanan Crystal Ball® 11.1.2
programi ve bu programin kendi iginde kullandig1 optimizasyon algoritmasi olan OptQuest® yardimiyla
elde edilecektir.

4. Toplam hasar fazlasi reasiirans benzetim optimizasyon modeli

Sigortacinin baslangigta 6ngordiigii toplam hasar miktarini belirten negatif olmayan bir rastlant1 degiskeni
X olsun. Toplam hasar fazlasi reasiirans anlagmalarinda sigorta sirketi toplam hasarin X, kadarlik

kismini tstlenir ve geri kalan X, = X - X, kismini reasiirére devreder. Saklama pay1 4 >0 olmak iizere,
sigortacinin  ve reasiiroriin  0deyecekleri toplam hasar miktarlar1 sirasiyla X, =min{x,d} ve
Xy =max{0,x—d} bi¢ciminde hesaplanir.

Reasiirans anlasmasi yoluyla riskin devredilmesi siirecinde sigorta sirketi saklama payinin seviyesine gore
reaslirore bir prim 6demek durumundadir. Saklama pay1 seviyesi arttik¢a, reasiirore 6denmesi gereken
primin azalmasi beklenir. Dolayisiyla, reasiirans primi 7z,(d), d saklama paymin azalan bir

fonksiyonudur. p >0 yiikleme katsayis1 olmak {izere beklenen deger ve standart sapma prim ilkelerine
gore reasiirans primi sirasiyla,
mp(d) =1+ p)E(XR), “4)
7p(d) = E(Xg)+ pJV(Xg) ., )

bicimlerinde yazilabilir. Burada E(Xj) reasiirans O6demesinin beklenen degerini, V(Xj) reasiirans

Odemesinin varyansim gostermektedir.

Sigorta sirketi agisindan toplam 6deme 7, devredilmeyen hasar ve reasiirans priminden olusur [3].
T=X,+7,(d) (6)

Toplam hasar fazlasi reasiirans yontemi ile sigortacinin maruz kaldig1 toplam 6deme igin VaR Sl¢timiinii
minimize eden stokastik optimizasyon modeli Es. 7°de verilmistir. Besinci boliimde farkli durumlar i¢in

d” optimal saklama pay1 degerleri bu model iizerinden elde edilecektir.

min E[VaR;(d,a,¢)] (7
de[0,0)

5. Benzetim sonuclari

Caligmanin bu boliimiinde Es. 7°de verilen stokastik optimizasyon modelinin benzetimi ve optimizasyonu
icin OptQuest® benzetim optimizasyoncusunu kullanan Crystal Ball® 11.1.2 programi deneme
stiriimiinden yararlanilmistir.
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Sigortacinin optimal saklama pay1 seviyesi; hasar dagilimi, reasiirdr giivenlik yiikleme katsayisi, reasiirans
prim ilkeleri acilarindan ele almmustir. Cai ve Tan, 2007 nin 6rneklerinin sonuglari ile karsilastirabilmek
amaciyla sigortacinin toplam hasar dagilimi icin ortalama ve standart sapmasi 1000 olan iistel dagilim

F(x)=1-¢""" x>0; ile ortalamasi 1000 standart sapmasi yaklasik 1732 olan pareto dagilim,

3 . .
F(x):l—(xfg%%o) ,x>0 incelenmistir. Ayrica, ortalamasi ve standart sapmasi 1000 olan lognormal

dagilim (£ =6,637; o =0,541) da ele alinmustir. Reasiirans prim ilkelerinden beklenen ve standart sapma
icin de ayr1 durumlar olusturulmustur. Ayrica reasiliroriin giivenlik ylikleme katsayis1 p=0,2 ve 2p

oranlarinda ayr1 durumlar gergeklestirilmistir. Toplamda olusturulan 6 durum igin sigortacinin optimal
saklama pay1 seviyleri VaR 6lgiimii i¢in (1-a)=0,90 giiven araliginda hesaplanmustir.

Kullanilan programda her bir durum icin belirlenen optimal saklama payr seviyelerinin makul bir
bilgisayar calisma siiresinde elde edilebilmesi ve tutarli olabilmesi i¢in 10.000 6rnekli (sample) 1.000
sonug (solution) elde edilmistir.

Calismada 6 farkli durum icin elde edilen sonuglar asagida Cizelge 2’de verilmistir. Tabloda verilen
sonuclar kesin analitik ¢6zliim sonuglar1 degil, yaklasik ¢6ziim sonuglaridir. Bu durum Cai ve Tan, 2007
calismasinda Duruml ve Durum?2 i¢in p=0,2 olmasi durumunda elde edilen optimal saklama pay1
seviyelerinin analitik sonuglar sirasiyla 182,32 ve 125,32 ile bu ¢alismada elde edilen yaklagik ¢6ziimler
184 ve 128 degerleri karsilastirildiginda da goriilebilmektedir. Cizelge 1°de goriildiigii lizere Tan vd.
(2009) optimizasyon probleminin karisikligi nedeniyle analitik olarak optimal ¢oziimiin elde
edilemedigini belirttigi standart sapma prim ilkesi i¢in de stokastik optimizasyon yontemiyle sonuglarin
elde edilebildigi Cizelge 2’de goriilmektedir.

Cizelge 2. Alt1 farkli durum i¢in elde edilen stokastik optimizasyon sonuglari

Optimal Saklama
Payr d* VaR;(d,a,¢)

Toplam Yikleme Yikleme Yikleme | Yikleme
Hasar Prim katsayisi katsayisi katsayis1 katsayis1

Dagilim Ilkeleri (p) (2p) (p) (2p)
Duruml Ustel Beklenen 184,00 336,00 118235 1336,63
Durum2 | pyreto Beklenen 128,00 239,97 1187.69 | 135546
Durum3 | 1 gonormal | Beklenen 312,00 440,00 115698 | 1287,07
Durum4 Ustel Standart sapma 0,00 0,00 1200,00 1400,00
Durum3 | pareto Standart sapma 0,00 0,00 134641 | 1692,82
Durum6 Lognormal | Standart sapma 44,00 48,00 1199,99 1399,98

Durum sonuglar1 incelendiginde, beklenen prim ilkeleri igin optimal saklama paylarinin standart sapma
prim ilkelerlerine gore yiiksek oldugu goriilmektedir. Toplam hasar seviyesinin ortalama 1000 oldugu
diistintildiigiinde her iki prim ilkesi i¢in elde edilen optimal saklama paylarinin, sigorta sektdriinde
uygulanabilir olmadig1 goriilmektedir. Reasiiroriin giivenlik yiikleme katsayisi arttikga, beklendigi gibi,
optimal saklama pay1 seviyesinin de arttigi Cizelge 2.’de gozlemlenmektedir. Bununla birlikte optimal
saklama pay1 seviyesine etki eden bir baska faktor de sigortacinin toplam hasar dagilimi olarak goze
carpmaktadir.

Beklenen prim ilkesi igin pareto dagilimin optimal saklama payr seviyesinin daha diisiik oldugu
goriilmektedir. Bunun nedeni olarak pareto dagiliminin kalin kuyruklu olmasi sdylenebilecegi gibi,
Duruml ve Durum4’de istel dagilimin standart sapmalart 1000 iken Durum2 ve Durum5’de pareto
dagilimimin standart sapmasinin yaklasik 1732 olmasi da sdylenebilir. Standart sapma biiyiidiikge risk de
artacagindan, sigorta sirketi agisindan saklama pay1 seviyesini diisiirmek tercih edilebilir bir durum olur.
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Sekil 3’de p=0,2 olmak iizere beklenen prim ilkesi varsayimina dayali Duruml, Durum2 ve Durum3
icin VaR,(d,a,¢) grafikleri saklama payinin (0,1000) tanim bolgesinde ve (0,3000) tanim bdlgesinde ayri
olarak verilmektedir. Sekil 4’de ise p =0,2 olmak lizere standart sapma prim ilkesi varsayimina dayali
Durum4, Durum5 ve Durum6 i¢in VaR;(d,a,¢) grafikleri saklama payinin (0,1000) tanim bdlgesinde ve
(0,3000) tanim bolgesinde ayr1 olarak verilmektedir.
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Sekil 3. Beklenen prim ilkesine dayali durumlar igin VaR; (d,, &) grafikleri
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Sekil 4. Standart sapma prim ilkesine dayali durumlar i¢in VaR;(d,a,¢) grafikleri

Durum4 ve Durum5’de optimal saklama paylarinin 0 ¢itkmasinin nedeni, bu durumlar i¢in VaR,(d,, €)

fonksiyonunun saklama pay1 d arttik¢a siirekli artan fonksiyonlar olmasidir. Bu durum Sekil 4’de
gozlemlenebilmektedir.

6. Sonug

Literatiirde stokastik reasiirans problemlerinin bazi durumlarda analitik ¢6ziimiiniin elde edilebildigi ¢ogu
durumda ise elde edilemedigi goriilmektedir. Bu calismada, analitik ¢oziimiin elde edilemedigi
durumlarda optimal saklama paymnin Monte Carlo stokastik optimizasyonu ile elde edilebilecegi
gosterilmistir. Ayrica Sekil 3 ve Sekil 4 incelendiginde fonksiyonlarin en kii¢iik deger aldiklar1 nokta
bolgesinde egrilerin hizli artan ve azalan olmadiklari, kiiciik bir egimle azalip arttiklar1 goriilmektedir. Bu
nedenle, hesaplanan saklama paylarinin optimal degerden bir miktar daha artirilmasi durumunda
VaR,(d,a,s) degerindeki artis da kiigiik olacaktir. Ornegin Durumé igin Cizelge 2’de verilen optimal

saklama payr 44 ve buna karsiik VaR,(d,a,¢) degeri 1399,98 dir. Sekil 4’de 0<d <1000 tanim
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bolgesinin gosterildigi grafikte Durum6 fonksiyon egrisi incelendiginde saklama paymin 0<d <300
bolgesinde VaR;(d,a,e) degerinin az miktarda degistigi goriilebilmektedir. Bazi1 degerleri vermek

gerekirse; saklama pay1 73,22 iken VaR;(d,a,&) degeri 1400; saklama pay1 243,31 iken VaR;(d,a,¢)
degeri 1404,74 diir. Bu durumda sigorta sirketinin, daha yiiksek bir VaR,(d,a,¢) riskini goze alarak

saklama payim hesap edilen optimal saklama paylarindan daha yiliksek bir seviyede belirleyebilecegi
aciktir. Bu durum modele kisit ekleyerek, etkin sinir analizleri ile ya da model {izerinde yapilcak diger
degisikliklerle gelecek ¢alismalarda incelenebilir.
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