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Ozet

Bu ¢alismada teknik kazanci 6liimliililk endeksine bagli olan bir uzun émiirliiliik bonosu fiyatlandirilmustir.
Oliimliiliik endeksinin gelisimindeki kiigiik degisimler sabit terimli (driftli) rasgele yiiriiyiis modeli ile,
sayica az olan uzun Omiirlillik durumlart ise u¢ deger teoremine gére modellenmistir. Uzun Omiirliiliik
bonosu, Lane ve Movchan (1999) tarafindan gelistirilen kiibik risk modeli ile fiyatlandirtlmustir.

Anahtar sozciikler: Uzun Omiirliilik bonosu; Lee-Carter modeli; U¢ deger kuranu, Oliim orani,
Fiyatlandirma.

Abstract
Pricing longevity bonds: Extreme value theory and risk cubic pricing model

The bond which is written on longevity risk has been priced in this study. The payoff is given by
depending on a mortality index. While the small variations in the mortality index are modelled by using
random walk model with drift, rare longevity cases are modelled by extreme value theory. The mortality
modelling is priced by using the risk cubic pricing method which is developed by Lane and Movchan
(1999).

Keywords: Longevity bonds, Lee-Carter model, Extreme value theory, Mortality rate, Pricing.

1. Giris ve onceki calismalar

1.1. Girig

Oliimliiliik riskinin tam tersi olan uzun &miirliiliik riski; ekonomik ve gevresel kosullar ile beslenme
diizeyi ve tiptaki iyilesmelere bagli olarak ortaya ¢ikmaktadir. Oliimliiliik riski, beklenen démiirden daha
kisa siire yasamanin geride kalan bireylere ekonomik maliyetini; uzun omiirliilik riski ise beklenen
Omiirden daha uzun siire yasamanin sigorta sirketlerine olan maliyetini yansitmaktadir. Hayatta kalma
olasiliginin gercek degerinin altinda tahmin edilmesine neden olan bu risk, yanlis prim hesaplamalarina
neden olmaktadir.

Bireyler yillar itibariyle daha uzun yasama riski ile karsi karsiya kalmakta ve sosyal giivenlik sistemleri,
emeklilik planlar1 ve 6zel anniiite iriinleri yardimiyla bu riskten korunmaya c¢aligmaktadirlar [3].
Bireylerin, uzun Omiirliiliik riskine karsi kendilerini korumamalari durumunda, ilerleyen yaslardaki
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tiketim miktarlarimi diigiirerek bu riske uyum saglamalart gerekecektir. Bireylerin uzun omiirliiliik
riskinden korunmasi, iyi gelistirilmis bir anniiite piyasasi tarafindan saglanabilmektedir.

Faydasi belirlenmis emeklilik planlarindan, katkisi belirlenmis emeklilik planlarina gegilmesi; bireylerin
anniiite iriinlerine olan talebini artirmaktadir. Anniiitelere olan talepteki artisa bagli olarak anniiite
saglayan sigortacilarin maruz kaldig1 uzun omirliiliik riski ile beraber, bu riskleri yonetme ihtiyaci da
artmaktadir.

Bireyler, risklerden korunmak amaciyla sahip olduklar1 risklerini sigorta sirketlerine devrettikleri anda,
sigorta sirketleri her bir bireyin riskini iceren biitiinsel (aggregate) oliimliiliik riski ile karsi karsiya
kalmaktadir. Bu acgidan bakildiginda, uzun omiirliiliik riskinin; garanti edilmis anniiite opsiyonlarindaki
faiz ve piyasa riski ile baglantili olarak ortaya ¢iktig1 goriilmektedir. Sigortali bireylerin yasam siirelerinin
birbirinden bagimsiz oldugu varsayimi altinda ve Biiyiik Sayilar Kanunu’na gore; kamu sosyal giivenlik
sisteminin, Ozel anniiite iriinleri satan sigorta sirketlerinin ya da reasiirérlerin uzun Omiirliilik ve
oliimliilik riskinden korunabilecekleri diisiiniilmektedir. Oysa, biitiinsel uzun omiirliiliik riski sistematik
bir risk oldugundan risk havuzu mekanizmasi ile degerlendirilememekte ve dagitilabilir risk sinifina dahil
edilememektedir.

Sigorta sektoriinde risk transferi kapsaminda ilk olarak reasiirans sozlesmelerine basvurulmaktadir.
Geleneksel reasiirans anlagmalar1 hayat anniiitesi portfoylerine de uygulanabilmektedir. Ancak belirsizlik
riski sigorta-reasiirans siirecinde ‘“dagitilamamaktadir”. Dolayisiyla etkinligi artirabilmek amaciyla
reaslirans transferleri, sermaye piyasasina yapilan transferler ile tamamlanmalidir.

Oliimliiliigiin menkul kiymetlestirilmesi fikri, ilk kez, 1998 yilinda Samuel H. Cox’un bir konusmasi ile
giindeme gelmistir. Uzun omiirliilik bonolar ile anniiite iiriinleri saglayan kurum ve kuruluslara biitiinsel
uzun Omirlilliik riskinden korunma olanagi sunulmaktadir. Anniiitantlarin beklenenden daha uzun
yasamas1 durumunda, uzayan ddeme periyotlar1 nedeniyle daha fazla hasara maruz kalan sigortacilar;
uzun Omiirlillik bonosuna sahip olduklarindan, daha fazla kupon Odemesi alarak, hasarlarim
dengeleyebilmektedirler [5].

Alternatif risk transfer teorisi (ART), uzun Omiirliiliik riski problemine bir sermaye piyasasi ¢oziimii
sunulmasi igin gerekli teorik alt yapiy1 saglamaktadir. Yakin gecmiste sigorta sirketleri teminat altina
aldiklar1 katastrofik riskleri, afet bonolar1 sayesinde basarili bir sekilde finansal piyasalara transfer
edebilmislerdir [4]. Yeni bir risk yonetim aract olan oliimliiliik menkul kiymetlestirmesi, katastrofik
hasarlarin finansal piyasalara aktarilmasini saglayarak hayat sigortasi endiistrisinin risk kabul kapasitesini
artirmaktadir [12]. Bu ¢aligmada; 6liimliiliik yapist modellenerek, uzun omiirliiliik riski {izerine yazilmig
bir bononun fiyatlandirilmast yapilmistir. Teknik kazang, oliimliilik endeksine bagli olarak ifade
edileceginden; 6limliiliik gelisimindeki kiigiik degisimler sabit terimli (driftli) rasgele yiiriiyiis modeli ile
modellenirken, az sayidaki uzun O6miirliiliik durumlar ise u¢ deger teoremine gore modellenmistir. Bu
sayede s0z konusu model ile hem oliimliiliik yapisinda meydana gelen degisimleri yakalama, hem de
ormeklem disindaki u¢ deger uzun Omiirliiliik olaylarmin ekstrapolasyonunun yapilmasi olanagi
saglanmistir. Kullanilacak olan 6liimliilik modeli, Lane ve Movchan (1999) tarafindan gelistirilen kiibik
risk modeli ile birlestirilmistir [9].

Calismanin Birinci Béliimii’nde konuya giris yapilmistir. Ikinci Boliim’de ise Swiss Re ve European
Investment Bank (EIB) tarafindan gikarilan ilk resmi 6liimliilik ve uzun 6miirliilik bonolarinin yapilar
ele almmustir. Calismanim Ugiincii Boliimii’nde Lee-Carter (LC) 6liimliiliik modeli ve Ug Deger Kurami
(UDK) incelenmistir. Calismanin Dérdiincii Boliimii’nde, ilk olarak, Tiirkiye oliimliilik gostergelerinden
elde edilen agirliklandirilmig 6liim oranlar1t LC Modeli ve Ug Deger Dagilimlari ile modellenmistir. Daha
sonra teknik kazanglari, 6limliiliik endeksine dayanan ve satim opsiyonlarimin farki olarak ifade edilen
hipotetik bir uzun Omiirliiliik bonosu Lane ve Movchan (1999) tarafindan gelistirilen Kiibik Risk
Fiyatlandirma modeli ile fiyatlandirilmstir.
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2. Swiss Re ve EIB tarafindan cikarilan bonolar

Bu boliimde; oncelikle, finansal piyasalarda islem goren bazi tiirev tirlinlere deginilmis, ardindan finansal
ve aktiieryal fiyatlandirma yaklagimlar1 incelenmistir.

2.1. Swiss Re oliimliiliik bonosunun yapisi

Hayat sigortasi endiistrisinin finansal kapasitesi kasirga, salgin, deprem ve diger dogal ya da insan
kaynakli felaketlerden kaynaklanan katastrofik Oliimleri teminat altina alacak kadar gelismis degildir.
Sektor kapasitesinin artirilip, katastrofik 6liim hasarlarinin tazmin edilebilmesi amaciyla diinyanin en
bliylik ikinci reasiirans sirketi olan Swiss Re; ilk saf Oliimliiliik bonosunu ¢ikartarak, kurumsal
yatirimeilardan 400 milyon ABD Dolar1 biiyiikliigiinde teminat elde etmistir [12].

Swiss Re 2003 yilinda satisa sundugu ilk liimliilik bonosunu, Sliimliiliik riskini azaltmak i¢in, bir 6zel
amag kurumu (special vehicle purpose) olan Vita Capital I yardimiyla ¢ikarmustir. Vita I’e iligkin islemler
asagida sematik olarak gosterilmistir [3]:
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Sekil 1. 2003 yilinda Swiss Re tarafindan ¢ikarilan 6liimliilitk bonosunun yapisi

Swiss Re bonoyu Aralik 2003’te ¢ikarmustir. Vadesi ii¢ y1l olan bono, 1 Ocak 2007’de sona erecek sekilde
tasarlanmistir. Kupon 6demeleri ise yilda dort defa, ii¢ aylik US Dolar LIBOR +135 baz puanlik fark
iizerinden yapilmistir. Vita Capital I, Swiss Re’nin kendisine yaptig1 sabit prim 6demelerine kars1 LIBOR
almasimi saglayan bir takas sozlesmesine girmistir. Anapara Oliimliiliik riskine maruz kalmakta ve
agirhiklandirilmis bir dliimliiliikk endeksine bagli olarak ifade edilmektedir [3]. Oliimliiliik riski; US, UK,
Fransa, Italya ve Isvigre’deki yillik liim oranlarinin agirliklandirilmis ortalamasina dayanan, ¢ yilina
iligkin bir ¢, endeksi cinsinden tanimlanmaktadir. ¢, endeksinin (z =2004,2005 ya da 2006) 2002 yilinda

gergeklesen ¢, seviyesinin %130’nun tizerine ¢ikmas1 durumunda, yatirimceilarin anapara miktarinda bir
azalma olacaktir [12].

Swiss Re’nin bakis agisindan, Vita Capital I’den elde edilen teknik kazanclar diisiik kullanim fiyati
M =1,3q, ve yiiksek kullamm fiyat1 da U =1,5¢, olan alim opsiyonlarinin farki seklindedir. Swiss Re,

oliimliilik endeksine dayali kosullu teknik kazanglar karsiliginda Vita Capital I'e prim 6demesi
yapmaktadir. Oliimliiliik endeksinin diisiik kullanim fiyatin1 asmas1 durumunda Swiss Re, Vita Capital I
fonundan nakit ¢ekebilecektir. Oliimliiliik endeksinin yiiksek kullanim fiyatin1 asmasi durumunda ise, tiim
anapara miktar1 Swiss Re’nin kullanimina agik olacaktir. Opsiyondan her bir periyotta elde edilen olasi
teknik kazanglar, anaparanin bir yiizdesi olarak asagidaki gibi ifade edilebilmektedir [3]:
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Teknik Kazang, = Max (g, - M ;0) - Max(q, - U;0)

U-M
t yil1 i¢in anapara miktarindaki yiizde azalis1 gosteren kayip, ,
0, q, <1,3q,
1,5¢g, —
kayp, = I—M, 1,3g, < g, £1,5¢,
072q0
19 q/ > 1’5q0

olarak ifade edilmektedir. Buna gore vade tarihindeki 6deme tutari,

2006 2006

100% — Z kayip,, Z kayp, <100%
Vade biti min deki 6deme = 400.000.000 e o
0, > kayip, >2100%

t=2004

esitligi ile yazilabilir [12].

2.2. EIB uzun omiirliiliik bonosunun yapisi

Swiss Re oliimliiliik bonosunun ¢ikarilmasindan bir yil sonra, Kasim 2004’te, EIB bir uzun omiirliiliik
bonosu ¢ikarmistir. Sistematik uzun omiirliiliik riskinden korunabilmek i¢in uygun varlik arayisinda olan
finansal kuruluslar uzun 6miirliiliik bonosunun hedef kitlesini olusturmustur. Bu bono; idareci koltugunda
BNP Paribas, ihrag¢i konumunda ise EIB ve risk alim kapasitesini analiz edip, uzman goriisii saglayan
PartnerRe isbirliginde ¢ikarilmistir. Bononun toplam degeri 540 milyon Pound (775 milyon-Euro) olup,
vadesi 25 yil olarak tasarlanmistir. Bu bono, baslangigta, UK emeklilik planlar1 hedef alinarak
tasarlanmistir [2]. EIB bonosunun potansiyel alicilari, bono uzun Omiirlillik riskini yatirimcilara
devrettiginden, emeklilik plan1 yoneticileridir [12].

Emeklilik plan1 ve anniiite iirlinleri satan firmalar1 hedef alan bono, Blake ve Burrows (2001) tarafindan
diizenlenen hayatta kalma bonosuna benzer bir yapiya sahiptir [1][12].

Bono EIB’nin yatirimcilara Pound cinsinden uzun omiirliiliik baglantili 6demeler yapmayi taahhiit ettigi
bir sozlesmedir. EIB aslinda Euro cinsinden degisken faiz oranlar1 6demeyi tercih ettiginden bono; BNP
ile Euro cinsinden degisken 6demelere karsilik, Pound cinsinden sabit 6demeler aldig1 bir capraz kur faiz
orani takasmi (cross-currency interest rate swap) icermektedir. Bu islemde BNP uzun omiirliiliik riskini
iistlenmekte ve Partner Re ile bir 6liimliiliik takas s6zlesmesi diizenlemektedir. Bu anlagmaya gore Partner
Re; ayn1 kohortun projekte edilmis hayatta kalma endeksine, S¢, bagh olarak hesaplanan sabit Pound
ddemelerini, degisken Pound 6demeleri ile degistirmektedir. Oliimliiliik kestirimleri i¢in UK Hiikiimeti
Aktiierlik Bolimii tarafindan 2002 yili baz alinarak yapilan merkezi oliimliiliikk projeksiyonundan
faydalanilmistir. Bu kestirimler Partner Re’nin igsel yapisi gozoniine alinarak revize edilmistir [3].
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Sekil 2. EIB/BNP Paribas tarafindan ¢ikarilan uzun émiirliilik bonosunun yapisi
3. Lee-Carter modeli ve u¢ deger kuram

3.1. Lee-Carter yontemi

LC modeli, 6liimliilik modellerinin olasiliksal bir siire¢ olarak ifade edilmesini saglayan ilk Ornektir.
Modelde 6rneklem hatalarmmdan sapmalar da tanimlanmis ve boylece siire¢ riski de dikkate alinmigtir. LC
yontemi oldukea etkili sonuclar elde edilmesini sagladigindan, bircok yeni modelin gelistirilmesine de yol
acmugstir [14].

1992 yilinda Lee ve Carter tarafindan gelistirilen bu model, istatistiksel zaman serisi yontemleri ile
parametrik yaklagimin bir kombinasyonu olarak tasarlanmistir [7]. Gelistirilen bu model, 6limliliikteki
yasa 0zel etkilerin ve degisimlerin incelenmesinde kullanilmustir.

Dogrusal bir yapiya sahip olan LC modeli; yasi gosteren x degiskeni ile takvim yilin1 gosteren ¢
degiskenine bagli olarak asagidaki gibi tanimlanabilir:

In (mm) =a,+bk ¢, (1)

Bu esitlikte,

m,, :t zamaninda x yaginda olan bir bireye iligkin gézlemlenen merkezi 6liim oranini,
a, :ortalama yasa ozel 6liimliiliik yapisini (age-spesific pattern),

b, : k degisimine bagl olarak x yasina iligkin 6ltimliiliik degisimini,

k, : genel oliimliiliik diizeyini,

&,,: t zamam ve x yasina iligkin artik terimi

gostermektedir.

k, zaman bileseni, logaritmik 6lgekte, tiim yaslar i¢in 6limliiliik diizeylerinin (oranlarinin) zaman i¢indeki
degisimini ifade etmektedir. & ’deki degisimin dogasi1 hakkinda herhangi bir varsayim yapilmamaktadir.
b, yas bileseni, £ ’deki degisimin x yasini ne Ol¢iide etkiledigini yansitmaktadir [8]. LC modelinde; ayni
olimliiliik endeksine maruz kalan yasa 6zel 6liim oranlarinin, ayni miktarlarda olmasa da birlikte arttiklar

ya da azaldiklar1 varsayilmaktadir [7]. Teorik olarak, herhangi bir durumda o&liimliiliikk orani artip,
azalabileceginden, tiim b ’lerin aynmi isaretli olma zorunlulugu bulunmamaktadir. Uygulamada ise
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yeterince uzun bir siire sonunda verinin modele uyumunun saglanabilmesi i¢in, tim »_’lerin ayni isaretli
olmasi gerekmektedir. Modelde, 5 degerlerinin zaman igerisinde degismedigi varsayilmaktadir [8].

(1) esitliginin sag tarafinda gézlemlenebilir bir degisken bulunmadigindan, esitlige iliskin bir en kiigiik
kareler ¢6zlimiiniin bulunmasi ig¢in Lee ve Carter (1992) tarafindan onerilen tekil deger ayristirma yontemi
(TDA) kullanilmaktadir. Modelleme siirecinde hatalarin es varyansli oldugu varsayilmaktadir [7]. Bu
varsayim, en kii¢clik kareler yonteminin kullanilmasinmi saglamak i¢in yapilmaktadir. Diger taraftan
gbzlemlenen Oliim oranlarinin logaritmasi, ileriki yaslarda geng¢ yaslarda oldugundan c¢ok daha fazla
degiskenlik gosterdiginden, es varyanslilik varsayimi ¢ok da gergekei degildir [14].

Oliimliiliigiin yillar igerisindeki gelisiminden bagimsiz olan a, parametresi, yasa iliskin her bir logaritmik
Olim orannin ortalamasi almarak hesaplanmaktadir. Tek bir ¢dziim bulmak i¢in 5, katsayilarimin
karelerinin toplaminin 1’e, &, degerlerinin toplaminin ise 0’a esit oldugu kabul edilmektedir. Bu dlgiitler
asagidaki gibi ifade edilebilir:

a, = %Z Inm,, >b2=1 >k =0 (2)

Lee ve Carter (1992) ¢alismasinda iki agsamal1 bir tahmin siireci izlemistir. Buna gore ilk asamada, b _ve
k tahminlerinin bulunabilmesi igin {1og(m“)—ax} matrisine TDA ydntemi uygulanmustir. Ikinci
asamada ise k zaman serisi ikinci asama kestirim yontemi ile yeniden tahmin edilmistir. Lee ve Carter;
b, ve k tahminleri yardimyla bulunan tahmini 6len kisi sayilarinin, gézlemlenen dlen kisi sayilarimi

gosteren D, = Z D, ile tam olarak Ortiismedigini gormiistiir. Bu noktadan hareketle tahmini 6len kisi

sayilar1 ile g6zlemlenen dlen kisi sayilari arasindaki fark: sifir yapan £ degerleri ikinci asama kestirimi ile
elde edilmistir. Buna gore asagidaki esitligi saglayan & degerleri bulunmaya ¢alisilmistir:

D, ZZ{exp(ax +bxk1)Nx,t} 3)

X

Esitlikte yer alan D, ifadesi ¢ yilinda dlen toplam kisi sayisini gosterirken, N, ¢ yilinda x yasinda olan
bireylerin sayisim gostermektedir.

TDA, agirliklandirilmis en kiiciik kareler yontemi ve en ¢ok olabilirlik tahmin yontemi, literatiirde,
parametre tahmininde en ¢ok tercih edilen yontemler haline gelmistir [8].

3.2. Ug deger kurami

UDK; u¢ (extreme) olaylarin istatistiksel olarak incelenip modellenmesinde kullanilmaktadir. Bu kuram
ile merkezi limit teoremi birbirine olduk¢a benzemektedir. Merkezi limit teoremi, 6rneklem toplam ya da
ortalamalarmin limitteki dagilimlarinin normal dagilima yaklastigim ortaya koymaktadir. UDK da ise
rastlant1 degiskenlerinin limitteki davranislari ele alinmaktadir [13].

Gergek bir veri setindeki u¢ degerler, iki farkli yaklasim ile saptanmaktadir. ilk yaklasimda; degiskenin
ardistk zaman stireleri (ay ya da yil) icerisinde aldigr en biiylk (ya da en kiigiik) degerler ile
ilgilenilmektedir. Segilen bu gozlem degerleri u¢ olaylar1 olusturmakta ve en biiylik degerler kiimesi
(block maxima) olarak adlandirilmaktadir. Ikinci yaklasimda ise, verideki bir esik degerin iizerinde kalan
gdzlem degerleri ile ilgilenilmektedir [6].
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3.2.1. Fisher-Tippet teoremi

Fisher-Tippett teoremi; drneklem u¢ degerlerinin limitteki davraniglarini tanimlayan, UDK’nin en temel
sonuglarindan biridir. Bu teorem, agkin degerlerin nerede degerlendirilmesi gerektigi ile ilgili bir yaklagim
sunmakta ve egik simwrin iizerinde kalan en biiyiik degerler (peaks over treshold, POT) olarak da
adlandirilmaktadir.

Belirli bir u esik degerinin iizerinde kalan x degerlerinden elde edilen F| (x) dagilim fonksiyonu, “kosullu
askin deger fonksiyonu” adim almaktadir. X rastlant1 degiskeni i¢in u bilinen esik degeri, ¥ =x—u askin
degerleri ve x, <o ise F (x) dagilim fonksiyonunun sag bitim noktasini géstermek iizere, kosullu agkin
deger fonksiyonu,

Fu(y):P(X—uﬁy|X>u), 0<y<x,-u @)

olarak ifade edilmektedir. F| ( y) dagilim fonksiyonu, F (x) dagilim fonksiyonu cinsinden asagidaki gibi
ifade edilmektedir:

Fluty)-F(u) F(x)-F(u)
I—F(u) I—F(u)

F(y)= (5)

X rastlant1 degiskeni, agirlikli olarak, O ile u arasinda degerler almaktadir. F (x) dagilim fonksiyonunun

bu aralikta tahmin edilmesinde, genel olarak, bir problem ile karsilasilmamaktadir; ancak esik degerin
iizerinde ¢ok az sayida gozlem degeri bulunmasindan dolayr F,(y) dagilim fonksiyonunun tahmin

edilmesinde cesitli zorluklarla karsilasilabilmektedir.

UDK, kosullu agkin deger fonksiyonu F, ( y) ‘nin tahmin edilmesinde karsilasilan sorunlarin ¢dziimiinde

oldukga faydal1 bir kuramdir. Bu teoriye bir sonraki kisimda yer verilmistir [6].

3.2.2.  Pickands-Balkema-de Haan teoremi

Oldukga genis bir F(x) dagilim fonksiyonu ailesi igin, u biiyiik bir esik degeri gostermek iizere, kosullu
askin deger dagilim fonksiyonu F, ( y) , genellestirilmig Pareto dagilimi (GPD) yardimiyla yaklasik olarak
su sekilde ifade edilebilmektedir:

F(y)~G.,(y), u—ove0<y<(x,—u)
= - ©)
_ = —yj ¢#0
Gf,a (y) - o
1-e™” £=0
X, x =u+y olarak tanimlandiginda, GPD, x’in bir fonksiyonu olarak

G.,(x) :1—[1 +§MJI/§ (7

o

bigiminde ifade edilebilmektedir. G, (x) genellestirilmis Pareto dagilminin; sekil parametresi ya da

kuyruk endeksi olarak ifade edilebilen & parametresinin negatif (a), pozitif deger (c) ya da sifir degerini
(b) almasi1 kosullarina bagli olarak gosterdigi degisim Sekil (3)‘de verilmistir.
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Sekil 3. Kuyruk endeksinin degisimine gore genellestirilmis Pareto dagilimi

Genellikle finansal kayiplara iliskin bir iist sinir konulamayacagindan, kaln kuyruklu dagilimlarin
modellenmesinde, yalnizca, sekil parametresi olan & 'nin pozitif degerler aldig1 dagilimlarin (Sekil (3)

(¢)) uygun olacagi yorumu Sekil (3)‘e bagli olarak yapilabilir.
Es.(5)’e dayanilarak F(x) dagilim fonksiyonunun kapali formu,
F)= (1= F)E () F (1) ®

seklinde yazilabilmektedir.

n, toplam gozlem sayisini; N,, u esik degerinin lizerinde kalan gézlem sayisini gdstermek {izere
Es.(8)’deki F, (x) GPD ile; F(u) ise (n—Nu )/n olarak degistirildiginde

F(x) :%{1 —(1 + 5@]1/5] +(1 —N7j ©)

seklinde elde edilecektir.

Bu esitlik sadelestirilerek,

F(x):1—L(1+£(x—u)jl/§ (10)

n (o}

bi¢giminde yazilabilmektedir [6].
4. Fiyatlandirma

4.1. CAT Bonolarn fiyatlandirilmasi

Risksiz piyasalarda, sigorta riski ile finansal piyasalarin hareketi arasinda herhangi bir korelasyon yoktur.
Diger taraftan sigorta piyasasti risksiz olmadigi gibi, miikemmellikten de uzaktir. Dolayisiyla yatirimeilar,
piyasadaki katastrofik menkul kiymetlere iliskin tstlenecekleri riski tazmin edebilmek amaciyla bir
yiikleme parametresine ihtiya¢ duyarlar [10].
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Sigorta ve aktiierya literatiiriinde briit prim hesaplamalarindaki “yiikleme” parametresini modellemek i¢in
pek ¢ok yaklasim kullanilmistir. Basit olduklarindan dolayr en ¢ok tercih edilen iki yontem “bekilenen
deger ilkesi* ve “standart sapma ilkesi” dir.

EL, beklenen hasar1 gostermek iizere, beklenen deger ilkesine gore yiikkleme parametresi beklenen
hasarin y kadar bir yiizdesi ile orantilidir ve prim=EL+yEL seklinde ifade edilebilir. Yalnizca
beklenen degerin dikkate alindig1 bu yontem riske duyarli degildir. Yaklasimin en biiyilik avantaji, sadece
hasar dagiliminin ilk momentine ihtiya¢ duyulmasidir.

Standart sapma ise oldukga genis kullanim alanina sahip olan bir risk 6l¢iim aracidir. Briit primin; standart
sapma olan o(L)’e y oraninda bir yiikleme yapilip, beklenen hasara eklenmesi ile hesaplanmaktadir:

prim=EL + 70(L)

Standart sapma ilkesi simetrik rassal sonuglar i¢in iyi ¢caligmaktadir.

Sigorta ya da reasiirans teminatlarinda yer alan riskler degerlendirilirken, kar ve hasar biiyiikliiklerine
iligkin dagilimlarin ¢arpik olabilecegi dikkate alinmalidir. Geleneksel risk 6l¢limii (genellikle, standart
sapma), simetrik rassal ¢iktilarla ilgilenmektedir. Sigortaciliktaki olaylar ise simetrik degildir [3].

Sigorta baglantili menkul kiymetlerin fiyatlarinin, sigortacinin beklenen hasarinin iizerinde olmasi ve
yapilacak olan “fazla ddemenin” (excess spread) varsayilan riske bagli bir fonksiyon olmasi gerektigi
konusunda goriis birligi vardir.

Sigorta Baglantili Menkul Kiymetler (Insurance Linked Securities, ILS) piyasasi heniiz ¢ok yeni olmakla
birlikte, reasiirans ve finans piyasalarimi biraraya getirmektedir. 1996 yilindaki yillik ILS raporu
kapsaminda standart sapmanin kullanimina deginilmis ve daha fazla menkul kiymet yazildikca, standart
sapmanin sigorta verileri i¢in yeterli olmadig1 goriilmiistlir. 1997 yilindaki yillik raporda ise daha iyi bir
Ol¢lim arac1 olan ve sigorta baglantili Uriinlerdeki asimetrik sigorta riskini dlgmekte kullanilan kosullu
beklenen hasar (CEL) iizerinde durulmustur. Yalnmizca CEL ’e basvurmak yeterli sonuglar iiretmeye

yetmemektedir. Bu durum iki risk Ol¢iimiiniin birlikte diigiiniilmesi gerektigi sonucunu dogurmustur:
CEL ve 1998 yilindaki “Risk Cubes” makalesinde sozii edilen ilk dolar hasar olasilig (PFL)

(probability of first dollar loss) .

Sigortacilik literatiiriinde, CEL hasar siddetine karsilik gelirken; hasar siklig1 da PFL ‘yi ifade etmekte
kullanilmaktadir. Risk degerlendirmelerinde; hasar siklig1 ve siddeti arasindaki 6diinlesimi gorgiil olarak
ol¢iip, bu dl¢limiin piyasa fiyatlarinda kullanmilmasi fikri yenidir [10].

4.1.1. Kiibik risk fiyatlandirma modeli

Briit prim; finansal risk (LIBOR) ile sigorta riski (L/BOR ’un ilizerinde kalan kisim) cinsinden elde

edilmektedir. Riskteki artik kisim, iki parcaya ayrilarak incelenebilir. Ik parca yatirimcimin beklenen
hasarini (EL) tazmin etmektedir. Ikinci parga ise yatirrmin varsayilan riskini tazmin etmektedir. Bu parga,

finansal piyasalarda “beklenen artik getiri” (expected excess return, EER) olarak adlandirilmaktadir.

Ustlenilen risklerden tiimiiyle korunmak miimkiin olmadigindan, yatirimeilar bu riskleri tazmin edebilmek
icin bir getiriye ihtiya¢ duymaktadir. EER ; yatirnmcinin islemleri sonucu ortaya ¢ikan, finansal getirinin
ve beklenen hasarin altinda ya da iizerinde kalan beklenen kar1 ifade etmektedir.

Sigortacilar da ayn1 ilkeyi, farkli bir bakis agis1 ile ele almaktadir. Sigorta primleri, beklenen hasar ve bir
“yiikkleme” miktarinin toplami olarak ele alinmaktadir. Beklenen hasarlar, ayni veri kiimesinin ve
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analizlerin kullanilmasi kosuluyla, her iki piyasada da aymi sekilde tanmimlanmaktadir. Sigortacilikta
kullanilan “yiikleme” terimi ise “beklenen artik getiriye” karsilik gelmektedir.

1998 yilindaki fiyatlarin degerlendirilmesi sonucu elde edilen sonuglara ve LFC’nin (Lane Financial
Corporation) kiibik risk fiyatlandirma modeline dayanarak, “beklenen artik getiri” igin Cobb-Douglas
Uretim Fonksiyonuna olduk¢a benzeyen bir fonksiyon kullanilmaktadir. LFC, CEL ve PFL arasindaki
Odiinlesimi yakalamak i¢in Cobb-Douglas fonksiyonunu dnermistir:

EER =y (PFL)" (CEL)"
EL, CEL ve PFL bilesenleri arasindaki iliski ise asagidaki gibi ifade edilebilir [10]:

EL=E[L|L>0]Pr(L>0)+E[L|L=0]Pr(L=0)
EL=E[L|L>0]Pr(L>0)

EL=CEL*PFL

CEL =EL+ PFL

5. Uygulama

5.1. Verinin derlenmesi

Calismanim bu boliimiinde, TUIK ’ten (2008) almnan, Tiirkiye niifus sayim verileri kullanilmistir. Ham
veri, cinsiyet ayriminda ve beserli yas grubundaki il ve ilce bazli genel niifus sayimlari bigiminde
derlenmistir. Verinin gilivenilirligini artirmak amaciyla 85 yas ve fizeri verinin kullanilmasindan
kagmilmustir.

ADNKS ile yapilan 2000 yil1 sonrasi niifus sayimlar1 6nceki donemlerin ¢ok tizerinde beklenen yasam
siiresi sonuglar1 {iretmistir. Bu nedenle 2000 yili sonrasi niifus sayim verisinin kullanilmamasina karar
verilmistir.

Caligsmada oliimliiliik gostergelerine dayanan finansal bir tlirev {irlin fiyatlandirmas: yapilacagindan tek
bir olumliilik endeksine ihtiyag duyulmaktadir. Bu nedenle cinsiyet ayrimindaki ham veri
agirliklandirilarak 1938-1995 yillarina iliskin, beserli yas gruplarindan olusan ortak oliimliiliik hizlar1 elde
edilmistir. Agirliklar; cinsiyet ayriminda bulunan her bir yas grubundaki kisi sayisinin, o yasta hayatta
olan toplam kisi sayisina bdliinmesi ile elde edilmistir. Elde edilen agirliklar cinsiyet ayrimindaki 6liim
hizlan ile ¢arpilmig ve agirliklandirilmig 6liim hizlar toplanarak, endeksin ilgili yas grubundaki degeri
elde edilebilmistir.

5.2. Oliimliiliigiin Lee-Carter yontemi ile modellenmesi

Caligmanin bu bolimiinde, verdigi sonuglar agisindan en basarili olasiliksal modellerden biri olarak ifade
edilen LC modelinin Tiirkiye verisine uyarlanmas1 amag¢lanmistir. Veri seti olarak 1938-1995 yillarina
iligkin Tiirkiye oliimliiliik endeksi kullanilmistir. Yapilan uygulamada Microsoft Excel yazilimindan
faydalanilmistir.

Oliimliiliigiin yasa 6zel, takvim yilindan bagimsiz driintiisii olan ¢ degerleri Sekil 4’te gosterilmistir.



A.Arik, M. Sucu / Istatistikgiler Dergisi 4 (2011) 69-85 79

- Yas gruplan
~

-
-

@
N

-
i

@
=5

-
oy

@
u

-
2

@
e

-
~

-
b

B5 + |

-+ o o+ o =
S v o T

L L L L L L L
L T B o B o I e I e = T o T Y= Y= T ) o ==

Tahmini ax degerleri

ol \

N

Sekil 4. Tirkiye 6liimliiliik endeksine iliskin & degerleri

Sekil 4’te verilen g degerleri incelendiginde, o6liimliiligiin 0 yasindan 10-14 yas grubuna kadar
beklendigi gibi azaldig1, daha sonrasinda ise artan bir seyir izledigi goriilmektedir.

Yillara gore degismekte olan dliimliiliiiin yasa 6zel Oriintiistinii ifade eden p_ ve 6limliiliigiin yillara gore
degisimini gosteren k parametrelerinin kestirimi igin logaritmik 6liim hizlar matrisinden g vektorii
cikarilmig ve elde edilen matrise Lee ve Carter’in 6zgiin ¢calismalarinda kullanmis olduklar1 TDA yontemi
uygulanmigtir. Bu ayristirma islemi i¢in Microsoft Excel programina eklenti olarak hazirlanan Biplot
yazilimindan yararlanilmstir.

Endekse iliskin p_kestirim degerleri (b?V ) , Sekil 5°de gosterilmistir.
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Sekil 5. Tiirkiye oliimliiliik endeksine iliskin bi degerleri

Oliimliiliigiin y1llar igerisindeki degisiminin hangi yasa, ne oranda yansidigini ifade eden B parametresi

sonuglar1 incelendiginde, negatif bir degerle karsilasilmadigi goriilmektedir. Bu durum oliimliiglin tiim
yaslar i¢in azalmakta olduguna isaret etmektedir. Buna gore oliimliiliigiin azalan yapisinin, gelecek
yillarda en ¢ok 1-4 yas grubundaki niifus iizerinde etkili olacagi ve bu yas grubunda Sliimliiliiglin daha

hizli bir sekilde azalacag: sdylenebilir. Diger taraftan ilerleyen yaslarda azalan bir yapiya sahip olan B,
olumliiliikteki bu iyilesmenin yaslar arttikca etkisini yitirecegine isaret etmektedir.
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LC modelinde 6liim hiz1 gostergesi olan f , tiim yaslar i¢in 6liim hizlarmin yillar boyunca gergeklesen

degisimini gostermektedir. TDA yontemi ile elde edilen ilk asama k kestirim degerleri (k}) Sekil 6’da

gosterilmistir.

yil

Tahmini kt degerleri

e

Sekil 6. Tiirkiye 6liimliliik endeksine iligkin lét’ degerleri

Oliimliiliigiin yillar icerisindeki gelisimini ifade eden lét’ parametresinin ilk agsama kestirim degerleri,

Tiirkiye niifusu i¢in oliimliiliigiin azalan bir yapida oldugunu gostermektedir. Elde edilen seride donemsel
inis ya da ¢ikislarin bulunmamasi, ham veriden birer yil aralikli niifus biiylikliklerinin elde edilebilmesi
icin kullanilan regresyon modellerinden kaynaklanmaktadir.

LC yontemi hesaplamalarinda, logaritmas1 alinan degerler kullanmldigindan elde edilen parametreler ile
gozlemlenen 6liim sayilari arasinda farkliliklar ortaya ¢ikmaktadir. Bu nedenle k vektoriine ikinci asama

kestirimi uygulanmustir. lét’ degerleri ile yeniden kestirimi yapilmis x, degerleri (%) Sekil 7°de verilmistir.

yil
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Birinci ve ikinci agama kt kestirimleri
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Sekil 7. Tiirkiye 6liimliliik endeksine iligkin lét’ ve /82 kestirim degerleri

Grafik incelendiginde l% ikinci asama kestirim degerlerinin, ilk asama kestirim degerlerine benzer bir

yap1 gostermekle birlikte, ilerleyen yaslarda degisim gosterdigi gozlemlenmektedir. Buna gore ileri
yaslarda Tiirkiye oOliimliliik yapisinda meydana gelen dislisiin, ilk asama kestirim degerlerinin
ongordiigiinden daha az oldugu sdylenebilir.
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5.2.1.  k 'min modellenmesi

Bu bolimde Lee ve Carter (1992) tarafindan oliimliiliik endeksi olarak da adlandirilan, olimlilik
gostergesi k 'nin gelecekteki dagilimmin kestirimi elde edilmeye calisilmustir. Lee ve Carter (1992),

k,'nin driftli rasgele yiiriiyiis modeli ile modellenmesini dnermistir.

Geleneksel modeller, genellikle, merkezi bolgelerde veriye iyi uyum saglarken, kuyruk kisimlarina iyi
uyum saglamamaktadir. Ayrica gegmis gozlemlerden faydalanilarak dagilimin kuyruk kismimi olusturan
uzun Omiirliiliik riskine iligkin yeterli veriye de ulagilamamaktadir. Bu nedenle sag kuyrukta yer alan ileri
yas Oliimliiliik gostergelerinin modellenmesinde, giivenilir tahminler elde edilmesini saglayan UDK’dan
faydalanilmastir.

k, vektoriindeki kiiciik degisimleri modellemek i¢in Lee ve Carter (1992) tarafindan 6nerilen sabit terimli

rasgele ylirllylis modelinden faydalanilirken, dagilimim kuyruk kisminin modellenmesinde ise Pickands-
Balkema-de Haan Teoremi’ne gore GPD kullanilmustir.

Parametre tahminleri R yazilimi kullanilarak elde edilmistir.

Ortalama fazlalik grafigi u esik degerini belirlemede en ¢ok kullanilan yontemlerden biridir. Bu yonteme
gore X rastlanti degiskeninin GPD’ye uymasi durumunda u esik degerinin {izerinde kalan ortalama
fazlalik grafiginin #’nun dogrusal bir fonksiyonu olmas1 beklenmektedir. X degiskenine iliskin ortalama
fazlalik grafigi incelendiginde u esik degerinin 0,091278623 degeri ile 0,047917707 degeri arasindan
secilmesi gerektigi goriilmektedir.
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Sekil 8. Ortalama fazlalik grafigi

Birinci dereceden farki alinmus k,)z degerleri u esik degerinin 91 ve 96. yiizdelikler arasinda olmasi

gerektigini gostermektedir. Literatiirde 90 ve 95. yiizdelikler u esik degerinin se¢iminde en sik tercih
edilen araliklardir [15]. Bu nedenle literatiire bagh kalinmis, esik deger seciminde 90 ve 95. yiizdelikler
arasi tercih edilmigtir.

R programinda hesaplanan en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri Cizelge 5.1°de verilmistir. Optimal
parametreler u =0,2076719 esik degeri i¢in hesaplanmustir.

Cizelge 1. Optimal parametre tahminleri
fi & & 4

-0,1155695 0,04591285 0,03636742 1,04027014
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5.3.  LFC’nin kiibik risk fiyatlandirma modeli ile uzun omiirliiliik bonosunun fiyatlandirilmasi

Bu bolimde CAT bono fiyatlandirma yaklagimi ile hipotetik bir uzun Omiirlillik bonosu
fiyatlandirilacaktir. Fiyatlandirilmaya calisilan bono Chen ve Cummins (2009) tarafindan 6nerilen uzun
Oomiirliilik bonosuna benzer bir nakit akisina sahiptir. Bu bono XYZ Reasiirans Sirketi (XYZ Re)
tarafindan ¢ikarilmaktadir. Uriiniin potansiyel alicilar anniiite ve bireysel emeklilik iiriinleri satan sigorta
sirketleridir. Sirket ile bonoyu satin alan yatirimcilar arasindaki nakit akisi sematik olarak asagidaki gibi
gosterilebilir.

Takas Sozlesmesi
Tarafi

ry

LIBOR Sabit Getiri

v Gelir

Prim LIBOR+x
SPU Ltd. » Yatinmeilar

XYZ Re >

Senetler

Satim Opsiyonu Farklan

(Max[Ur —50] - Ana Para Odemesi

Max[M —1,0] ],f(U - M)

Oltimlulak
indeksi

Sekil 9. Uzun dmiirliiliikk bonosu

Buna gore XYZ Re nominal degeri 400 bin TL olan uzun émiirliiliikk bonosunu ¢ikarmaktadir. Bono uzun
omiirliiliik riski lizerine yazildigindan, bononun potansiyel alicilarinin riski 6liim oranlarinin diigmesidir.
XYZ Re her yil nominal degerin LIBOR+x’i kadar kupon ddemesi yapmay1 taahhiit etmektedir. Bunun
kargiliginda 6liim oranlar1 U seviyesinin altina diistiiglinde, 6liim oranlart A seviyesine ulagsana dek
anaparanin belirli bir kismina el koyma hakkina sahip olacaktir. Oliim oranlar1 A/ seviyesinin de altina
diisecek olursa, XYZ Re anaparanin tamamina hak kazanacaktir. Dolayisiyla anapara oliimliiliik riskine
maruz kalmaktadir ve Tiirkiye agirliklandirilmis 6liimliiliik endeksine bagl olarak ifade edilmektedir.

XYZ Re’nin bakis agisindan, bonodan elde edilen teknik kazanglar diisiik kullamim fiyat1 M =0,55 1, ve
baslangi¢ yiiksek kullanim fiyat: da v = 0,9/, olan satim opsiyonlar farki seklinde olacaktir. J,, bononun
cikarildig1 anda goézlemlenen oliimliiliik endeksini gostermektedir.

Bono anapara miktar1, olimliilik endeksi yiiksek kullanim fiyatinin altina diistiigli andan itibaren
azalmaya baglayacaktir. Bu durumda ¢ yilina iligskin hasar orani agagidaki gibi ifade edilebilir:

max(Ut —lt,O)—max(M —lt,O)
Uu-m

Hasar Orani =

t yilma ilisgkin yiiksek kullanim oranimnin, O&limliliik endeksindeki degisime bagli olarak
U, =min(U,_,1,,) seklinde her yil yeniden diizenlenmesi gerekmektedir. Bononun vadesinin 20 yil
oldugu varsayillmistir. Buna goére bono; yiiksek kullanim fiyati1 olan U, 20 yildan daha az bir siire
icerisinde diisiik kullanim orani olan M ’ye ulagirsa ya da maksimum 20 yillik vadenin bitiminde sona
erecektir.
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Caligmanin bundan sonraki kisminda 6liimliilikk endeksinin simiilasyonu yapilmig ve risk primi, LFC’nin
kiibik risk modelini kullanarak R yazilimi yardimi ile hesaplanmaya calisilmustir.

Simule edilmis oliimliiliik endeksi degerleri Sekil 10°da gosterilmistir. Buna gore 6liimliiliik endeksinin
0,076 ile 0,063 degerleri arasinda yer aldigi goriilmektedir. Orjinal Tirkiye Olimliiliik verilerinin
modellenmesi ile bulunan parametrelerden elde edilen 6liimliiliik endeksinin azalan bir hizla, diizgiin bir
sekilde azaldig1 goriilmektedir.

0,076
0,074 -
0,072 -
E 0,07 -
E 0,068 -
& 0,066 -
E 0,064 -
0,062 -
0,06 -
0,058 -

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
Hendeks

Sekil 10. Simule edilmis 6liimliilik endeksi

XYZ Re’nin teknik kazanglarina Sekil 11°de yer verilmistir. Grafik incelendiginde; baslangicta herhangi
bir kazang elde edilemezken, 6liimliililk endeksindeki diisiise bagl olarak birikimli teknik kazanglarin da
diizgiin bir sekilde arttig1 gozlemlenmektedir.
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Sekil 11. Simule edilmis teknik kazanglar

Tirkiye’de katastrofik bonolara iligkin giivenilir bir fiyat serisi olmadigindan, Chen ve Cummins (2009)
tarafindan CEL ve PFL arasindaki ddiinlesimi yakalamak icin kullanilan EER = ;/(PFL)“ (CEL)ﬂ Cobb-
Douglas fonksiyonunun regresyonundan elde edilen parametre tahminleri veri olarak kullanilmugtir.

Tahmin degerleri Cizelge 2’de verilmistir.
Cizelge 2. Parametre tahminleri (Chen ve Cummins, 2009)
& A P R

0,4138 0,0942 0,3016 %67

Yineleme sonucu elde edilen EL, PFL , CEL degiskenleri ve x faiz orami Cizelge 3’te gosterilmektedir.
Yineleme; U seviyesi, /, oranmimn 0,9 ve 0,85 kati; M seviyesi ise [, oraninin 0,55 ve 0,50 kat1 olacak
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bigimde tekrarlanmigtir. Elde edilen x faiz oranlarinin ortalamasi 0,236844 ve medyani ise 0,212462
olarak hesaplanmistir. Ortalama ve medyan degerlerinin birbirine yakin ¢ikmasi bulunan sonuglarm tutarlt
olduguna isaret etmektedir.

Cizelge 3. Fiyatlandirma sonuglar (1)

U M EL PFL CEL X

0,9 0,55 0,06904575 0,5566667 0,125448 0,263251
0,85 0,55 0,06902551 0,2257143 0,365343 0,212462
0,85 0,5 0,06917293 0,2042857 0,384522 0,208581
0,9 0,5 0,06913593 0,5547619 0,126538 0,263081

Cizelge 4’te ise Ozgiin U ve M degerleri i¢in yineleme sayisi1 sirastyla 100, 500 ve 1000 olacak bicimde
degistirilmistir. Elde edilen x faiz oranlarinin ortalama ve medyan degerleri 0,2624632 olarak
hesaplanmigtir. Yineleme sayis1 artirildikca x faiz oraminin daha kararli bir yapiya ulastig
gbzlemlenmektedir.

Cizelge 4. Fiyatlandirma sonuglari (2)

U M EL PFL CEL X

0,9 0,55 0,06904575 0,5566667 0,125448 0,263251
0,9 0,55 0,06910451 0,5511429 0,127061 0,2626794
0,9 0,55 0,06913811 0,5470476 0,1281458 0,262247

6. Sonug ve oneriler

Sigorta sirketleri; insanlar karsilagabilecekleri finansal risklerden korumak amaciyla kurulmus olsalar da,
sirketlerin kendileri de gesitli riskler ile kars1 karsiyadirlar. Uzun 6miirliiliik riski de bu risklerden biridir.

ART, uzun Omiirliiliik riski problemine bir sermaye piyasasi ¢oziimii sunmaktadir. Boylece sigorta
sirketleri teminat altina aldiklar katastrofik riskleri, 6liimliliik riski lizerine yazilmig bonolar yardim ile
basarili bir sekilde finansal piyasalara transfer edebilmektedirler. Oliimliiliigiin menkul kiymetlestirilmesi
katastrofik risklerin finansal piyasalara aktarilmasina olanak tanidigindan, hayat sigortasi endiistrisinin
risk kabul kapasitesini artirmaktadir.

Bu calisma oliimliiliik endeksini bir sigrama siireci (jump process) olarak modelleyerek gelistirilebilir.
Oliimliilik endeksinin kararli dagilimlara uyumu da incelenebilir. Esscher ilkesi finansal ve aktiieryal
fiyatlandirma ilkeleri arasinda bir koprii kurmaktadir. Bu nedenle fiyatlandirma islemleri Esscher ilkesine
gore yapilarak, bu calismada bulunan sonuglar ile performans karsilastirmas: yapilabilir. Ayrica
fiyatlandirma islemleri denge fiyatlandirma modeli ve martingale yaklasimlar1 da gdzoniine almarak
degerlendirilebilir.
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