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Özet  

Bu çalışmada, Pareto dağılımının parametrelerinin ilerleyen tür tip-II sağdan sansürlü örneklemlere dayalı  
en çok olabilirlik (EÇO) ve en küçük kareler (EKK) tahmin edicilerinin yanları, hata kareler ortalamaları ve 
varyansları Monte Carlo simülasyon çalışması yardımıyla karşılaştırıldı. Ayrıca, değişik sansür şemaları için 

Pareto dağılımının β  parametresi için EÇO tahmin edicisinin kullanılması, λ  parametresi için ise EKK 

tahmin edicisinin kullanılması gerektiği sonucuna ulaşılmıştır. 

 

Anahtar Sözcükler: Đlerleyen tür sansürleme, en çok olabilirlik (EÇO) tahmin edicisi, en küçük kareler 
(EKK) tahmin edicisi, Hata kareler ortalaması (HKO), Pareto dağılımı, Monte Carlo simülasyonu. 

 
Abstract 

 

Least Squares Estimation of Parameters of Pareto Distribution Based on Progressive Type-II 

Right Censored Samples 

In this study, bias, mean square error (MSE) and variances of  maximum likelihood (ML) and least squares 
(LS) estimators based on progressive type-II right censored samples for parameters of Pareto distribution are 
comparised by using Monte Carlo simulation method. Moreover, it is concluded that used MLE for parameter 

β  and LSE for parameter λ  of Pareto distribution  for various censoring schemes. 

Keywords: Progressive type-II right censoring, Maximum likelihood estimator (MLE),  Least squares 

(LS) estimator , Mean square error, Pareto distribution, Monte Carlo Simulation.  

1. Giriş  

Bir sistemin güvenilirliği için sonuç çıkarımı yaparken sistemi oluşturan tüm bileşenlerin bozulma 
zamanlarını gözlemlemek her zaman mümkün olmayabilir. Örneğin; bir klinikte tedavi gören hastalara 
ilişkin veriler, eksiksiz gözlenemeyebilir veya pahalı bir elektronik parçanın yaşam zamanı hakkında bilgi 
edinmek için yapılan yaşam testinde, parçaların hepsinin bozulmalarının gözlenmesi, maliyeti ve test 
zamanını artıracağından istenmeyebilir. Bu tip durumlarda, deney yada gözlem sonrası sansürlenmiş veri 
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elde edilir. Tıp, biyoloji, sigortacılık,  mühendislik, kalite kontrol ve bir çok alanda sansürlenmiş verilerle 
karşılaşılmaktadır.  

Deney ya da gözlemler sonucunda değişik sansür türleriyle karşılaşmak mümkündür. Birinci tip 
sansürleme olarak adlandırılan sansürleme modeli, t  gibi önceden belirlenmiş bir zamandan önce, 
sistemdeki bozulan birimlerin bozulma zamanının gözlenmesi durumudur. Đkinci tip sansürleme olarak 
adlandırılan sansürleme modeli, n  birimden oluşan bir sistemin bozulan nk ≤  biriminin bozulma 
zamanının gözlenmesi durumudur. Rasgele sansürleme olarak adlandırılan sansürleme modeli ise 
birimlerin bozulma zamanlarının başka bir rasgele olaydan dolayı sansürlenmesi durumudur ([7],[8]). 

Đkinci tip sansürlemenin en popüler olanı, ilerleyen tür tip-II sağdan sansürlemedir. Bu sansürleme modeli 
şu şekilde izah edilebilir: n sayıda bileşenin (aynı yaşam zamanı dağılımına sahip)  yaşam testine tabi 

tutulduğu düşünülsün. Sistemde meydana gelen 1. bozulma ile rasgele 1R  sayıda bileşenin sistemden 

çekildiğini, daha sonra hayatta kalan 11 −− Rn  bileşenden, 2. bozulma ile rasgele 2R  sayıda bileşenin 

sistemden çekildiğini ve böylece .m  bozulma ile rasgele mR  sayıda bileşenin sistemden çekilmesiyle m  

bileşenin bozulma zamanı gözlenir.  Bu şekilde elde edilen  m  hacimli örnekleme ilerleyen tür tip-II 

sağdan sansürlü örneklem denir [2]. Burada ∑ =
+=

m

i iRmn
1

 biçimindedir ve ( )mRRR ,,, 21 K=R  

sansür şeması olarak adlandırılır.  

 

 

 

 

 

Şekil 1. Đlerleyen tür tip-II sağdan sansürlü örneklem plânı 

RRR
nmmnmnm XXX ::::2::1 <<< L ,  olasılık yoğunluk fonksiyonu f  ve dağılım fonksiyonu F  olan 

dağılımdan alınan ilerleyen tür tip-II sağdan sansürlü örneklem olmak üzere RRR
nmmnmnm XXX ::::2::1 <<< L  

nin ortak olasılık yoğunluk fonksiyonu  

( )R R R
1: : 2: : : :

1 2, , ,
, ,...,

m n m n m m n
mX X X

f x x x
K

( ) ( )[ ] ∞<<<<<−∞−= ∏
=

m

m

i

R

ii xxxxFxfA i
L21

1

,1                     (1) 

biçiminde verilir, burada;  

( ) ( )11 1211 +−−−−−××−−= − mRRRnRnnA mLL                                            (2) 

şeklindedir. (1)’de ( )0,,0 K=R  alınırsa bilinen sıra istatistiklerinin ortak olasılık yoğunluk fonksiyonu, 

( )mn −= ,,0 KR  alınırsa tip-II sağdan sansürlü sıra istatistiklerinin ortak olasılık yoğunluk fonksiyonu 

elde edilir.  

R
nmsX

~

:: ,  1 ortalamalı üstel (standart üstel) dağılımdan alınmış ilerleyen tür tip-II sağdan sansürlü .s  sıra 

istatistiği olmak üzere bu rasgele değişkene ilişkin beklenen değer, varyans ve kovaryanslar;  
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( ) ( ): : : : : :, ,R R R
r m n s m n r m nCov X X Var X r s= <                                                 (5) 

şeklindedir [2]. 

Bir sistemin güvenilirliği incelenirken; ilgilenilen rasgele değişken yaşam zamanıdır. Bir rasgele 
değişkenin dağılımı, yaşam zamanı dağılımı olarak adlandırılan, Weibull, Gamma, Lognormal, Pareto I ve 
Gompertz gibi dağılımlar olabilmektedir. Bazı dağılımlar için Đlerleyen tür tip-II sağdan sansürleme 
altında parametre tahmini ile ilgili bazı makaleler ve tezler [3],[4], [5], [6], [7], [8], [11], [12]  ve [16] 
olarak sıralanabilir. 

Đlerleyen tür tipII sağdan sansürlü örneklem durumunda bir sistemin yaşam zamanının Pareto dağılımına 
sahip bir rasgele değişken olduğu düşünüldüğünde bu dağılımın parametreleri için en küçük  kareler 
tahminin elde edilmesi ve bu tahmin edicinin en çok olabilirlik tahmin edicisiyle karşılaştırılması ve hangi 
tahmin edicinin kullanılması gerektiğini önermek tahmin problemi için çok önemlidir.  

Pareto Dağılımı ilk olarak [13] tarafından ortaya atılmıştır. X  rasgele değişkeni, Pareto I dağılımına sahip 
ise, sırasıyla, olasılık yoğunluk ve dağılım fonksiyonu, 

( ) ( ) 0,0,1 >>>= +− λβλβ λλ xxxf                                                       (6) 

( ) λλβ −−= xxF 1                                                        (7) 

şeklindedir. Bu dağılım gerçekte Pearson Tip-VI dağılımının özel bir halidir. Hazard (bozulma) oranı 

( ) 1−= xxh λ  olup azalandır. Pareto I  dağılımının beklenen değer ve varyansı, sırasıyla, 

( ) ( ) 1,1 1
>−=

−
λλλβXE                                                                                                                        (8) 

( ) ( ) ( ){ } 2,21
122 >−−=

−

λλλλβXVar                                                                                                (9) 

biçimindedir. Pareto I dağılımı aynı zamanda Lomax dağılımı olarak da bilinir. Pareto I dağılımı için 

( )βλ,IPareto  gösterimi kullanılacaktır. Tam örneklem durumunda, Pareto dağılımının parametrelerinin 

tahmini konusunda birçok çalışma yapılmıştır ([1], [10] ve [15] ).  Örneklemin ilerleyen tür tip-II sağdan 
sansürlü olması durumunda ise Pareto dağılımı için parametre tahmini konusunda yapılan bazı çalışmalar 
[8], [9] [14] ve [17] biçiminde gösterilebilir.  

Bu çalışmada, Pareto dağılımının parametrelerinin ilerleyen tür tip-II sağdan sansürlü örneklemlere dayalı  
en çok olabilirlik (EÇO) ve en küçük kareler (EKK) tahmin edicilerinin yanları, hata kareler ortalamaları 
ve varyansları Monte Carlo simülasyon çalışmasıyla karşılaştırıldı. 

Bu çalışmanın ikinci bölümünde, ( )βλ,IPareto  dağılımının bilinmeyen parametrelerinin ilerleyen tür 

tip-II sağdan sansürlü örnekleme dayalı en çok olabilirlik ve en küçük kareler  tahmin edicileri elde 
edilmiştir ve bu tahmin edicilerin karşılaştırılmasında Monte Carlo simulasyonu kullanılmıştır.  
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2. Pareto Dağılımının Parametrelerinin Đlerleyen Tür Tip-II Sağdan Sansürlü Örneklemlere 
    Dayalı Tahmini 

Bu bölümde, Pareto dağılımının parametrelerinin ilerleyen tür tip-II sağdan sansürlü örneklemlere dayalı 
en çok olabilirlik ve en küçük kareler tahmini konusu incelenecektir. 

2.1. En çok olabilirlik tahmini  

RRR
nmmnmnm XXX ::::2::1 <<< L  ( )βλ,IPareto  dağılımına sahip bir kitleden alınmış ilerleyen tür tip-II 

sağdan sansürlü örneklem olmak üzere (1) ve (6) kullanılarak log-olabilirlik fonksiyonu aşağıdaki gibi 
elde edilir. 

( )

( )( ) ( )

R

R R R R
: : 1: : 2: : : :1

log , | x

log log log 1 1 log ,
m

i i m n m n m n m m ni

L

A m n R x x x x

β λ

λ λ β λ β
=

=

+ + − + − < < < <∑ L

        (10) 

Burada ( )R R R R
1 2x :m:n :m:n m:m:nx ,x , ,x= K  ve A , (2)’de tanımlandığı gibidir. Log-olabilirlik fonksiyonunun  

λ  ve β  ’ya göre türevlerinin 0 ’a eşitlenmesi sonucunda  λ  ve β  parametrelerinin en çok olabilirlik 

tahmin edicileri sırasıyla aşağıdaki gibidir. 

R
nmX ::1

ˆ =β                                                                   (11)         

( ) ( ) ( )∑ =
−+

=
m

i nmii nXR

m

1 ::
ˆloglog1

ˆ
β

λ
R

                                                       (12) 

biçimindedir [11]. 

2.2. En küçük kareler tahmini  

X , ( )βλ,IPareto  dağılımına sahip bir rasgele değişken ise ( ) ( )βλλ loglog −= XZ  rasgele 

değişkeni,  1 ortalamalı üstel (standart üstel) dağılıma sahip bir rasgele değişken olur.  

: :
R
s m nX , ( )βλ,IPareto  dağılımından alınmış ilerleyen tür tip-II sağdan sansürlü .s  sıra istatistiği olmak 

üzere ( ) ( ): : : :log logR R
s m n s m nZ Xλ λ β= − , standart üstel dağılımdan alınmış ilerleyen tür tip-II sağdan 

sansürlü .s  sıra istatistiğidir.  

1: : 2: : : :, ,...,R R R
m n m n m m nx x x , ( )βλ,IPareto  dağılımından alınan ilerleyen tür tip-II sağdan sansürlü örneklemin 

gözlenen değerleri olsun. Bu çalışmada amaç ( )βλ,IPareto  dağılımının λ  ve β  parametrelerini 

tahmin etmektir. Bunun için 

( ) ( ): : : :log logR R
s m n s m n sZ xλ λ β ε= − +                                         (13) 

regresyon denklemi göz önüne alınsın. Regresyon denklemini tahmin etmek için gerekli olan : :
R
s m nz  

örneklem değeri, bilinmeyen λ  ve β  parametrelerine bağlı olduğundan : :
R
s m nz  değeri gözlenemez ancak 
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: :
R
s m nz  değeri yerine tahmin değeri kullanılabilir.  Bu çalışmada  : :

R
s m nz ’nin tahmin değeri olarak standart 

üstel dağılımdan alınmış ilerleyen tür tip-II sağdan sansürlü sıra istatistiklerinin beklenen değerleri 

kullanılmıştır. Yani, ( ): : : :
R R
s m n s m nz E Z=  şeklindedir. Burada ( ): :

R
s m nE Z  değerleri  (3) eşitliği ile 

hesaplanabilir. Weibull dağılımının parametrelerinin tahmini için geliştirilen yöntemden [11] faydalanarak 
λ  ve β  parametreleri tahmin edilebilir. (13) ile verilen regresyon denklemi parametrelerine göre lineer 

değildir. Bu çalışmada λ  ve β  parametrelerinin en küçük kareler tahminlerinin elde edilmesinde 

Marquardt algoritması [11] kullanılmıştır.  

3. Simülasyon Çalışması 

( ),Pareto λ β  dağılımından ilerleyen tür tip-II sağdan sansürlü örneklem elde etmek için [3]  tarafından 

önerilen algoritma kullanılabilir. Bu algoritma aşağıda verilmiştir. 

mWWW ,,, 21 K  bağımsız ve ( )1,0Düzgün  dağılımından alınmış m birimlik bir örneklem ve  

miWV

m

imj

jRi

ii ,,2,1,

1

1
K=

∑
=

−

+−=













+

                                                                                                             (14)  

olmak üzere 

R
: : 1 11 , 1,2, ,i m n m m m iU V V V i m− − += − =L K                                                        (15) 

biçiminde R
: :i m nU  rasgele değişkeni tanımlansın. Bu durumda R R R

1: : 2: : : :m n m n m m nU U U< < <L  ( )1,0Düzgün  

dağılımından alınmış ( )1 2R , , , mR R R= K  sansür şemalı ilerleyen tür tip-II sağdan sansürlü örneklem 

olmaktadır. Son olarak ( )R 1 R
: : : : , 1,2, ,i m n i m nX F U i m−= = K  rasgele değişkeni tanımlansın. Burada ( )⋅−1F , 

sayı üretilmek istenilen sürekli dağılımın, dağılım fonksiyonunun tersidir. O zaman 
R R R
1: : 2: : : :m n m n m m nX X X< < <L , sürekli F  dağılımından alınmış R  sansür şemalı ilerleyen tür tip-II sağdan 

sansürlü örneklem olmaktadır [3]. 

Pareto dağılımının parametrelerinin ilerleyen tür tip-II sağdan sansürlü örneklemlere dayalı en çok 
olabilirlik ve en küçük kareler tahmin edicilerinin performanslarını yan, varyans ve HKO  bakımından 

incelemek ve karşılaştırmak için, , ,λ β , ,n m R  ve k  değerleri için ( ),Pareto λ β  dağılımından ilerleyen 

tür tip-II sağdan sansürlü örneklem alınarak 15000 tekrarlı simülasyon çalışması sonucunda elde edilen 
sonuçlar Çizelge 1 ve Çizelge 2 ’de verilmiştir. Bu tablolardan elde edilen sonuçlar aşağıda verilmiştir. 

4. Sonuç ve öneriler 

Bu çalışmada, Pareto dağılımının parametrelerinin ilerleyen tür tip-II sağdan sansürlü örneklemlere dayalı 
en çok olabilirlik (EÇO) ve en küçük kareler (EKK) tahmin edicilerinin yan, HKO ve varyanslarına ilişkin 
bir Monte Carlo simülasyon çalışması yapıldı ve elde edilen sonuçlar Ekler bölümündeki Çizelge 1 ve 
Çizelge 2 ’de verilmiştir. Bu tablolardan elde edilen sonuçlar aşağıda verilmiştir.  

• n  sabit tutulup m  arttırıldığında, λ  ve β  parametresinin EÇO ve EKK tahmin edicilerinin yanları 

ve HKO ’ları azalmaktadır.  
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• Bütün sansür şemaları için, β  ’nın EKK tahmin edicisinin yanı ve HKO ’sı, EÇO tahmin edicisinin 

yanına ve HKO ’sına göre daha büyük elde edilmiştir. Dolayısıyla değişik sansür şemaları için β  için 

EÇO tahmin edicisinin kullanılması gerektiği önerilebilir. 

• Bütün sansür şemaları için, λ  ’nın EKK tahmin edicisinin yanı ve HKO ’sı, EÇO tahmin edicisinin 
yanına ve HKO ’sına göre daha küçük elde edilmiştir. Dolayısıyla değişik sansür şemaları için λ  için 
EKK tahmin edicisinin kullanılması gerektiği önerilebilir. 
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