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Ozet

Bu ¢alismada, tek yonlii varyans analizinde varyanslarin homojenligi ve dagilimin normalligi varsayim
bozulumlart ele alinmistir. Aykirt deger iceren normal olmayan Weibull dagilim icin farkli varyansh
gruplarda saglam Brown-Forsythe (RBF) ve saglam Gelistirilmis Brown-Forsythe (RMBF) test istatistigi
onerilmistir. Weibull dagilimi igin gelistirilen saglam test istatistiklerinin davranisi benzetim galismasi
yapilarak 1. tip hata olasiliklar1 bakimindan, yiizdelik ve yiizdelik en kiigiik kareler dayali saglam tahmin
yontemine gore grup sayisit k=3, 9 i¢in incelenmistir. Dengesiz gruplarda, esit olmayan ortalamali ve homojen
olmayan varyansli deneme kombinasyonlar1 ele alinmistir. Onerilen saglam test istatistiklerinin varsayim
bozulumlarina kars1 iyi bir performansa sahip oldugu gosterilmistir.

Anahtar sézciikler: ANOVA, Weibull Dagilim, Welch, Brown-Forsythe, Gelistirilmis Brown-Forsythe.
Yiizdelik, Yiizdelik En Kiigiik Kareler.

Abstract
Comparing Robust Test Statistics in Unbalanced Designs

In this study, the violations of the assumptions, heteroscedasticity and non-normality are consedered in the
one-way ANOVA. Robust Brown-Forsythe (RBF) and robust modified Brown-Forsythe (RMBF) test statistics
are developed for the non-normal data assumed to be Weibull distribution with outliers. In the simulation
study, using different experimental designs, type I error risks of the improved robust test statistic for the
Weibull distribution are obtained with respect to 2 different robust methods which are quantile and least
square quantile. Unbalanced sample sizes with homogeneous and heterogeneous variances are considered for
k=3,9 groups. The simulations results show up that the proposed robust tests have a good performance.

Keywords: ANOVA, Weibull Distribution, Brown-Forsythe, Modified Brown-Forsythe, Quantile, Quantile
Least Square.

1. Giris

Cevap degiskenini etkileyen tek etkenin ikiden fazla kitle ortalamasinin esitligi, tek yonlii varyans
¢oziimlemesi (ANOVA) yontemi ile arastirilir. ANOVA’da klasik F' testinin uygulanabilmesi igin
gozlemlerin birbirinden bagimsiz elde edilmesi, gozlemlerin elde edildigi kitle dagilimlarinin normal
dagilim gostermesi ve gozlemlerin elde edildigi kitle dagilimlarina ait varyanslarmm homojen olmasi
varsayimlarmin saglanmasi gerekir. Gozlemlerin elde edildigi kitle dagilimlarinin normal dagilim
gostermemesi normal olmayan dagilim sorunu olarak adlandirilir. Her bir deneme ile elde edilen
gozlemlerin cekildigi kitle varyanslarinin homojen olmamasi ise farkli varyanslilik (heteroscedasticity)



D. Karagéz / Istatistikgiler Dergisi: Istatistik&Aktiierya 6 (2013) 79-85 80

olarak adlandirilir. Farkli varyanslilik sorunu oldugunda karsilasilan iki temel sorundan ilki F' testine ait
testin £, , y ) dagilimmna uymamasi, ikincisi ise aragtirmaci tarafindan belirlenen anlam diizeyinin test

sonunda korunamamasidir. Test istatistiginin varyans farliliklarina karsi duyarli olmasindan dolay: klasik
F -testi ¢ok biiyiik hata olasiligina sahip olabilir [11].

ANOVA’da normallik varsaymm altinda, farkli varyanslilik sorunu dikkate alinarak litaretiirde yapilan
caligmalarda klasik F testi yerine, KruskalWallis Testi [7], Welch Testi [15], James Testi [5], Box F Testi
[3], Brown-Forsythe Testi [4], Gelistirilmis Brown-Forsyth Testi [6], Yeni y” testi [8] ve bunlara alternatif
testlerin kullanilmas1 Onerilmistir. James 1951 [5] ve Welch 1951 [16] grup ortalamalarinin esitligi
hipotezi altinda test istatistigi dagiliminda kiiglik Orneklemler icin daha uygun olan gelistirilmis
yaklasimlar elde etmislerdir. Kulinskaya ve arkadaslar1 2003 [8] alternatif hipotez (grup ortalamalar1 esit
degil) altinda test istatistiginin dagilimimi bulmak i¢in Welch metodunu gelistirip test istatistigi i¢in dogru
giic hesaplamalar elde etmislerdir. Wilcox 1995 [16], Wilcox 1997 [17] , Keselman ve Wilcox 1999 [6]
ve birgok arastirmaci kitlenin konum ve Olgek parametrelerinin saglam tahmin edicilerini kullanarak
Welch yontemi lizerine ¢alismalar yapmiglardir.

Senoglu ve Tiku 2001 [12] calismasinda etkilesim terimli iki yonlii klasifikasyon modeli gbz oniinde
bulundurulmus ve normal dagilima sahip olmayan hatalarn konum oOl¢ek ailesine ait oldugu
varsayillmistir. Senoglu 2005 [13] calismasinda, degistirilmis olabilirlik yontemi kulanilarak hata terimi
Weibull dagilimli olan 2" faktériyel deney diizenlerinde parametreler igin sag lam ve etkin tahmin ediciler
gelistirmistir. Tiku ve Senoglu 2009 [14] calismasinda normal olmayan hata dagilimi altinda dengeli
tamamlanmamig blok (BIB) diizenlerinde bilinmeyen parametrelerin degistirilmis maximum olabilirlik
tahmin edicilerini elde etmislerdir. Bu tahmin edicilerin klasik en kiigiik kareler tahmin edicilerine gore
daha etkin ve saglam oldugu gosterilmistir.

Bu ¢alismada normalligin bozulmus oldugu aykir1 deger igeren 2 parametreli Weibull dagilimi igin saglam
yontemler kullanilarak tek yonlii varyans ¢oziimlemesinde test istatistiginin gelistirilmesi amag¢lanmigtir.
Yiizdelik (Q) ve yiizdelik en kiiglik kareler (QLS) yontemleri kullanilarak Weibull dagilimli
orneklemlerde saglam Brown Forsythe (RBF) ve saglam gelistirilmis Brown Forsythe (RGBF) test
istatistikleri formiilii gelistirilmistir. Bu test istatistiklerini hesaplayan algoritmalar MATLAB programi
kullanilarak yazilmigtir. Gelistirilen saglam test istatistiklerinin davramiglari benzetim calismasi ile
incelenmistir.

Ikinci béliimde Weibull dagilini ele alinmis ve parametre tahminleri hakkinda bilgi verilmistir. Ugiincii
boliimde saglam varyans ¢oziimlemesinde test istatistikleri ele alinmuistir. Dordiincii boliimde ise, Weibull
dagilimi igin gelistirilen saglam test istatistiklerini davraniglar: benzetim galismasi yapilarak incelenmistir.
Son béliimde ise, bu ¢aligmasinin amaci dogrultusunda neler yapildigi hakkinda 6zet bilgi verilmistir.
Benzetim c¢alismasinin sonuglari {izerinde durulmustur.

2. Metodoloji

Weibul dagiliminin olasilik yogunluk fonksiyonu f , (x)zg(x/l)ﬁ “exp[-(x/1)*], ve dagilim

fonksiyonu £ ;(x) =1- exp[—(x/2)" ], x,A,8>0 bicimindedir.Weibull dagihminda A parametresi
olgek parametresi, 3 parametresi ise bigim parametresi olarak adlandirilmaktadir. Weibull dagilimli
rastlanti  degiskeninin (rd.) beklenen  degeri EX)=A'(1+1/p) ve  varyansi
Var(X)= [T (1+2/B)-T*(1+1/B)] bigimindedir. Bu dagilimda ortalama ve varyans tahmini

dagilmin S bigim ve A 6lgek parametrelerinin birer fonksiyonudur. Weibull dagiliminin dlgek ve bigim

parametrelerinin saglam tahminleri elde edildikten sonra, bu dagilima ait ortalama ve varyans iginde
saglam tahminlere ulasilabilir.
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Weibull dagilimina ait bigim ve 6l¢cek parametrelerinin, ortalamanin ve varyansin saglam tahminleri
Weibull dagilimmin yiizdeliklerinden elde edilecektir. g, Weibull dagiliminin teorik o — yiizdeligini
1

ifade etmektedir ve g, = A[log(1 —a)]ﬁ bigimindedir.

Teorik ylizdelikler 9o, V€ 4o, deneysel yiizdeliklerle éa ve éa yer degistirilerek elde edilen bigim
_log(1- 2)

log (jaz /(ja] log(1-

yiizdelikler, Weibull dagilimhi X,,..., X, gozlemlerinin deneysel a;, 1=1,2 yiizdeliklerini gosterir.

parametresinin Q tahmin edicisi B 0= ———==] bic¢imindedir. Ve deneysel

0<a <1 i¢in Q tahmin edicisi ﬂt =q,/[-log(1- a) Po , bicimindedir [9].

Bu parametre tahminleri géz 6niinde bulundurularak Weibull dagiliminin ortalama ve varyansinin Q
tahmin edicileri

fiyg =A,T(1+1/B ) (1)

G o = Ap[T(1+2/B ) -T>(1+1/8 p)1. )

elde edilmistir.
1

Weibull dagiliminda ¢, = F(a)™ Zﬂ,[—log(l—a)]ﬁ yiizdelik fonksiyonun logaritmas: alinarak ve
teorik  yiizdelikler deneysel yuzdelikler ile yer degistirilereck deneysel c.d.f 'nin tersi

. 1 .
logqy,.,, =log A+ Elog(— log(1-a,))+¢, bigiminde elde edilir. Burada y, =logq,,., ve

z, =log(~log(1-a,)) = G'(i/(n+1)) olmak iizere dogrusal regresyon denklemi: y,=b,+bz +e¢,.
Dogrusal regresyon parametrelerine bagli olarak Weibull dagiliminin 6lgek ve bigim parametreleri
A= exp(l;o) ve ﬁA = l/l;] bi¢imindedir. Regresyon denkleminde b, ve b, parametre tahminleri i¢in
saglam regresyon tahmin edicileri olan QLS tahmin edicisi kullanilir. Rregresyon denkleminde sabit ve
egim i¢in QLS tahmin edicileri y, =10g¢q,,.,,» 2z = G ' (il(n+1)), 0<& <12, #=n-2lan]

olmak lizere

N n—Lan ] n—Lan] n—Lan ]
. I’l' A Z;) _' Z Zi' Z Vi . 1 n—\_&‘nJ n—Lain |
b, QLS= ok 1=Lw;J+le j=tanJ+' ve b, OLS=— —b OLS > z,
~ Z _( z Z) n —L&nJH n i=Lanl+1
i=Lanl+ i=Lanl+1

bicimindedir [2].

Regresyon parametre tahminleri dayali Weibull dag111m1na ait Olgek ve bigim parametreleri igin QLS
tahmin edicileri ZQLS exp(bOQLS) ve ﬁ ors =1/byy, ¢ bigimindedir. QLS saglam tahmin ediciler

g0z Oniinde bulundurularak Weibull dagiliminin ortalama ve varyansinin QLS tahmin edicileri

i WOLS A QLSF(H'I//§ QLS) (3)

6 wous = Fous [TA+2/ ) ~T> (14 U yy6)] 4)
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bi¢ciminde elde edilmistir.

3. Saglam Varyans Coziimlemesi

Bu bolimde Brown-Forsythe ve Gelistirilmis Brown-Forsythe test istatistikleri ele alimustir. Bu test
istatistiklerindeki ortalama ve varyans yerine saglam yontemlere dayali ortalama ve varyans tahminleri
kullanilmistir. Weibull dagilimli veriler i¢in saglam tek yonli varyans ¢oziimlemesinde (RANOVA) bu
test istatistikleri asagidaki gibi elde edilmistir.

Saglam Brown-Forsythe test istatistigi

k
zni(lari. - lar..)2
RBF = l‘k‘ ()
> (1-n/N)6;,
i=1

bi¢imindedir. RBF test istatistiginin dagilimi k& —1 ve v, serbestlik derecesi

(-G T

V. =
D (1-n/N)*61/(n,—1)
i=1

ile F,_,, dagilimmna sahiptir.

(6)

Saglam Gelistirilmis Brown-Forsythe testi
k
zni (lari. - lar..)2

RMBF = i:k‘ @)
> (1-n/N)o,

i=1

bigimindedir. Mehrotra 1997 [10] yaklasimi kullanilarak payin serbestlik derecesini v ,

[ (1-n,/N)62]
v = = . )
K zni&rzi znzdfi

z&fi +[ i=1 ]2 —7 =l
P N N

elde edilir. RMBF' test istatistii v, ve v serbestlik dereceleri ile F, L dagilimina sahiptir.

4. Benzetim Calismasi

Weibull dagilimi igin gelistirilen saglam test istatistiklerinin davranigi yapilan benzetim calismasi ile esit
ortalamali + homojen varyansli (E) ve esit olmayan ortalamali + homojen olmayan varyanslh (F) dengesiz
gruplar igin 2 farkli saglam tahmin yontemine gore incelenmistir. Deneme kombinasyonlarinda grup
sayisinin etkisini arastirmak igin grup sayist k =3,9 olarak alinmustir. Benzetim ¢alismasi ile farkli

saglam yontemlere dayali Gnerilen saglam test istatistikleri 1. tip hatalar1 bakimindan karsilagtirilmustir.

Ik indis E: "Esit ortalama + homojen varyans", F: "Esit olmayan ortalama + homojen olmayan varyans"
ifade etmektedir. A, B harfleri ile gosterilen ikinci indis denek sayisi biiyiikliiklerini belirtmektedir:

* EA: Esit ortalamali, homojen varyansh, k=3,9, n. =5,10,15, [, =1.5,4, =1]
i j j
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* FA: Esit olmayan ortalamali, homojen olmayan varyansli, k=3,9, n, =5,10,15
[B;=1.5,---2,2.5,4, =1]

« EB: Esit ortalamali, homojen varyansli, k=3, 9, n, =10,20,30 , [ﬂj =1.5, ﬂ,j =1]
« FB: Esit olmayan ortalamali, homojen olmayan varyansli, k=3,6,9, n, =10,20,30
[B; =1.5,---2,2.5,4, =1]

Benzetim ¢aligmasinda Weibull dagilimi W (1, ) gosteren gruplarda Q ve QLS tahmin edicileri
kullamlarak onerilen saglam test istatistikleri ve klasik /' i¢in 1. tip hatalar1 10.000 tekrardan 0.05
yanilma diizeyinde elde edilmistir. Yiizdelik yontemlerde a = %30 olarak almmustir. Test istatistiklerinin
davramigini alt gruplarda bozulumlar oldugunda incelemek amaci ile bozulmus model ele alinmigtir.
Bozulmus modelde gozlemlerin %80°ni W (1, f) dagilimma ait iken %20°’si ise aykirt degerdir (0.80

W (1, ) +0.20(100 Uniform(0,1)).

5. Benzetim Cahismasi Sonuglari

Benzetim ¢alismasi yukarida belirtilen deneme kombinasyonlar1 ele alinarak, 2 saglam yonteme gore
saglam test istatistiklerine ait 1. tip hatalar elde edilmis ve tablolarda sonuglar (1.tip hata*100=1 ) olarak
verilmistir. Elde edilen 1. tip hatalar1 bakimindan saglam test istatistikleri karsilagtirilacaktir.

Cizelge 1. Saglam yontemlere gore test istatistikleri i¢in T degerleri

Deney diizeni EA FA EB FB
RE Mod;:l/Test 1 2 1 2 1 2 1 2
Ist
k=3 Q F 6.36 | 28.85 | 12.32 32.66 6.37 | 83.61 | 12.39 | 83.47
RBF 1243 | 4.95 14.47 10.26 | 17.23 | 1523 | 16.95 6.11
RMBF 6.35 4.95 8.78 7.31 9.68 9.15 12.11 10.87
QLS | F 6.23 | 29.85 | 12.13 31.96 6.79 | 82.85 | 12.55 | 83.74
RBF 8.75 6.22 11.80 6.84 1521 | 12.05 | 15.79 | 13.36
RMBF 442 3.01 8.02 4.46 8.07 6.66 10.89 8.06
Deney EA FA EB FB
diizeni
RE Mod;:l/Test 1 2 1 2 1 2 1 2
Ist
k=9 Q F 598 | 67.74 | 13.85 67.95 5.66 | 87.59 | 1446 | 88.07
RBF 12.50 | 7.67 12.26 8.20 25.50 | 22.52 | 19.82 | 19.71
RMBF 5.93 3.21 7.54 4.44 16.55 | 10.66 | 12.24 | 10.31
QLS | F 13.85 | 67.67 | 13.85 68.74 5.79 8.80 13.66 | 87.42
RBF 4.17 3.22 4.17 4.77 17.29 | 14.08 | 14.09 | 12.59
RMBF 4.07 4.01 4.07 4.40 7.16 4.65 7.16 5.22

Grup sayisi kii¢iik oldugunda k=3 saglam yontemlere gore test istatistikleri i¢in T degerleri Cizelge 1°de
verilmistir. Bu ¢izelgeye gore bozulmus modelde QLS yontemlerinden elde edilen RMBF, test
istatistiginin iyi bir performansa sahip oldugu ve RBF test istatistiklerine alternatif oldugu soylenebilir.
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Varyanslar homojen olmadiginda ve grup genislikleri esit olmadiginda k=3 i¢cin Q, QLS saglam
yoOntemlerine gore RBF test istatistiginin temiz model i¢in 1. tip hatalarmin arttigi ve bu modellerde iyi
sonug vermedigi sOylenebilir.

Grup sayis1 biiyiilk oldugunda bozulmus modellerde en iyi performansa sahip olan test istatistigi
RMBF’dir. Bozulmus modelde klasik F'’in bozuldugu goriilmektedir. Sonuglara bakildiginda bozulmus
modellerde saglam test istatistikleri arasinda RMBF' test istatistigi optimaldir. Varyanslar homojen
olmadiginda hem temiz 6rneklem modelinde hemde bozulmus 6rneklem modellerinde QLS yontemine
dayali RMBF test istatistiginin en iyi performansa sahiptir.

Varyanslar homojen oldugunda, temiz oOrneklemlerde klasik F testinin 1. tip hata olasiliginin
kabuledilebilir diizeyde oldugu sdylenebilir. Fakat bozulmus modelde klasik F testinin ciddi oranda
bozuldugu goriilmektedir.

Varyanslar homojen olmadiginda klasik F' testinin tim modeller i¢in bozuldugu goriilmektedir. Grup
sayis1 kiiglik oldugunda QLS yontemlerine gore elde edilen RMBF test istatistigi istenen 1. tip hataya
sahiptir. Grup sayist bilyiik olan denemelerde (k=9 i¢in) QLS yontemine gore elde edilen RMBF test
istatistiginin 1. tip hatasi istenen diizeydedir.

6. Sonug ve oneriler

Bu c¢alismada Weibull dagilimi igin saglam yontemler kullanilarak ANOVA’da test istatistikleri
gelistirildi. Bu dagilima iligkin ortalama ve varyans tahmin edicileri 2 saglam yonteme gore elde edildi.
Saglam yontemlere dayali ortalama ve varyans tahmin edicileri kullanilarak farkli varyanslilik sorunu
baslig1 altinda 6nerilen RBF ve RMBF test istatistikleri elde edildi. Bu test istatistiklerini hesaplayan
algoritmalar MATLAB program kullanilarak yazildi.

Weibull dagilimi i¢in gelistirilen saglam test istatistiklerinin davranigi 10.000 tekrarh benzetim c¢aligmasi
yapilarak, 2 farkli saglam tahmin yontemine gore; Esit-esit olmayan ortalamali ve homojen-homojen
olmayan varyanshi dengesiz gruplar i¢cin deneme kombinasyonlar1 incelendi. Bu deneme
kombinasyonlarinda grup sayisinin etkisini arastirmak i¢in grup sayist k = 3,9 olarak alindi. Benzetim

caligmasi ile farkli saglam yontemlere dayali 6nerilen saglam test istatistikleri 1. tip hatalar1 bakimindan
kargilagtirdi. Elde edilen sonuglar karsilastirilarak, Weibull dagilimi altinda ANOVA’da saglam test
istatistiklerinin performansinin iyi oldugu gosterildi.

Yiizdelik yontem her deneme kombinasyonu igin iyi bir performansa sahip degildir. Fakat, basit ve
anlagilmasi kolay bir yontem olmasindan dolay1r bozulmus modelde, grup genisligi ¢cok biiyiikk deney
kombinasyonlar: diginda kullanilabilir. Gruplardaki denek sayisi az ve n kiigiik oldugunda klasik F
model bozulumdan etkilenmemistir. Fakat n ve k arttikca klasik F ¢ok ciddi oranda bozuluma
ugramistir. QLS yOntemine gore elde edilen test istatistikleride iyi sonu¢ vermektedir. Gruplardaki denek
sayis1 az oldugunda RBF test istatistigi RMBF’ye alternatif olarak kullanilabilir. RMBF test istatistigi tim
deneme kombinasyonlarinda ve tiim yontemlere gore en iyi performansa sahip test istatistigidir. Gruptaki
denek sayis1 fazla oldugunda diger tiim test istatistiklerinin bozuluma ugramasina ragmen bozulmamistir
ve ¢ok 1yi bir performansa sahiptir.

Bundan somaki calismalarda Gamma, Lognormal dagilim gibi farkli ¢arpik dagilimlar RANOVA’da
incelenebilir. Iki yonlii varyans ¢oziimlemesinde saglam test istatistikleri ¢aligilabilir. Farkli deney
diizenleri i¢in saglam varyans ¢oziimlemesi yapilabilir.
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