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Ozet: Sayima dayal olarak elde edilen verilerin analizinde, Poisson ve negatif binomial regresyon yéntemleri
kullaniimaktadir. Peisson dadiimina sahip sayima dayah olarak elde edilen veriler, beklenenden daha fazla sayida sifir
- degerine sahip olabilir. Fazla sayida sifir dederine sahip bagimlt dediskenin modellenmesinde, sifir adirlikl poisson’”
{ZIP} regresyonunun kullaniimasi uygun bir yaklagimdir. ZIP, veri kiimesinin iki farkll fip veriden olugtugunu’
varsaymaktadir. Bunlardan birincisi, sifir dederlerine sahip olabilen ve Poisson dadilimina sahip sayima dayal veriler,
buna karsin ikinci tip ise daima sifir dederleri alan veriler olmaktadsr. Sifir deger adirlikl negatif binomial (ZINB) -
regresyon ve hurdle madel sifir degerlerinin gok oldugu veri kiimeleri igin kullanilan alternatif modellerdir. ZIP
regresyonunda oldugu gibi, ZINB regresyonunda da sifir olan ve olmayan gdzlemler iki fakh sekilde modellenmektadir.
Hurdle model ise iki agamadan olugmaktadir. Birincisi, sifir sayimlara {0) kargi pozitif sayimlan(1) gdsteren binary
cevaplar; ikincisi ise yalniz pozitif sayimlarin meydana geldigi stiregtir. Binary cevaplar binary model kullanilarak
modellenmektedir. Pozitif sayimlar ise sifir deder simirlandinimig (zero-truncated) sayma model Kullanilarak
modellenmektedir. PR, NB, ZIP, ZINB ve hurdle modellerinde Parametre tahminlerinin elde edilmesinde, EM
algoritmasini esas alan en yliksek olabilirlik {ML} yontemi kullaniimaktadir. Bu galismada, sifir deger adirhkh regresyon

madellerin tecrik dzelliklerinin incelenmesi amaglanmigtir,

Anahtar Sozcilkler: Asir yayihim, en yiksek olabilirlik, hurdle model, sifir deger agirhikh veri

Zero-Inflated Regression Methods

Abstract: Poisson regression {PR) and negative binomial {NB) regression methods are used in the analysis of based
count data, The observation oblained based on count data having Poisson distribution may have more zero values
rather than expected. In this case, use of zero-inflated Poisson (ZIP) regression is a suitable approach to model the
dependent variable having excessive zero values. ZIP assumes that data set consists of two different types of data. First
type is count data based on Poissen distribution which may have zero values, whereas second type is data having only
zero values. Zero-inflated negative binomial (ZINB) regression and hurdle model are alternative models used for data
set having excessive zero-values. As in ZIP regression, in ZINB regression, ohservations with and without zero are
modeled in two different ways. On the other hand, Hurdle model consists of two stages. First is binary response showing
positive counts {1) against zero counts {0). Secend is process with only positive counts. Binary responses are modeled
by using binary model. Positive counts are modeled by using zero-truncated model. Binary part uses lagit and probit,
and count part uses Poisson, geometric, and negative binomial. Generally, for positive count part, Poisson hurdle (HP})
and negative binomial hurdle (HNB}) are used. In PR, NB, ZIP, ZINB, and hurdle models, Maximum likelihood (ML}
based on EM algorithm is used for estimation of parameters. In the present study aimed to investigate the theoretical
properties of zero-inflated regression models.

Key words: Hurdle model, maximum likelihood, overdispersion, zero-inflated data

Girig

Poisson regresyon (PR) sayima dayah olarak elde
edilen verilerin analizinde yodun olarak kullanmaktadir
(Frome ve ark., 1973; Agresti, 1997; Cameron ve Trivedi,
1998; Bshning, 1994, Stokes ve ark., 2000). PR, bagims:iz
degiskenler ile sayima dayall olarak elde edilen bagimh

degisken arasindaki iliskiyi agklamaktadir. PR'de
bagimsiz  degigkemlerin  dogrusal  yapisini badimb
degiskenin  beklenen dederine badlayan bagdlantt

fonksiyonu, logaritmik dénisum ile verilmektedir (Nelder
ve Wedderburn, 1972; McCullagh ve Nelder, 1989;
Breslow, 1990; Long ve Freese, 2006).

Bilindigi gibi, Poisson daditminda ortalama ile varyans
birbirine esitlir. Ancak uygulamada bu esitligi saglamak
her zaman momkin dedildir. Varyansin ortalamadan
buylk ¢ikmasi asin yayllim {overdispersion), kigik
¢clkmasi da az vyaylim (underdispersion) olarak
tarumlanmaktadir (Breslow, 1990; Bodhning, 1984; SAS,
2007; Yesilova ve ark., 2007}. Ver kimelerinde genellikle
asirl yayihm, nadiren de az yaylim ile kargilagiimaktadir.
Béyle durumlarda PR'vi uygularnak, yanl parametre
tahminterinin elde edilmesine neden olur {Cox, 1983;
Breslow, 1990). Veri setinde agw yayllm sdz konusu
oldugunda negatif binomial (NB} regresyon yaklagimmin
kullanimas: daha uygun olmaktadir {(Lawles, 1987,

Jansakul, 2005). NB regresyon modeli, agin yayiimdan
kaynaklanan etkiyi dikkate alarak parameire tahmini
yapmaktadir,

Poisson dagdilirm gosteren sayima dayal clarak elde
edilen veriler, bekienenden daha fazla sayida sifir
degerine sahip olabilir. Béyle bir durumda fazla sayida sifir
dederine sahip bagimh degiskenin modellenmesinde, sifir
deger adirhkll  Poisson (ZIP) regression modelinin
kullaniimas! daha uygun bir yakiagimdir {Lambert, 1992;
Baohning, 1998; Béhning ve ark. 1999, Ridout ve ark. 2001;
Yau ve Lee, 2001). ZIP, tizerinde ¢alisilan drnegin iki farkl
tip veriden olustugunu varsaymaktadir. Bunlardan birincisi,
sifir dederlerine sahip olabilen Poisson dagilimh sayima
dayal veriler olurken, ikinci tip ise daima sifir degerleri
alan verilerdir. Bununla birlikte, yukarida bahsedilen agir
yaythm durumu, sifir degerlerinin  ¢ok oldugu veri
kiimelerinde de stiz konusudur. Béyle durumlarda, sifir
deger agirhklandirilmig negatif binomial (ZINB) regresyonu
alternatif bir ydntemdir (Lawless, 1987; Hall, 2000; Ridout
ve ark., 2001; Jansakul, 2005; Long ve Freese, 20086;
Yesilova ve ark., 2007). ZINB regresyonu, asin yayllimdan
kaynaklanan kismi, o ile modele dahil etmekiedir. ZIP
regresyonunda oldugu gibi, ZINB regresyonunda da sifir
olan ve olmayan gozlemler fakh gekilde modelienmektedir.
Bunun yani sira hurdle model sifir dederlerinin ¢ok oldugu
veri kimeleri igin kullaniimaktadir. Hurdle model ki
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asamadan olugmaktadir. Birincisi, sifir sayimlara (0} karg:
pozitif sayimlari(1} gbsteren binary cevaplar; ikincisi ise
yalmz pozitif sayimlann meydana geldidi sUregtir. Binary
cevaplar binary (ikili) model kullamlarak modellenmektedir.
Pozitif sayimlar ise sifir deder sinirlandinilmig (zero-value
truncated) sayma model kullanilarak modellenmektedir
(Martin ve ark., 2006; Hilbe, 2007). Binary kisim logit,
probit veya complememtary ioglog kullanirken, sayma
kismi ise Poisson, geometrik ve negatif binomial dadilim
kullanmaktadir, Pozitif sayimiar kismi igin Poisson hurdle
(PH) ya da negatif binornial hurdle (NBH) kullanimaktadir.

PR, NB, ZINB, PH ve NBH regresyon yaklagimlarinda,

- parametre tahminleri ML yéntemi kullanilarak elde

edilmektedir (Long ve Freese, 2008). Uygun model
segiminde Akaiki bilgi &lgitlh ile Bayesian bilgi &lgiti
kullanilabilir. En kuguk uyum élgUtlerine sahip model en iyi
model olarak kabui edilmektedir (Dalrymple ve ark., 2003).
Bu cahigmada, sifir degerlerinin  ¢ok oldugu veri
kimelerinde, stfir degerlerini farkll bir sekilde modelleyen
regresyon ybntemlerin teorik ¢zelliklerinin incelenmesi
amaglanmgtir.

Bu galigmada, sifir deder adirhkh verilerin analizinde
kullanilan  y&ntemlerin  teorik  dzelliklerinin  incelenmesi
amaglanmigtir. Bu amagla, PR, NB, ZINB, PH ve NBH
yontemleri icin model tarimlamasi yapilarak, log-olabilirlik
fonksiyonlan ve en yiksek olabilirlik (ML) tahminleri elde
edilmigtir,

Yéntem

Bu btlimde, Poisson regresyonu, negatif binomial
regresyon, sifir deder afifhkh Poisson regresyon, sifir
deger agirikh negatif binomial regresycn, Poisson hurdle
ve negatif binomial hurdle modellerinin teorik &zellikleri
incelenecektir,

PR'de
bagimh

Poisson regresyon (Poisson regression):
ilgilenilen olayin gbdzlenen sayisi olan v,
degiskenin  Poisson  dagihsina  sahip  oldugu
varsayiimakiadir. Poisson ortalamast olan  p’nOn
legaritmasinin, bagimsiz  dedigkenlerin  bir  dogrusal
fonksiyonu oldugu varsaytmaktadir {Cheung, 2002;
Yesilova ve ark., 2007; SAS, 2007). Log badlant
fonksiyonlu Poisson regresyon modeli (Lee ve Wang,
2001),

Pr(y, /1) = exp(—p iyt y, =0, (1)

biciminde verilmektedir (Cameron ve Trivedi, 1998; Long
ve Freese, 2006; Yesilova ve ark., 2007). PR maodelinde,
ML kullanilarak parametre tahminleri elde ediimektedir.
Bagimsiz gozlemler verilmigken, PR modeli igin log
olabiliriik fonksiyonu, o

L(B/y;x;)= Z[yixiB - exp(xp) - Iny, ] @

bigiminde yazilabilir (Khoshgoftaar ve ark., 2005; SAS,
2007). Esillik 2'de B bilinmeyen parametre . vektdrini
gbstermektedir. B bilinmeyen parametre vektdrd, log-

olabilirlik fonksiyonun maksimize ediimesiyle tahmin
edilmektedir. .

Negatif binomial regresyon (Negative binomial
regression): NB regresyon modeli, bagimh degisken ile
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bagimsiz degiskenler vekidrl arasinda, log baglant
fonksiyonunu kullanmaktadir. NB regresyon modeli (Hall,

2000),
1
r{ 2 Yoy .
Pr(Y = yi/x)) =~ a>0 3)
Y.-!["(—](]-!—aui)“—
o
bigiminde verilmektedir. Esgitik 3'te,a agin  yayiim

derecesini gdsteren yardimc: parametradir. NB regresyon
modeline iligkin log clabilirlik fonksiyonu {(Lawles, 1987),

L(Bsu)y) = il:ilog(l+ api) -¥ Iog(l +__]__J+
i=l| o ap

(2w

bigiminde yazlabilir.

4)

Sifir deder agirhkli poisson regresyon (Zero-inflated
Poisson regression) : y, ekstra sHirlarin sayisint

agiklamak igin, ZIP regresycn modeli,

[ m+(-myexp(-p) =0
Pr(Yi/xi) - ((l _ﬂi)exp(..“i)p;vl /Y.! Y, > 0 (5)

hiciminde yazilabilir (Ridout ve ark., 2001; Cheung, 2002).
Esitik 5%e, = ekstra sififarn olma  olasihdin

gtstermektedir. Bundan dolayt y,=0 olan bireyler, iki

gruptan olugmus sekilde tantmlanir. Bu gruptardan biri,
denegdin Poisson streci géstermedidi, digeri ise deneklerin

exp(—p 1 /01 = exp(—i,)
olmasindan dolayl, sifir dederleri alan p ortalamah
Poisson dagihmina sahip oldugunu gésterir (BShning,
1998).

ZIP regresyon model,

log(p) = BB | | ©®

ve
Iog[ T ]:Gy K A7).
l-n

baglanti (link) fonksiyonlan kullanilarak elde edilebilir
(Lambert, 1992). Esitlik 6 ve 7'de B ve G kovariet (es
degisken) matrisleri, p ve ysirasiyla, (p+1)x1 ve (g+1)x1
boyutlu bilinmeyen parametre vektdrleridir. ZIP regresyon
modeli igin log olabilirlik fonksiyonu,

LR B
- tog(1+¢%) - % logly;)
i=l ¥,20

bi(;iminde yazitabilir (Lambeﬁ. 1992). Esitlik 8'de G,ve B, ,

G ve B matrislerinin I'ninci sirasini gdstermektedir, Esitlik
8'de verilen log olabilirlik fonksiyonundaki Ossel terimlerin
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maksimize edilmesi oldukga karmagiktir. Bu nedenle sbz
konusu log olabilifik fonksiyonun maksimize edilmes! igin
farkh bir yol izlenmektedir. Bunun igin sifir ve bir
degerlerini alan ve tesadGfi oldufu varsayilan z; indikator

(belirleyici) dediskeni modele dahil edilir. Y, degeri sifir
oldujunda z =1 ve Y; Poisson durumda (sifirdan blyik
degerler aldiinda) z; =0 oldugu varsaydir. Bu durumda,
tiim veriler igin log olabilirlik fonksiyonu,

L(1.B.y,2) = Elog(f (z/1))+ Llog(/ (v:/7B))
= i:\‘:l(ziG;}' ~log(1+ ec”))
+i:z](l -z,)(v:Bp i i%(I —z;)log(y;)

=L(%y.2)+L(B,y.2)~ £(1-2)log(y.})

(9)

bigiminde yazilabilir (Lambert, 1992). EM algoritmas
kullanilarak, E ve M agamalar agagidaki gibi yazilabilir.

E-agamasi: gozlenmig verller verilmigken, z; tesadifi
indikatér dediskeni,
k) -t
(1+eemos@™) T y=0
Z = {10)
0, v, =12,..
bigiminde yazilabilir. Esitik 10'da verien k, EM

algoritmasinin iterasyon sayisint gdstermektedir,

M-agamasi: B parametresi agihiklandirimig log dogrusal
Poisson regresyon model kullanilarak tahmin edilmektedir.
Tom veriler igin esitik 9'da verilen log olabilirlik
fonksiyonunun maksimize edilmesiyle y parametresi,

L(’ﬁ Y-Z,tkl ) = z"-“’ZE“G;Y - Zy.:oZE“ log(l . eG~")
« %y (1= 2 Ylog(1+¢%7)

bigiminde tahmin edilebilir. Yukanda verilen E ve M
agamalarl yakinsama &l¢itl (10‘6) elde edilinceye kadar
devam edilir (Lambert, 1992), Yakinsama oOl¢Uth olarak
Newton-Raphson algoritmasi kullantimaktadsr.

Sifir deger agirhkh binomial regresyon (Zero-inflated
negative binomial regression): S:fir degderlerinin gok
fazla olduguy, bagimii degigkeninin modellenmesinde
alternatif regresyon yontemi, ZINB'dir. ZINB regresyon
modeli,

o (Q-m)ltany" v =0
Priy./x,) = 1) T(y;—e " Jarpy Ly (1)

¥+

yi!i“(ot")(l+api)

bigiminde yazilabilir (Ridout ve ark., 2001; Jansakui,
2005). Esitik 11'de, a (a20) yaylim parametresini
gostermektedir. Bagimsiz y; gdzlem degerleri icin ZINB log

olabilirlik fonksiyonu agadidaki gibi yazilabilir (Jansakul,
2009),

L{p,a,my) = ?(]y.-u log(1 - m){1 + api)'“-' +
{2y
o

1 L
Yi !r[‘&‘)(l"‘a“i) .

= 2(1, o log(1 - m)(1+ e}

I log| (1-m)

(12}

+ly,u(log(]—-n:i)—llog(l+aui)
' (v}
1 1
—y,log{ 1+— |+ logl'| v, +—
a; k

o)

Esitlik 12'de, I, tesadifi bir indikatér fonksiyonudur.

Lambert (1992) tarafindan verilen model tanimlamas,

log(p) = Xp (13)

ve

Iog(—n—]=Gy ’ (14)
l-m

biciminde yazilabilir. Egitik 13 ve 14'de verilen X ve G
kovariet matrisleri B ve ysirasiyla, (p+1)x1 ve {g+1)x1
boyutlu bilinmeyen parametre vektdrleridir, p,« ve y Igin
ML tahminleri EM algoritmast kullanilarak elde edilebilir.

ZINB igin EM algoritmasi: Z =Bemoulli{w;) ile

gosterilen indikatér tesadtfi dediskeni olsun ve agadidaki
bicimde verilsin (Jansakul, 2005).

L, sfir (v,/Z,=1), =0
Z = i ve Z, =
0 Poisson (Y:/Z,=0). =NB{u.a)

olup lag ofabilirlik fonksiyonu,

L =Z_]:zi Iog[] ”;TE }+ log{i—n;):|+Z(l -z)

=[yi foga — (y; + a")log{i +ap;) +dlogly,.a™ ) —logy; !:l {15)
= L({w.z}+ L{h.aiy.z)

bigiminde yazilabitir (Hall, 2000; Ridout ve ark., 2001;
Jansakul, 2005). Daha sonra EM algoritmasi kullanilarak
bilinmeyen parametreterin tahminleri elde edilir,

E-agamasi: E asamasinda, gdzlenmig veriler verilmigken
z,’'nin  kogullu bekleneni Bayes teoremi kullanilarak

asafidaki gibi elde edilir.

3, s E(Z,]Y, b o T;)
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-1:,

. -1 yi = 0

=4+ (1— (L + e ) (18)
0 y; >0

M-agamasi: f§ parametreleri adiriklandinlmis  NB

regresyon rmodel kullanlarak, tim veriler icin esitlik 15°de
verilen log olabilifik fonksiyonundaki /(& & y,2) 'nin,
maksimize edilmesiyle tahminlenebilir. y parametresi, 2
cevaph agirhiklandinlrg lojistik regresyon kullamilarak,
esitik 15'de verilen K(w,z) ’nin maksimize ediimesiyle
tahmintenebilir. E ve M agamalar yakinsama &lgito (1 0'6)
elde edilinceye kadar devam edilir (Lambert, 1992).
Yakinsama 6lgltll clarak Newton-Raphson algoritmasi
kullaniimaktadir.

Poisson hurdle model: Sinurlandinlmig sayima dayal
olarak elde edilen pozitif gbzlem degerleri (y, > 0) Poisson

dagiimi kullamlarak modellenmesi, Poisson hurdle model
olarak adlandiimaktadir. y;, i=1,2,....,n birbirinden

bagimsiz sayima dayah olarak elde edilen gézlem
dederleri olsun. y,=0 olma olasi§ 1-p(x) ve

y; = simrlandirilmis Poisson(A(z)} olma clasild p(x) olsun.

Burada x ve z kovariet matrisleridir. Poisson hurdle model
(Dalrymple ve ark., 2003),

Py, =0/x)=1-p(x)

(RexpAMENM2)
q!{1—exp(-A(z)) '

P(y, =q/x,2)="L (17)

T

bigiminde yazilabilir. Egitlik 17'de verilen p(x) ve A(z)

sirasiyla  logit ve log-dogrusal fonksiyonlar: ile
modellenmektedirler. Yani, .
log(A(2)) = xip (18)
logit(p,) = zu (19)

bigiminde modellenmektedirler. Egitlik 18 ve esitlik 19'da
verilen B ve a sirasiyla bilinmeyen parametre vekidrieridir,

B, o parametrelerinin  tahmin ediimesinde ML  ydntemi

kullamimaktadir. Poisson  hurdle igin  log  olabilirlik
agadidaki gibi yazilabilir,
L= xp- )3 log(1 + exp(x,B))

v >0 i=l

+ A\Eo[)'izia - exp(z;e) (20)

— log(1 - exp(—exp(z;e)}} - logty; !)]
= L(B)+ L{a)

Esitiik 20'de verilen ve lojistik modeli esas alan L(B)
olabilirligi, bilinen genellestiriimis  dogrusal model
{generalized linear model} kullarilarak uyumu yapilabilir,
Bununla birlikte L{c) olabilirlik fonksiyonun maksimize
edilmesiyle o bilinmeyen parametre vekidrinin en
yltksek olabilirlik tahmini elde edilmektedir.

Negatif binomial hurdle model: Negatif binomial
hurdle’da, sayima dayall olarak elde edilen bagmi
dediskenin sifir ya da sifir degerli olmama sonuglarim

belirleyen binomial olasiik modeli ile pozitif sonuglan
tammlayan sinlandiriimis sayima dayall modeli igin
verilen log ofabilirlix fonksiyonu agagidaki gibi yazilabilir
{Long ve Freese, 2006; Hilbe, 2007),

L = In(f(0))+{In]1- £(®)] + InP(j)} 21)

Esitik 21'de verilen f(0) modelin binary kisminin
olasihgim gostermektedir. P(j) pozitif sayimin olasihgim

gdstermektedir, Logit model kullanddigi durumda, sifir
sayimin olasihgr,

£(0) = P(y = 0;x) = /1 + exp(xb1))
ve _

1- f(0) ise,

exp(xbi)/(1 + exp(xb1))

bigiminde yazilabilir. Boylece negatif binomial hurdle
modelin her iki kismu igin log olabiliflik fonksiyonu
asagidaki gibi yazilabilir.

cond{y = 0, In(}/1 — exp(xbl}),

In(exp(xbl)/(1 + exp(xbl))}+ y * In(exp(xb)/(1 + exp(xb)))
—In{l + exp(xb))/a + InT(y + lfa) = InT(y + 1) - In ['(I/cx)
—In(l - {1+ exp(xb))(~1/c)} -

(22)

Model segimi: Akaiki bilgi olgutd (AIC) ve Bayesian bilgi
Blgtth (BIC) model uyumu igin kullanlan uyum digitleridir.
Birgok Monte-Carlo -similasyonu  BIC, AIC  uyum
Slghtlerinin birlikte kullamilmasi gerektigini géstermektedir
(Dalrymple ve ark., 2003; Yegilova ve ark., 2007). En
kogok uyum élgltlerine sahip model, en iyi model olarak
kabul edilir. Genel olarak; '

AIC=-2logL +2r (23)
ve
BIC =-2logL + rln(n) (24)

bigiminde tamimlanir. Esitlik .23 ve esitik 24'de, logL
kangimit Poisson regresyon modelinde iterasyon bittikten
sonra elde edilen log olabilirlik dederini, r parametre
sayisini ve n drnek buylkiigani gdstermektedir.

Sonug: Sifir deder adirlikh verilerde, gbzlem degerlerinin
gogunun sifir olmas: verilerin dadiiminin saja dogru
carpik olmasina neden olmaktadir. Bu tip verilere
uygulanan doénlUstmler, d&zellikle sOrekli verilerde,
gogunlukla yetersiz kalmaktadir. Veri kimesinde atilan
gbzlem degerleri ise, bilgi kaybina neden olabilir. Sifir
deger agirkkh veriler her hangi bir igleme (ddniigim, agin
ug dederlerin atimas: gibi) tabi tululmadan, verilerin

“orijinal yapis1 esas alan ydntemler uygulanabilr. Bu
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caligmada, sifir dederlerinin gok oldudu sayima dayali
olarak elde edilen verilerin analizinde, yaygin olarak
kullamlan PR, NB, ZIP, ZINB ve hurdle yaklagimlarinin
teorik dzellikleri incelenmistir. Ozellikle ZIP, ZINB, hurdlé
regresyonlart, sifir  degerierini  farkh bir sekilde
modellediklerinden dolayr yogun olarak kullaniimaktadirlar.
Sifir deger agirhkh verilerin analizi ile ilgili yapilan
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caligmalarda, ZINNB ve negatif binomial hurdle
regresyonlarin, dijer regresyonlara goére, daha iyi sonug
verdigi saptanmmstir (Hall, 2000; Ridout ve ark., 2001;
Jansakul, 2005; Long ve Freese, 2008; Yesilova ve ark.,
2007).
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