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Yeni Bir Iterasyon Yontemi icin Yakinsakhk Hizi
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OZET: Bu calismada yeni bir iterasyon yontemi tanimlanmistir. Bu iterasyon ydnteminin Banach
uzaylarinda uygun kosullar altinda yakinsakligi incelenmistir ve bagka bir iterasyon yontemiyle
yakinsama anlaminda denk oldugu gosterilmistir. Son olarak yeni iterasyon yonteminin literatiirdeki
mevcut bir iterasyon yontemine gore daha iyi bir yakinsama hizina sahip oldugu ispatlanarak bu sonucu
destekleyen bir 6rnek verilmistir.
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Rate of Convergence for A New Iteration Method

ABSTRACT: In this study, a new iteration method has been defined. The convergence of this iteration
method in Banach spaces under appropriate conditions has been examined and it has been shown that
this iteration is equivalent in terms of convergence with another iteration method. Finally, it has been
proved that the new iteration method has a better convergence rate than the existing iteration method in
literature and an example supporting this result has been given.
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GIRIS

Sabit nokta teorisi, matematikte genis bir arastirma sahasina sahip onemli bir ¢alisma alani
olmustur. Bu teoride ¢alisilan konulardan biri yeni iterasyon yontemleri tanimlamaktir. {lk olarak Picard
(1890) tarafindan tanimlanan iterasyon yonteminden elde edilen dizinin daralma doniisiimiiniin tek olan
sabit noktasina uygun sartlar altinda yakinsak oldugu Banach tarafindan gosterilmistir (Banach, 1922).
Ancak soz konusu sartlar degistirildiginde bu dizinin yakinsamadigi goériilmiis ve bu nedenle
arastirmacilar yeni iterasyon yontemleri tanimlamaya baslamislardir. Bu baglamda 1953 yilinda Mann
iterasyon yontemi (Mann, 1953), 1974 yilinda Ishikawa iterasyon yontemi (Ishikawa, 1974), 2000
yilinda Noor iterasyon yontemi (Noor, 2000) gibi bir¢ok iterasyon yontemi tanimlanmis ve bu anlamda
genis bir literatiir olusmustur (bkz. Chugh et al., 2012; Giirsoy et al., 2013; Dogan ve Karakaya, 2014;
Basarir ve Sahin, 2016; Basarir ve Sahin, 2017; Karakaya et al., 2017; Atalan, 2018).
Iterasyon yontemleri iizerine yapilan ¢alismalar su sekilde dzetlenebilir:

Arastirmacilar tarafindan tanimlanan iterasyon yontemlerinin belirli doniisiimlerin sabit noktasina
hangi sartlar altinda yakinsak oldugu ve yakinsama anlaminda denk olan bagka iterasyon yontemlerinin
mevcut olup olmadig1 incelenmistir.

Iterasyon yontemleri iizerine yapilan bir diger tipten c¢alisma ise yakinsaklik hizlarmin
karsilastirilmasidir. Buradaki temel diisiince, ayni doniisiim altinda olusturulan iki farkli iterasyon
yonteminden elde edilen dizilerin, doniisiimiin sabit noktasina daha hizli yakinsayacak olanini
belirlemektir.

Bu calismada (2.8) ile verilen yeni taniml iterasyon dizisinin yakinsakligi incelenmistir. Daha
sonra (2.7) ile verilen iterasyon yonteminin ve (2.8) ile verilen iterasyon yonteminin yakinsakliklarinin
denkligi sonucu verilmistir. Son olarak (2.8) ile verilen iterasyon yonteminin, (2.7) ile verilen iterasyon
yonteminden daha hizli yakinsadigi sonucuna varilmig ve elde edilen bu sonu¢ niimerik olarak
orneklendirilmistir.

MATERYAL VE YONTEM

Simdi temel sonuglarimizi elde etmek icin ihtiya¢ duyulan bazi tanim, lemma ve teoremleri
verelim.

Tamm 2.1 (Berinde, 2003).
(X, d) bir metrik tam metrik uzay olsun.
d(Tx,Ty) < éd(x,y) + Ld(y, Tx) (2.1)
olacak sekilde bir L > 0ve § € (0,1) varsa T: X — X doniisiimiine hemen hemen daralma doniisimii
denir.
Teorem 2.2 (Berinde, 2003).
(X, d) bir metrik tam metrik uzay ve T: X — X bir hemen hemen daralma doniisiimii olsun. Eger
d(Tx,Ty) < éd(x,y) + Ld(x,Tx) (2.2)
olacak sekilde L > 0 ve § € (0,1) varsa bu taktirde T bir tek sabit noktaya sahiptir.
Tamm 2.3 (Knopp, 1931).
{a, =1 Ve {b, };=1 negatif olmayan ve ayni noktaya yakinsayan iki dizi olsun. Eger

y d(ap,a) 0 (2.3)
wo d(by, @)
sart1 saglaniyorsa {a, };—, dizisi a noktasina {b,},-, dizisinden daha hizli yakinsar denir.
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Lemma 2.4 (Berinde, 2007).
{a, )1 Ve {Tn}n=1 asagidaki esitsizligi saglayan ve negatif olmayan iki reel say1 dizisi olsun.

Apy1 S PAn T Ty
Eger her n € N igin lim 7,, = 0 ve p € (0,1), oluyorsa lim a,, = 0.
n—-oo n—-oo

Lemma 2.5 (Weng, 1991).
{a,}m=q Ve {t, )= asagidaki esitsizligi saglayan ve negatif olmayan iki reel say1 dizisi olsun.

Ant1 = (1 - .un)an + 1y (2-4)
Eger her n € N igin {1,,}%, € (0,1), ¥y u, = o ve n — oo iken ;—” — 0 oluyorsa

lim a,, = 0. (2.5)

n—->oo

Tamm 2.6 (Agarwal, O’Regan ve Sahu, 2007).
Her n € N i¢in {a,}n=1 , {Butme1 € [0,1] belirli sartlar1 saglayan reel say1 dizileri olmak iizere;

{xn+1 =1 - a)Tx, + ayTy, (2.6)
Yn =1 = Bp)xn + BrTxy

seklinde tanimlanan iterasyon yontemine Agarwal S-iterasyon yontemi (Klasik S-iterasyon yontemi)
denir.

2019 yilinda tanimlamis oldugumuz iterasyon yontemi su sekildedir (Maldar, 2019):
k € N ve her n € N i¢in a,, 8, € [0,1] belirli sartlar1 saglayan reel say1 dizileri olmak iizere;

( 1-a, 1-a,
an_’rl :(I{—a)Txn_l_(l_(I{—a))Tyn

l y, = (1 _kﬁn) X, + <1 _ (1 _kﬁn)> Txn

Bu calismada yukarida verilen iterasyon yonteminden esinlenerek tanimlamis oldugumuz yeni iterasyon
yontemi ise su sekildedir:

(2.7)

Xppr =T <(1_k—an)Txn + <1 - %) Tyn>

k by = T((l —kﬁn)xn_l_ (1_ (1 —kﬁn)>Txn>

Burada k € Nvehern € N i¢in ay,, 5, € [0,1] belirli sartlar1 saglayan kontrol dizileridir.
BULGULAR VE TARTISMA

(2.8)

Teorem 3.1 X bir Banach uzay ve B € X, bostan farkli, kapali, konveks bir kime ve T: B = B (2.2) ile
verilen sartt saglayan bir hemen hemen daralma doniisimi olsun. k € N,a,, S, € [0,1] ve
Yoo &, = o0 olmak iizere (2.8) ile iiretilen iterasyon dizisini {x,},— ile gosterelim. Bu takdirde
{xn}meo dizisi T nin teklikle belirli olan p sabit noktasina yakinsar.

Ispat (2.8) ile verilen iterasyon ydnteminin kullanilmasiyla,

1-a,) 1-a,)
”xn+1_p”:HT<TnTxn+ 1_Tn Tyn _Tp
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1-a,) 1—-ay)
—— Ix, — pll + L6Tnllp —Tpll + L|lp — Tpl|

1-a, 1-an
+67 <1 — w) Iy = pll + L6 <1 — (k—a)> llp =Tl 3.1)

<62

k
elde edilir. Benzer sekilde

”yn - p” = T<Mxn + (1 _(1_—’87[)> Txn) - TpH

k k
1_ n 1_ n
s6(k—ﬁ)llxn—pll + 682 (1—%> llx, — pll + Lllp — Tpl|
1_
LS (1 _ %) Il = Tl
Bn(1—06) (1-5)
< 5(1 _T> llx, — pll + <L+L6 <1 —T>> llp — Toll (3.2)

esitsizligine ulasilir. |[p — Tp|| = 0 oldugundan, (3.2) esitsizligi de (3.1) esitsizliginde yerine yazilirsa
ve

L (R Sl [ 33
elde edilir ve asagidaki sekilde yazilabilir:

bines =l < 67 (1 - %_6)) o =l (34)
(3.4) esitsizliginde gerekli diizenlemeler yapilirsa;

s~ pll < 82 (1 - 20D,

e = pll < 62 (1 - %1_6)) -1 = Pl

L (e [

s =l = 6% (1= 2202 s~ @5)

ve bu sekilde devam edilirse

ay,(1—19)
ll2x; — pll < 62 (1 —OT) llxo — pll

elde edilir. Boylece

n
a;(1—90)
s = pll < 82040 1_0[ (1 - T) o — I 3.6)
L=

- (aiu—a))
< o2 | [ iy -l
i=0
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=52(”*”—<<1 DY >||xo pl

e

esitsizligi elde edilir.

n — oo i¢in yukaridaki esitsizlikte limit alinirsa lim ||x,,,; — p|| = 0 elde edilir. Bu ise ispati
n—-oo

tamamlar.

Teorem 3.2 X, B ve T Teorem 3.1 ile verilen kosular1 saglasin. Y5, &, = o olmak iizere, x,, uy € B
baslangi¢ noktalar1 i¢in (2.8) ve (2.7) ile verilen iterasyon yontemlerinden elde edilen diziler sirasiyla
{xntn=o Ve {u,}meo olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir:

i) (2.7) ile verilen iterasyon yonteminden elde edilen dizi p’ye yakinsar.

ii) (2.8) ile verilen iterasyon yonteminden elde edilen dizi p’ye yakinsar.

Ispat i) = ii): (2.7) ile verilen iterasyon yonteminden elde edilen dizinin T déniisiimiiniin teklikle
belirli olan p sabit noktasina yakinsadigini kabul edelim. Bu durumda (2.8) ile verilen iterasyon
yonteminden elde edilen dizinin de p ye yakinsadigini gosterecegiz. Bunu gostermek i¢in (2.2), (2.7) ve
(2.8) ifadeleri ele alindiginda

luns1 — Xnaall

- ”—(1 — ) Tu, + <1 i) _ka”)> Tv,

(- ) (1-ay)
1S5 (15

< (1 _kan) w, — (1 _kan) TXn _ <1 _ (1 _kan)> Tyn
+L(1_k—an)”un_Tun” +L<1_(1_k—an) ”vn_Tvn”

1- n 1- n 1- n
+ 1_(]{_“))(5. Un—(k—a)Txn—<1—(k—a)>Tyn

2
<1 n)> 62”un_xn”+<1_( _kan)> 62”vn_ynll (37)
1- n - YUn

+<( ‘”)( S ))6||un—yn||
+<1 (1—an)>(1k )Szllvn—xnll
(1 o,

——— (0 + L+ 6L)|lu, — Tuy,ll

+ (1 - (k—n)) (L+ 68+ 6L)|lvy — Twy|l

luy = yull = [lun =T ((:l_k—ﬁn)xn + (1 — %) Txn> ‘
< llu, — Tu,ll + HTun - T<wxn + <1 - M) Txn>

ve

k k
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<A+ D|luy, — Tu,ll +6

e —kﬁn)xn B <1 a —kﬁn)>Txn
= (1 + L)”un - Tun” + 4 (1 _k’Bn) “un - xn”

+6 (1 _a _kﬁn)) lw, — Tw, |l + & <1 _a _kﬁ")> ITw, — Tx,||

< (1 +L+56 (1 _a _kﬁn)) + L6 <1 _a _kﬁ")>) lun — Tuyll (3.8)

1B (1- B
+5< _ +5<1— y ))nun—xnu

ve benzer islemler yapilarak

(1—Bn) (1—8n)
‘ Tun + <1 —T> Tun

(1_371) (1_371)
(O (1058 )

(1 _Bn) (1 _Bn) (1 _Bn)
ST un—T< X xn+<1— X )Txn>

(1_,871) (1_ﬁn) (1_ﬁn)
+<1_ _ )HTun_T(—k xn+<1_ . )T)

<6 ((1 —Pn) g (1 _a- ﬁ”)) e, — 2l (3.9)

”vn - yn” =

k k

+ <(1 _kﬁn) +L+ 6<1 _a _kﬁ”)> + LS (1 _4 _kﬁ”)>> lun — Tuyl

ve

”Un - xn” = H(l_k—ﬁn)un + <1 - (]-_k—ﬁn)> Tun — Xn

(1 -8
k

(1-84)

< ”un - xn” + <1 - k ) ”Tun - xn”

(1—By)
k

< ”un - xn” + <1 - ) “Tun - un” (310)

elde edilir. Burada
lun = Tugll = llup —p +p — Tyl
< llup —pll + ITu, — pll
<A+ )lluy —pll +Lllp—Toll (3.11)
ve
lvn = Tyl < llv, = pll + llp = Twnll
< (1 +8)|lv, —pll + Lllp — Tpll (3.12)
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yazilabilir. Ayrica

(1_,811) (1_.Bn)
Tun + <1 — T) Tun - pH

< Sy =i+ (1= S22 iy — i <

(1 - .Bn) (1 - .Bn) ( - .Bn)
< [T+<1—T>Sl Ilun—pII+L<1— )II — Tpll (3.13)

yazilabilir. (3.8), (3.9) ve (3.10) esitsizlikleri (3.7) esitsizliginde yerine yazilirsa

v, = pll =

”un+1 - xn+1” < 62”un - xn” (314)

(1_a) If( _kﬁ")+L+6< (1 —ﬁn)>\|
+<1 ) 52 R Ihlun—Tunn
L +L6<1— b ) )
( 6(1;[;”)4—5[, A

_ _ 1-8,
+(—(1 k“")> (1——(1 k“"))< +62 (1——( £ )> ity — T

2 (1 B ﬁn)
i (1-022)

+ <(1 _kan)> <1 _ (1 _kan)> 52 <1 _ (1 _kﬁn)> IITun _ un”

(1 _an)
T

(8 + L + 8L)|[uy — Tuy||
l1—«a
+ <1 —(k—”)> (L + 68+ SL)||vy — To,|l

elde edilir. Burada A ve B sirasiyla ||u,, — Tu,|| ve ||v, — Tv,|| nin katsayilar1 olmak tizere
n = llun — x|l
p=26%€(0,1)
Ty = A lluy — Tupll + Bllv, — Tv, ||

seklinde yazilabilir.

(3.14) esitsizligindeki ||u,, — Tuy,|| ve ||v, — Tv,|| ifadeleri igin (3.11), (3.12) ve (3.13) ile verilen
esitsizlikler kullanilarak n — oo igin ||u,, — Tu,|| = 0 ve ||v, — Tv,|| = 0 oldugu goriiliir. Lemma
2.4 ten yararlanarak n — oo i¢in ||t 41 — X,411| = 0 elde edilir.

Yukaridaki islemlere benzer sekilde ii) = i) sonucu elde edilir.

Teorem 3.3 X, B ve T Teorem 3.1 ile verilen kosulari saglasin. Ayrica k € N olmak iizere a,, € [0,1]
dizisi Yo—q @, = 0 Ve ay < a, < 1 Kosullarin1 saglasin. x, = u, € B i¢gin (2.8) ve (2.7) ile verilen
iterasyon yontemlerinden elde edilen diziler sirasiyla {x,}n—o V€ {t,}meo OlSun. Bu durumda {x,}n-o
dizisi p noktasina {u, }n-, dizisinden daha hizli yakinsar.
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Ispat. Teorem 3.1°de (3. 6) ile verilen esitsizlikten
a; (1 6)
s = pll = 820D ﬂ( ) I = plI

yazilabilir. Ayrica (Maldar, 2019) ile verilen ¢alismada elde edilen ve Teorem 2.1°de esitsizlik 18) ile
gosterilen

- (1-9)
a. f—
ltnss = pll = ]_[(1 —‘T> luo = pl

i=0

(3.15)

(3.16)

ifadeyi g6z oniine alalim. (3.15) ve (3.16) ile verilen ifadeler kullanilarak;

-Gl = O i, —p

52D [ (1 .
)l - vl

a;(1-96
n (1 _ lT

seklinde tanimlansin. § € (0,1) oldugundan yukarida verilen ifadede gerekli sadelestirmeler yapildiktan

w, = — 62(n+1)

sonra  lim wy, = 0 oldugu goriiliir. Tanim 2.3 geregi {x,}

n—-oo

dizisinin p sabit noktasina yakinsamasi

{u,}” dizisinin yakinsamasindan daha hizlidir.

Bu teoremde elde edilen sonucunun bir uygulamasi i¢in MATLABR2015a programi kullanilarak
asagidaki ornek verilmistir:

Ornek34X=R,C<SXveC =
Tx = cos(cosx) +e * —1

seklinde tanimlasin. T nin tek bir sabit noktaya sahip oldugu ve bu noktanin p = 0.31217776495902
=3, k=40ves =
0,59 olarak secelim. Bu durumda MATLABR2015a programi kullanilarak elde edilen agagidaki tablo

gostermektedir ki (2.8) ile verilen iterasyon yontemi, (2.7) ile verilen iterasyon yonteminden daha
hizhidir.

[0,1] olsun. Her x € C i¢in T: C — C operatorii

oldugu kolaylikla goriilebilir. x, = 1 ve x, = 0.6 baslangi¢ noktasii¢cin «a, =

Tablo 1. x, = 1 ve xy, = 0.6 baslangi¢ noktalar1 igin (2.7) iterasyon yontemi ile (2.8) iterasyon yonteminin yakinsaklik
hizlarinin karsilastiriimasi

Iterasyon Adim Yeni Iterasyon Yontemi Iterasyon Yéntemi (2.7) Yeni Iterasyon Iterasyon Yéntemi

Sayis1 (2.8) Yontemi (2.8) (2.7)
1 1.000 000 000 000 00 1.000 000 000 000 00 0.600 000 000 000 00 0.600 000 000 000 00
2 0.321 915481 676 17 0.352 122 256 835 77 0.322330235111 74 0.354 119 399 461 37
3 0.312 698 589 843 82 0.320 434 479 321 87 0.312 720 532 320 41 0.320 830 259 839 35
11 0.312 177 764 959 06 0.312 177 801 401 16 0.312 177 764 959 06 0.312 177 803 131 54
12 0.312 177 764 959 02 0.312 177 772 769 62 0.312 177 764 959 02 0.312 177 773 140 49
20 0.312 177 764 959 02 0.312 177 764 959 05 0.312 177 764 959 02 0.312 177 764 959 05
21 0.312 177 764 959 02 0.312 177 764 959 02 0.312 177 764 959 02 0.312 177 764 959 02
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Yukaridaki tablodan goriilmektedir ki x, = 1 baslangi¢ noktasi i¢in (2.7) ile gosterilen iterasyon
yontemi 21. adimda operatdriin sabit noktasina yakinsarken (2.8) ile verilen yeni iterasyon yontemi 12.
adimda yakinsamaktadir. Asagida verilen grafik bu durumu gostermektedir:

032 —#— Yen iterasyon 1

iterasyon (2.7)

0318 T

Degerler

c 0318 — -

iterasyor

0314 — |

0312 — - =

| | | | | | |
4 8 12 16 21 33 4
iterasyon Adim Sayisi

Grafik 1. iki iterasyon ydntemi i¢in yakisama hizlarmin grafik gosterimi

SONUC

Bu ¢alismada yeni tanimlanan iterasyon yonteminin bir Banach uzayinda uygun sartlar altinda
yakinsaklig elde edilmis ve literatiirde bulunan bagka bir iterasyon yontemiyle yakinsakliginin denkligi
incelenmistir. Ayrica yeni iterasyon yonteminin daha iyi bir yakinsama hizina sahip oldugu ispatlanarak
bu sonucu destekleyen bir 6rnek verilmistir. Tablo 1 ve Grafik 1 incelendiginde bir iterasyon yonteminin
yakinsaklik hizinin test edilmesinde kontrol dizilerinin se¢imi 6nem arz etmektedir.
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