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Ozet: Yinelemeli fonksiyon sistemleri (YFS) fraktal geometrinin onemli araclarindan biridir.
Cizge-yonlendirilmis yinelemeli fonksiyon sistemleri (CYFS) ise klasik yinelemeli fonksiyon
sistemlerininin bir genellestirmesi olarak literatiirde yer almaktadir. Diger taraftan, sonlu sayida
biiziilme doniisiimii ve bir siklagtirma doniisiimiinden (sabit doniisiim) olusan siklastirma fonksiyonlu
yinelemeli fonksiyon sistemleri de bir bagka 6nemli genellestirme olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Bu
calismada ise, siklastirma fonksiyonlu ¢izge-yonlendirilmis yinelemeli fonksiyon sistemleri, klasik
siklastirma fonksiyonlu yinelemeli fonksiyon sistemlerinin bir genellemesi olarak tanimlanmis ve bu
yeni kavram orneklendirilmistir. Ayrica tanimlanan siklastirma fonksiyonlu ¢izge-yonlendirilmis
sistemin atraktorlerinin Hausdorff boyutlari tizerinde durulmustir. Bir siklastirma fonksiyonlu
YFS’nin atraktoriiniin Hausdorff boyutu igin klasik durumda var olan bir takim sonuglarin, bu yeni
tanimlanan sistemlerin atraktorleri i¢in de gegerli oldugu gosterilmistir.

Anahtar kelimeler: Hausdorff boyut, Siklagtirma Fonksiyonu, Yinelemeli Fonksiyon Sistemi (YFS),
Cizge-yonlendirilmis YFS.

Graph-Directed Iterated Function Systems with Condensation

Abstract: The notion of (classical) iterated function system (IFS) is one of the important tools in
fractal geometry. Graph-directed iterated function system (GIFS) is a well-known generalization of
the classical IFS. However, “iterated function system with condensation (or inhomogeneous IFS)”
which consists of finite number of contractions and a condensation map can also be considered as
another generalization of IFS. In this study, mainly, we define the notion of “graph-directed iterated
function system with condensation (GIFS with condensation)” as a generalization of the classical
“iterated function system with condensation”, and give an example. Moreover, we investigate the
Hausdorff dimensions of the attractors of this new system. And by using the existing results of the
classical case, we obtain similar results for the attractors of a GIFS with condensation.
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1. Giris

Fraktal geometride Oonemli rol oynayan ve yinelemeli fonksiyon sistemlerinin (YFS)
atraktorleri olarak karsimiza ¢ikan kendine benzer kiimeler, fraktallarin 6nemli bir kismini
olusturmaktadir. Sierpinski Uggeni, Cantor Kiimesi, Koch Egrisi vb. bir ¢ok klasik fraktal bir
yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktorii olarak elde edilmektedir ([1,3]). Bununla birlikte,
bir tam metrik uzay ve iizerinde tanimli sonlu tane biiziilme doniisiimiiniin belirlemis oldugu
yinelemeli fonksiyon sistemlerinin bir genellestirilmesi olarak, sonlu tane (birbirinden farkli
olmasinda sakinca olmayan) tam metrik uzay ve bu metrik uzaylar arasindaki bir takim
biiziilme doniisiimlerinden olusan ¢izge-yonlendirilmis yinelemeli fonksiyon sistemleri
(CYFS) de literatiirde yerini almistir ([4,5]). Klasik YFS kavraminin sabit bir kompakt kiime
ile zenginlestirilmesi olarak diisiiniilebilecek siklastirma fonksiyonlu (veya yogunlastirilmis)
yinelemeli fonksiyon sistemleri de bu teoride 6nemli bir yere sahiptir [1,6].

Ote yandan, bahsi gecen sistemlerin atraktdrleri olarak karsimiza ¢ikan kiimelerin fraktal
boyutlarinin belirlenmesi fraktal geometride ve hatta uygulama alan1 bulunan birgok alanda
son derece dnemli bir konudur. Bir YFS’nin atraktoriiniin fraktal boyutu (Hausdorff boyutu,
Minkowski boyutu vb.) eger ilgili YFS bir takim kosullari saglarsa, (Moran denklemi olarak
bilinen) bir denklemin tek gergel kokii olarak hesaplanabilmektedir. Aksi halde ilgili boyutu
hesaplamak oldukc¢a zordur. Bunun yaninda herhangi bir kiimenin yaklasik olarak fraktal
boyutunu hesaplamak bile uygulama buldugu alanlar agisindan O6nem arz etmektedir
([1,7,8]). Bir siklastirma fonksiyonlu YFS sisteminin atraktoriiniin Hausdorff boyutu ile ilgili
literatiirde ciddi calismalar mevcuttur [9,10,11]. Bir CYFS verildiginde, bu sistemin
atraktorlerinin (her birinin esit oldugunu bildigimiz) Hausdorff boyutlar1 ile ilgili de elde
edilmis net sonuclar bulunmaktadir [4,12,13].

Bu boliimde yukarida tanimlanmis kavramlar hakkinda temel bilgi ve bazi Ornekler
verildikten sonra, 2. Boliimde siklastirma fonksiyonlu yinelemeli fonksiyon sistemlerinin bir
genellestirmesi olarak “siklastirma fonksiyonlu ¢izge-yonlendirilmis yinelemeli fonksiyon
sistemleri” tanimlanmistir. 3. Boliimde ise tanimlanan bu yeni sistemin atraktdrlerinin
Hausdorff boyutlar: ile ilgili literatiirde var olan bir takim sonuglara benzer sonuglar elde
edilmistir.

1.1 Yinelemeli Fonksiyon Sistemleri

(X,d) tam metrik uzay ve fi, f5, ..., fn fonksiyonlari da bu metrik uzay tizerinde f;: X — X
seklinde biiziilme katsayilar1 r; olan biiziilme doniigiimleri olmak tizere, {X; f1, f2, -, fu}
sistemine (biliziilme katsayist 7; ’lerin maksimumu olan) bir (hiperbolik) yinelemeli
fonksiyon sistemi (YFS) denir. Bu formda bir YFS verildiginde, X’in bostan farkli tim
kompakt altkiimelerinden olusan ve d’nin belirledigi h Hausdorff metrigi ile tek tiirlii
belirlenen ve tam olan # (X) kiimesi iizerinde, F: H (X) —» H (X), B € H(X) i¢in

F(B) = O fi(B)

seklinde tanimlanan F doniisiimii bir biiziilme dontistimii olup, sabit nokta teoreminden bu
doniisiimiin sabit noktas1 vardir ve tektir. Bu sabit nokta herhangi bir B € H'(X) igin
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B,F(B), ..., F*(B), ... dizisinin (Hausdorff metrigine gore) limiti olarak elde edilir ([3]). Iste
bu sabit noktaya, ilgili YFS’nin atraktorii (veya cekicisi) denir. Eger bir A kiimesi bir
YFS’nin atraktorii ise, yani F(A) = A ise, bu kiimenin kendi bir takim biiziilmiis
kopyalarinin bir birlesimi olarak ifade edildigine dikkat ediniz.

Ornek 1.1 (R?,d,,;) tam metrik uzayu iizerinde biiziilme katsayilar1 r; = % olan f;: R? —
R? (i = 1,2,3)

1 1/2 3/2

(benzerlik) déniisiimlerinden olusan {R?; fi, f>, fs} Sisteminin atraktorii Sierpinski
ticgenidir (bkz. Sekil 1). Gergekten de S Sierpinski liggenini gostermek iizere

3
s=F = J£®
i=1

seklindedir.

Sekil 1. B (diizlemde sol alt kosesi orijinde olan) i¢i dolu eskenar tiggen olmak tizere, F™(B) dizisinin
Hausdorff limiti olarak Sierpinski {iggeni.

1.2 Siklagtirma Fonksiyonlu Yinelemeli Fonksiyon Sistemleri

{X; fi, f2, -, fn} seklinde bir YFS verildiginde, bu sisteme sabit bir C € H(X) i¢in
w:H(X) > H(X), w(B) = C seklinde bir sabit fonksiyon eklendiginde elde edilen
{X; f1, f2, -, fn, W} sistemi w siklastirma fonksiyonlu bir YFS adini alir [2].

FC:30(X) » H(X), B € H(X) icin

F® =w | | r®

seklinde tamimlanan F¢ déniisiimii biiziilme doniisiimii olmaya devam eder. Yine sabit
nokta teoreminden bu doniisiimiin sabit noktas1 vardir ve tektir. Ilgili sabit noktaya verilen
siklagtirma fonksiyonlu yinelemeli fonksiyon sisteminin (SFYFS) atraktorii denir. Burada
yapilan sey, var olan bir YFS’ni sabit bir kiime ile siklagtirmaktir.

Ornek 1.2. Omek 1.1’de verilmis olan {R?; fi, f>, f3} Yyinelemeli fonksiyon sistemine
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C={(xy)|x= %, —1<y<0} olmak iizere w:H(R?) - H(R?),w(B)=C

fonksiyonunu ekleyelim. Bu durumda {R?; f;, f>, fs, w} SFYFS’nin atraktorii Sekil 2°de
verilmigtir.

Sekil 2. B (diizlemde sol alt kdsesi orijinde olan) i¢i dolu eskenar iiggen olmak iizere, F¢ déniisiimii altinda B
kiimesinin ilk iki iterasyonu ve bu iterasyonlarin sonucu elde edilen atraktor.

1.3 Cizge-Yonlendirilmig Yinelemeli Fonksiyon Sistemleri

Daha teknik olarak, u = 1,2, ..., N olmak iizere (X%, d,) tam metrik uzaylar1 ve bu metrik
uzaylar arasinda biiziilme katsayilart 77" olan

XY > XY (wv=12.,N,j=12.,K%)

fonksiyonlar1 verilmis olsun (burada K*Vilgili metrik uzaylar arasindaki fonksiyon sayisin
gostermektedir). Bu durumda {X*; f/*, w,v =1,2,..,N,j = 1,2,..,K*"} (ya da kisaca
{X*; fj*"}) sistemine gizge-yonlendirilmis yinelemeli fonksiyon sistemi (CYFS) denir.

N > 1 veenazbir u # v gifti icin K*¥ > 0 oldugunu kabul edelim.

Yardimar Teorem 1.1. {X*; f} ¢izge-yonlendirilmis YFS verilmis olsun. Bu durumda,

N K’LL'U
E: H(XY) X - X H(XN) — H(X™), E,(B) = F,(BY, B2, ..., BV) = U U £ (BY)
v=1 j=1
olmak tizere

F:H XY XX HXN) > H(XY) x - x H(XN),F(B) = (Fy(B), ..., Fy(B))

seklinde tanimlanan fonksiyon (biiziilme katsayis1 max 7 olan) bir biiziilme déniisiimiidiir
ve yine sabit nokta teoreminden bu doniisiimiin her u = 1,2, ..., N i¢in
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N KW
a=| ] JU1 Fuo )

v=1

kosulunu saglayan (bostan farkli kompakt kiimelerden olusan) ve atraktor (sistemi) olarak
adlandirilan (A1, A2, ..., AY) sabit noktas1 vardir [4].

Sonugta atraktor (sistemi) olarak her biri kendisinin ve/veya digerlerinin bir takim
biiziilmiislerinin bir birlesimi olarak ifade edilen {A* |u = 1,2,..., N} kompakt kiimeler
elde edilir. Burada ilgili F fonksiyonunun, ¢arpim uzayr lzerindeki h,,,, maksimum
metrigi (kisalik i¢in bu asamadan sonra h ile gosterilecektir) ile bir tam metrik uzay olan
H (XY x -+ x H(XN) lizerinde tammlandigin1 hatirlatmis olalim (Her bir u igin H (X%),
h,, Hausdorff metrigi ile bir tam metrik uzaydir).

Ornek 1.3. X' ve X? metrik uzaylarini standart metrikle tam olan R? olarak alalim.
Sekil 3’te verilen A c X! = R? birim karesini ve B c X? = R? ikizkenar {icgeni
diisiinelim. X! ve X? metrik uzaylari arasindaki (benzerlik déniisiimii olan) biiziilme
doniisiimleri A ve B yardimiyla Sekil 4’te resmedilmistir. Burada X*’den X’e 4 tane
1/3°liik, X%’den XV’e 4 tane 1/3v/2°lik, X1’den X?’ye 1 tane 2/5’lik ve son olarak X2’den
X?’ye 2 tane 1/2’1ik benzerlik déniisiimii vardir. Bu sistemin belirledigi atraktorler Sekil 5°te
gosterilmistir.

Sekil 3. A birim karesi (solda) ve dik kenarlar1 1 birim uzunlugunda olan B ikizkenar dik tiggeni (sagda).

Sekil 4. Metrik uzaylar arasindaki biiziilme doniistimlerinin tasviri.
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Sekil 5. iterasyonun dérdiincii adiminda ilgili CYFS’nin atraktorleri: A® (solda), A2 (sagda).

{X”;fj“”, w,v=1,..,N,j=1,..,K*} seklinde bir CYFS, tek tirlii olarak bir
yonlendirilmis ve agirlikli ¢izge belirler, sdyle ki; her bir metrik uzay1 bir kdse ve sistemdeki
herhangi bir £** fonksiyonunu da v kdsesinden u késesine bir (yonlii) kenar olarak alalim.
Bu durumda elimizde N koseli yonlendirilmis bir ¢izge olur. Bu nedenle bu sistem
cizge-yonlendirilmis YFS adini alir. Hatta her bir kenar iizerine ilgili fonksiyonun biiziilme
katsayisini agirlik olarak eklersek, bir CYFS tek tiirlii bir agirhkh yonlendirilmis cizge
belirler (Sekil 6°da Ornek 1.3°de verilen CYFS’nin cizgesi verilmistir). Bu nedenle ilgili
sistemi su sekilde de ifade edebiliriz: Bir ¢izge yonlendirilmis YFS, V kose noktalarini, E
tim (yonlii) kenarlarin kiimesini, E,,, u’dan v’ye giden kenarlarin kiimesini, E, u’dan
cikan kenarlarin kiimesini ve r(e) de e € E,,, kenarma iliskin f,: XV — X* fonksiyonunun
biiziilme katsayisin1 gostermek lizere G = (V,E,r(e)) cizgesi ile temsil edilebilir. Bu yeni
gosterimlerle de bu sistemin atraktorii (A%),ey seklinde gosterilir ve Yu € V igin

a= ] ran

VEV e€Eyy

seklindedir.

Sekil 6. Ornek 1.3'de verilen CYFS'in gercekledigi Mauldin-Williams cizgesi (Yonlii kenarlar {izerindeki
sayilar ilgili kenarin agirhigmi, yani kenar1 belirleyen biiziilmenin benzerlik katsayisini
gostermektedir).
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Bu noktadan sonra, G = (V,E,r(e)) ¢izgesini gergekleyen bir CYFS, kisaca {X%; (fo)eer}
seklinde gosterilecektir.

Yonlendirilmis agirlikli bir G = (V, E,r(e)) ¢izgesinde m uzunluklu bir yolu, e; € E ve
e; ‘nin bitis noktasi e;,, ’in baslangi¢ noktasi olmak tlizere a = e;e, ...e,, seklinde
gosterelim (bu yolun uzunlugu igerdigi kenar sayisi kadardir ve |a| =m seklinde
gosterilir). i(a) a yolunun baslangi¢ kosesini (e;) gostersin. Eger her uicin E,, # @ ise
G cizgesine bir Mauldin-Williams ¢izgesi denir [5]. Ayrica eger herhangi bir u kdsesinden
bir v késesine bir (yonlii) yol bulunabiliyorsa, bu tiirden gizgelere Kuvvetli-baglantili ¢izge
denir.

2. Siklagtirma Fonksiyonlu Cizge-Yonlendirilmis YFS

Bu ¢alismanin temel amaci olarak, ¢izge-yonlendirilmis bir yinelemeli fonksiyon sisteminde,
her bir tam metrik uzay (veya kose) i¢in bir siklastirma kiimesi yani bir sabit fonksiyon
sisteme eklenerek klasik durumun bir genellemesi olarak siklastirma fonksiyonlu
cizge-yonlendirilmis YFS (SCYFS) kavrami tanimlanacaktir. Bu boliimde, bahsedilen
genellemenin miimkiin oldugu kanitlanip 6rneklendirilecek ve son boliimde ise bu yeni
tipteki CYFS atraktorlerinin Hausdorff boyutu ile ilgili klasik durumunda var olan sonuca
benzer bir sonug elde edilecektir.

Tanmm 2.1 {X% (f.)eecg} sSistemi G = (V,E,r(e)) Mauldin-Williams ¢izgesini
gercekleyen bir CYFS olsun. Her u € V igin C* € H (X") sabit bir kompakt kiime olmak
uzere

wy: H(XY) - H(XY),wy(B) = C* (B e H(XY))

seklinde tanimlanan fonksiyona siklagtirma fonksiyonu, C* kiimesine de siklagtirma kiimesi
denir. {X“; (fo)eer, Wy} sSistemine de siklastirma fonksiyonlu ¢izge-yonlendirilmis
yinelemeli fonksiyon sistemi (SCYFS) adi verilir.

Yardimer Teorem 2.1 {X%; (f,)eer} Sistemi G = (V, E,r(e)) Mauldin-Williams ¢izgesini
gergekleyen bir CYFS olmak tizere {X%; (f,)eer, Wi} SCYFS verilsin. Bu durumda

B = (B")yey € [lvey H(X") igin

E® =] ] £6") ve BE® = w9 uE®)

VEV e€Eyy

olmak tizere ¢arpim uzayi iizerinde

FC: 1_[ H(XY) — H H(XV),F¢(B) = (Ff(B))

VvEV VeV

veV

olarak tamimlanan F¢ doniisiimii biiziilme katsayis1 r = maé( r(e) olan biizilme
ee

doniisimiidiir.

Kamt. F’nin bir biiziilme doniisiimii oldugunu gostermek igin, 4 = (A%) ey, B = (BY)pey
olmak iizere
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h(F¢(A),F¢(B)) <r-h(A,B)

esitsizligini saglayan bir 0 < r < 1 sayisinin var oldugu gosterilmelidir. [[,ey H (XV)
tizerindeki h = h,,,, metriginin tanimindan

h(FC€(A),FC(B)) = max {hy, (F; (), . (B))}

seklindedir. Ayrica herhangi bir (X,d) tam metrik uzayinda A, B,C,D € H (X) igin, h,
H (X) iizerindeki Hausdorff metrigini gdstermek tizere

ho(AU B,C U D) < max{hq(4,C),ho(B,D)}
esitligi gegerlidir. Tanimdan ve yukaridaki 6zellikten
c c — c c
R(FE(A), FE(B)) = max {h,, (FE(A), ES(B)))

= max {hy, (wy,(4") U F,(4), wy (B*) U F,(B))}
< max {max {hy,(F,(4), ,(B)), hy(wy (4"), Wy, (B*))} }

= max {max{hu (Fu (A),E, (B)), h, (CY%, Cu)}}

= max {hy (F,(4), F,(B)))}

ve, Yardimer Teorem 1.1°den r = max7*” olmak iizere h(F€(A),F¢(B)) <1 - h(A,B)
elde edilmis olur.m

Sabit nokta teoreminden, bu sekilde verilen bir sistemin de yine tek tiirlii belirli ve adina
sistemin atraktorii (veya atraktor sistemi) diyecegimiz kompakt kiimelerden olusan (A%),ep
kompakt kiime ailesi vardir.

Teorem 2.2 {X% (f.)ecg} sistemi G = (V,E,r(e)) Mauldin-Williams ¢izgesini
gergekleyen bir CYFS olmak tizere {X"%; (f2)eer, Wy} SCYFS verilsin. Bu durumda her u €

V i¢in
A% = C*y U U £.(A7)
VEV e€Eyy

esitligini saglayan bos kiimeden farkli tek tarli belirli {A* € X* | u € V} kompakt kiime
ailesi vardir.

Kamt. Her u € V igin H (X“)’nun iizerindeki h, Hausdorff metrigi ile bir tam metrik
uzaydir. Bu durumda [[,ey H (X?) carpim uzayi da
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A= (U, B = B e €| [ 70D

vEV

olmak tizere,

h(A,B) = max {h, (4%, B")}

seklinde tanimli maximum metrikle bir tam metrik uzaydir.

Ote yandan, bu ¢arpim uzayi iizerinde tanimli F¢ déniisiimiiniin bir biiziilme doniisiimii
oldugu Yardimci Teorem 2.1°de gosterilmistir.

Sonug olarak, bu doniisiimiin Banach Sabit Nokta Teoremi geregince, her u € V igin

Fay=a=cul ) | @

VEV e€Eyy

olacak sekilde bos kiimeden farkl: tek tirli belirli {A* € X% | u € V} kompakt kiime ailesi
vardir ve tektir. m

Ornek 2.1 Ornek 1.3°de verilen CYFS ni diisiinelim. Bu CYFS’ne u = 1,2 i¢in Sekil 7°de
belirtilen kompakt kiimelerin belirledigi ilgili w,: H(R?) » H(R?) siklastirma
dontisiimlerinin eklenmesi ile olusan siklastirma fonksiyonlu CYFS’nin (Sekil 8’de
sistemdeki tiim dontisimler sekilsel olarak tarif edilmistir.) atraktorleri de Sekil 9°da
gosterilmistir.

X

Sekil 7. Siklastirma kiimeleri C! (solda) ve C? (sagda)
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Sekil 8. Metrik uzaylar arasindaki biiziilme ve siklagtirma doniisiimleri

0@0 CEORREAC

Sekil 9. Iterasyonun dérdiincii adiminda ilgili SCYFS nin atraktdrleri: A® (solda), A? (sagda)

3. Siklastirma Fonksiyonlu CYFS’nin Hausdorff Boyutu

Bu béliimde, tanimladigimiz SCYFS’lerin atraktorlerinin Hausdorff boyutu ile ilgilenecegiz.
Snigireva ve Fraser, [9] ve [10] c¢alismalarinda siklastirma fonksiyonlu bir yinelemeli
fonksiyon sisteminin atraktorlerinin Hausdorff boyutu (hatta sayilabilir kararlilik 6zelligine
sahip herhangi bir boyut kavrami) ve fraktal boyutu ile ilgili ¢aligmalar yapmuislardir.
Snigireva bir klasik SFYFS’nin atraktoriiniin  Hausdorff boyutunun, ilgili siklagtirma
kiimesinin Hausdorff boyutu ile, siklastirma kiimesi olmadan elde edilen atraktoriin
Hausdorff boyutunun maksimumuna esit oldugunu gostermis, dahasi iist ve alt fraktal boyut
ile ilgili de baz1 sonuglar elde etmistir.

{X% (f2)eer} Sistemi G = (V,E,r(e)) Mauldin-Williams ¢izgesini gergekleyen bir CYFS
olmak tizere {X%“; (f.)eer, Wy} SCYFS’ni diisiinelim. Her u € V igin C* (siklastirma)
kiimelerinin X* i¢inde yasayan (dolayisiyla A* atraktoriiniin iginde bulunan) biitiin kiigiik
kopyalarinin birlesimi olan kiime

T% = Uy U £,(CY)
veV,i(a)=u

seklinde ifade edilebilir. (i(a) = e; = u sartinin sadece u’dan baslayan biitiin yollara izin
verdigini hatirlayalim. f,: XV — X“ olacagindan siklastirma kiimelerinin sadece X ’daki
kopyalar1 dikkate alinmis olur.)
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Yardimci Teorem 3.1 Her u € V i¢in
T = Cu U U U £.(TY)
VEV e€Ey,
esitligi gecerlidir.

Kamt. T% nun tanimi kullanilarak

CuuU Ufe(T") = cuuU Ufe c’u U fa(C")

VEV e€Eyy

VEV e€Eyy wevV,i(a)=v

= ol el | fem
VEV e€Ey, wev,i(a)=v

= ol | [perv | futem
VEV e€Eyy | wevV,i(an=u

= cullJ U renlo] | fuem
| VEV e€Eyy wevV,i(arn)=u

elde edilir. Burada f, = f, o f, olduguna ve |a’| > 1 olduguna dikkat ediniz. Son
birlesimdeki ikinci terim, V v € V igin CV kiimesinin 1 uzunluklu miimkiin biitiin yollara
karsilik gelen fonksiyonlar altinda X“ icinde yasayan kopyalaridir. Uciincii terim ise
uzunlugu 1’den biiyiik olan biitlin yollara karsilik gelen fonksiyonlar altindaki kopyalardir.
Sonug olarak son ifadedeki birlesim tam olarak T* kiimesini vermektedir. m

Yardimer Teorem 3.2 Her u € V i¢in T% = A% seklindedir.
Kamnit. Yardime1 Teorem 3.1 kullanilarak,

o= cool | ram

VEV e€Eyy

= ool [ ram

VEV e€Eyy
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_ C*vu TV
- L U £
VEV e€EEyy

c*u TV
— / U Je(T")
VEV e€Eyuy

_ C"u TV
= YRY fe(T?)
VEV e€Eyy

bulunur. Ancak, Teorem 2.2°de de belirtildigi tizere ilgili esitligi saglayan her u = 1,2, ..., N
i¢in bostan farkl1 tek kompakt kiime A% oldugundan, T% = A% ‘dur.

{X% (f)eer, Wy} SCYFS’nin atraktorleri (A%),ey seklinde olmak tizere, siklagtirma
fonksiyonlart kullanmadan var olan Klasik {X%; (f,)eeg} CYFS’nin atraktorlerini de
(Ap)uev seklinde gosterelim.

Yardimci1 Teorem 3.3 Her u € V i¢in A% = AY UT" esitligi saglanir.

Kamt. Klasik durum icin [9] ¢alismasinda, A ve Ay sirasiyla SFYFS ve YFS’nin
atraktorleri ve T de C siklasgtirma kiimesi ve C’nin YFS’deki tiim fonksiyonlarin miimkiin
biitlin bileskeleri altindaki goriintiilerinin birlesimini gosteren kiime olmak iizere A = Ay U
T oldugu kanitlanmistir.

Benzer arglimanlarla, Yardimc1 Teorem 3.1 ve Yardimci Teorem 3.2 yardimi ile her u € V
icin A* = A% UT" kolayca goriiliir. m

Ornek 3.1. Omek 2.1°de verilen SCYFS’nin atraktorleri, bu atraktorlerdeki siklastirma
kiimelerinin ilgili atraktdrlerdeki tiim kopyalar1 ve Ornek 1.3°de verilen siklastirma
fonksiyonu kullanilmadan elde edilen atraktorler Sekil 10°da gosterilmistir.

W Ao *‘** oA *‘**
R
+ @ <‘>

A? T?

Sekil 10. Ornek 2.1°de verilen SCYFS i¢in (4.adimda) A%, A% ve T* kiimeleri
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{A;};e; sayilabilir bir kiime dizisi olsun. dimyA, A kiimesinin Hausdorff boyutunu

gostermek lizere
dimy (U Ai> = sup{dimy (4;)}
iel

i€l
esitligi gecerlidir (bu 6zellige genel olarak sayilabilir kararhlik 6zelligi denir).

Teorem 3.4 {X% (f))ecs} Kuvvetli-baglantili bir G = (V,E,r(e)) Mauldin-Williams
cizgesini gergekleyen bir CYFS olmak tizere {X%; (f.)eer Wy} SCYFS verilsin. Her u € V
igin ilgili sistemlerin atraktorlerini sirasiyla AY ve A% ile gosterelim. Bu durumda

dimy A* = max {dimH AY , max{dimy C”}}
vev

esitligi gegerlidir.
Kanit. Yardimc1 Teorem 3.3 kullanilirsa her u € V igin,

A% = A% UTY = A% U CY U U £,(C7)
veV,i(a)=u
seklindedir. Bu esitligin yaninda, dimy sayilabilir kararlilik 6zelligine sahip oldugundan

dimy A* = max<dimy Ay ,dimy C*, dimy foa(CY)

veV,i(a)=u

= max {dimH AY,dimy C*, sup {dimy f,(C*)} }

veV,i(a)=u

elde edilir. Herhangi bir kiimenin bir biiziilme doniisiimii altindaki gériintiisiiniin Hausdorff
boyutu kendisinin Hausdorff boyutundan kiigiik veya esit, f, donisiimleri biiziilme
doniistimii ve ilgili ¢izge kuvvetli-baglantili (dolayisiyla herhangi iki metrik uzay arasinda
(yonlii) bir fonksiyon ve bu nedenle herbir atraktor icinde biitiin siklagtirma kiimelerinin
kopyalari var) oldugundan dolay1

dimy A% = max {dimH AY, max{dim C”}}
veV
esitligi elde edilir. m

{X% (f)eee} kuvvetli-baglantii bir G = (V, E,r(e)) Mauldin-Williams ~ ¢izgesini
gercekleyen bir CYFS ise, bu sistemin atraktorlerin herbirinin boyutu birbirine esittir. Bu
atraktorlerinin boyutlarinin hesaplanmasi ayri ve 6nemli bir problemdir (detay i¢in bkz. [4]).
Ama bu sisteme siklagtirma fonksiyonu eklendiginde yani sabit kompakt kiimelerle
atraktorler siklastirildiginda elde edilen atraktorlerin boyutlari, bu siklastirma kiimelerinin
boyutlart ile, ilgili CYFS sisteminin atraktdrlerinin boyutlarinin maksimumu olarak
hesaplanir.
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