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Özet: Yinelemeli fonksiyon sistemleri (YFS) fraktal geometrinin önemli araçlarından biridir. 

Çizge-yönlendirilmiş yinelemeli fonksiyon sistemleri (ÇYFS) ise klasik yinelemeli fonksiyon 

sistemlerininin bir genelleştirmesi olarak literatürde yer almaktadır. Diğer taraftan, sonlu sayıda 

büzülme dönüşümü ve bir sıklaştırma dönüşümünden (sabit dönüşüm) oluşan sıklaştırma fonksiyonlu 

yinelemeli fonksiyon sistemleri de bir başka önemli genelleştirme olarak karşımıza çıkmaktadır. Bu 

çalışmada ise, sıklaştırma fonksiyonlu çizge-yönlendirilmiş yinelemeli fonksiyon sistemleri, klasik 

sıklaştırma fonksiyonlu yinelemeli fonksiyon sistemlerinin bir genellemesi olarak tanımlanmış ve bu 

yeni kavram örneklendirilmiştir. Ayrıca tanımlanan sıklaştırma fonksiyonlu çizge-yönlendirilmiş 

sistemin atraktörlerinin Hausdorff boyutları üzerinde durulmuştır. Bir sıklaştırma fonksiyonlu 

YFS’nin atraktörünün Hausdorff boyutu için klasik durumda var olan bir takım sonuçların, bu yeni 

tanımlanan sistemlerin atraktörleri için de geçerli olduğu gösterilmiştir. 

 

Anahtar kelimeler: Hausdorff boyut, Sıklaştırma Fonksiyonu, Yinelemeli Fonksiyon Sistemi (YFS), 

Çizge-yönlendirilmiş YFS. 
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Abstract: The notion of (classical) iterated function system (IFS) is one of the important tools in 

fractal geometry. Graph-directed iterated function system (GIFS) is a well-known generalization of 
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1. Giriş 

Fraktal geometride önemli rol oynayan ve yinelemeli fonksiyon sistemlerinin (YFS) 

atraktörleri olarak karşımıza çıkan kendine benzer kümeler, fraktalların önemli bir kısmını 

oluşturmaktadır. Sierpinski Üçgeni, Cantor Kümesi, Koch Eğrisi vb. bir çok klasik fraktal bir 

yinelemeli fonksiyon sisteminin atraktörü olarak elde edilmektedir ([1,3]). Bununla birlikte, 

bir tam metrik uzay ve üzerinde tanımlı sonlu tane büzülme dönüşümünün belirlemiş olduğu 

yinelemeli fonksiyon sistemlerinin bir genelleştirilmesi olarak, sonlu tane (birbirinden farklı 

olmasında sakınca olmayan) tam metrik uzay ve bu metrik uzaylar arasındaki bir takım 

büzülme dönüşümlerinden oluşan çizge-yönlendirilmiş yinelemeli fonksiyon sistemleri 

(ÇYFS) de literatürde yerini almıştır ([4,5]). Klasik YFS kavramının sabit bir kompakt küme 

ile zenginleştirilmesi olarak düşünülebilecek sıklaştırma fonksiyonlu (veya yoğunlaştırılmış) 

yinelemeli fonksiyon sistemleri de bu teoride önemli bir yere sahiptir [1,6].  

Öte yandan, bahsi geçen sistemlerin atraktörleri olarak karşımıza çıkan kümelerin fraktal 

boyutlarının belirlenmesi fraktal geometride ve hatta uygulama alanı bulunan birçok alanda 

son derece önemli bir konudur. Bir YFS’nin atraktörünün fraktal boyutu (Hausdorff boyutu, 

Minkowski boyutu vb.) eğer ilgili YFS bir takım koşulları sağlarsa, (Moran denklemi olarak 

bilinen) bir denklemin tek gerçel kökü olarak hesaplanabilmektedir. Aksi halde ilgili boyutu 

hesaplamak oldukça zordur. Bunun yanında herhangi bir kümenin yaklaşık olarak fraktal 

boyutunu hesaplamak bile uygulama bulduğu alanlar açısından önem arz etmektedir 

([1,7,8]). Bir sıklaştırma fonksiyonlu YFS sisteminin atraktörünün Hausdorff boyutu ile ilgili 

literatürde ciddi çalışmalar mevcuttur [9,10,11]. Bir ÇYFS verildiğinde, bu sistemin 

atraktörlerinin (her birinin eşit olduğunu bildiğimiz) Hausdorff boyutları ile ilgili de elde 

edilmiş net sonuçlar bulunmaktadır [4,12,13].  

Bu bölümde yukarıda tanımlanmış kavramlar hakkında temel bilgi ve bazı örnekler 

verildikten sonra, 2. Bölümde sıklaştırma fonksiyonlu yinelemeli fonksiyon sistemlerinin bir 

genelleştirmesi olarak “sıklaştırma fonksiyonlu çizge-yönlendirilmiş yinelemeli fonksiyon 

sistemleri” tanımlanmıştır. 3. Bölümde ise tanımlanan bu yeni sistemin atraktörlerinin 

Hausdorff boyutları ile ilgili literatürde var olan bir takım sonuçlara benzer sonuçlar elde 

edilmiştir. 

 

1.1 Yinelemeli Fonksiyon Sistemleri 

(𝑋, 𝑑) tam metrik uzay ve 𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝑛 fonksiyonları da bu metrik uzay üzerinde 𝑓𝑖: 𝑋 → 𝑋 

şeklinde büzülme katsayıları 𝑟𝑖 olan büzülme dönüşümleri olmak üzere, {𝑋; 𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝑛} 

sistemine (büzülme katsayısı 𝑟𝑖 ’lerin maksimumu olan) bir (hiperbolik) yinelemeli 

fonksiyon sistemi (YFS) denir. Bu formda bir YFS verildiğinde, 𝑋’in boştan farklı tüm 

kompakt altkümelerinden oluşan ve 𝑑 ’nin belirlediği ℎ  Hausdorff metriği ile tek türlü 

belirlenen ve tam olan ℋ(𝑋) kümesi üzerinde, 𝐹: ℋ(𝑋) → ℋ(𝑋), 𝐵 ∈ ℋ(𝑋) için  

 

𝐹(𝐵) = ⋃

𝑛

𝑖=1

𝑓𝑖(𝐵) 

 

şeklinde tanımlanan 𝐹 dönüşümü bir büzülme dönüşümü olup, sabit nokta teoreminden bu 

dönüşümün sabit noktası vardır ve tektir. Bu sabit nokta herhangi bir 𝐵 ∈ ℋ(𝑋)  için 
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𝐵, 𝐹(𝐵), … , 𝐹𝑛(𝐵), … dizisinin (Hausdorff metriğine göre) limiti olarak elde edilir ([3]). İşte 

bu sabit noktaya, ilgili YFS’nin atraktörü (veya çekicisi) denir. Eğer bir 𝐴 kümesi bir 

YFS’nin atraktörü ise, yani 𝐹(𝐴) = 𝐴  ise, bu kümenin kendi bir takım büzülmüş 

kopyalarının bir birleşimi olarak ifade edildiğine dikkat ediniz. 

 

Örnek 1.1 (ℝ2, 𝑑𝑠𝑡𝑑) tam metrik uzayı üzerinde büzülme katsayıları 𝑟𝑖 =
1

2
 olan 𝑓𝑖: ℝ2 ⟶

ℝ2 (𝑖 = 1,2,3) 

 

𝑓1(𝑥, 𝑦) = (
𝑥

2
,
𝑦

2
) , 𝑓2(𝑥, 𝑦) = (

𝑥 + 1

2
,
𝑦

2
) , 𝑓3(𝑥, 𝑦) = (

𝑥 + 1 2⁄

2
,
𝑦 + √3 2⁄

2
)  

 

(benzerlik) dönüşümlerinden oluşan {ℝ2; 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3}  sisteminin atraktörü Sierpinski 

üçgenidir (bkz. Şekil 1). Gerçekten de 𝑆 Sierpinski üçgenini göstermek üzere 

 

𝑆 = 𝐹(𝑆) = ⋃

3

𝑖=1

𝑓𝑖(𝑆) 

şeklindedir. 

 

 
Şekil 1. B (düzlemde sol alt köşesi orijinde olan) içi dolu eşkenar üçgen olmak üzere, 𝐹𝑛(𝐵)  dizisinin 

Hausdorff limiti olarak Sierpinski üçgeni. 

1.2 Sıklaştırma Fonksiyonlu Yinelemeli Fonksiyon Sistemleri 

{𝑋; 𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝑛}  şeklinde bir YFS verildiğinde, bu sisteme sabit bir 𝐶 ∈ ℋ(𝑋)  için 

𝑤: ℋ(𝑋) → ℋ(𝑋), 𝑤(𝐵) = 𝐶  şeklinde bir sabit fonksiyon eklendiğinde elde edilen 

{𝑋; 𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝑛, 𝑤} sistemi 𝑤 sıklaştırma fonksiyonlu bir YFS adını alır [2]. 

𝐹𝐶: ℋ(𝑋) → ℋ(𝑋), 𝐵 ∈ ℋ(𝑋) için  

 

𝐹𝐶(𝐵) = 𝑤(𝐵) ∪ ⋃

𝑛

𝑖=1

𝑓𝑖(𝐵) 

 

şeklinde tanımlanan 𝐹𝐶  dönüşümü büzülme dönüşümü olmaya devam eder. Yine sabit 

nokta teoreminden bu dönüşümün sabit noktası vardır ve tektir. İlgili sabit noktaya verilen 

sıklaştırma fonksiyonlu yinelemeli fonksiyon sisteminin (SFYFS) atraktörü denir. Burada 

yapılan şey, var olan bir YFS’ni sabit bir küme ile sıklaştırmaktır.  

 

Örnek 1.2.  Örnek 1.1’de verilmiş olan {ℝ2;  𝑓1, 𝑓2, 𝑓3} yinelemeli fonksiyon sistemine 
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𝐶 = {(𝑥, 𝑦) | 𝑥 =
1

2
, −1 ≤ 𝑦 ≤ 0}  olmak üzere 𝑤: ℋ(ℝ2) → ℋ(ℝ2), 𝑤(𝐵) = 𝐶 

fonksiyonunu ekleyelim. Bu durumda {ℝ2; 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑤} SFYFS’nin atraktörü Şekil 2’de 

verilmiştir. 

 
Şekil 2. B (düzlemde sol alt köşesi orijinde olan) içi dolu eşkenar üçgen olmak üzere, 𝐹𝐶  dönüşümü altında B 

kümesinin ilk iki iterasyonu ve bu iterasyonların sonucu elde edilen atraktör. 

 

1.3 Çizge-Yönlendirilmiş Yinelemeli Fonksiyon Sistemleri 

Daha teknik olarak, 𝑢 = 1,2, … , 𝑁 olmak üzere (𝑋𝑢, 𝑑𝑢) tam metrik uzayları ve bu metrik 

uzaylar arasında büzülme katsayıları 𝑟𝑗
𝑢𝑣 olan  

 

𝑓j
𝑢𝑣: 𝑋𝑣 → 𝑋𝑢  (𝑢, 𝑣 = 1,2, … , 𝑁, 𝑗 = 1,2, … , 𝐾𝑢𝑣) 

 

fonksiyonları verilmiş olsun (burada 𝐾𝑢𝑣ilgili metrik uzaylar arasındaki fonksiyon sayısını 

göstermektedir). Bu durumda {𝑋𝑢;  𝑓𝑗
𝑢𝑣, 𝑢, 𝑣 = 1,2, … , 𝑁, 𝑗 = 1,2, … , 𝐾𝑢𝑣} (ya da kısaca 

{𝑋𝑢;  𝑓𝑗
𝑢𝑣}) sistemine çizge-yönlendirilmiş yinelemeli fonksiyon sistemi (ÇYFS) denir. 

𝑁 > 1 ve en az bir 𝑢 ≠ 𝑣 çifti için 𝐾𝑢𝑣 > 0 olduğunu kabul edelim. 

 

Yardımcı Teorem 1.1. {𝑋𝑢;  𝑓𝑗
𝑢𝑣} çizge-yönlendirilmiş YFS verilmiş olsun. Bu durumda, 

 

𝐹𝑢: ℋ(𝑋1) × ⋯ × ℋ(𝑋𝑁) ⟶ ℋ(𝑋𝑢), 𝐹𝑢(𝐵) = 𝐹𝑢(𝐵1, 𝐵2, … , 𝐵𝑁) = ⋃

𝑁

𝑣=1

⋃

𝐾𝑢𝑣

𝑗=1

𝑓𝑗
𝑢𝑣(𝐵𝑣) 

olmak üzere 

 

𝐹: ℋ(𝑋1) × ⋯ × ℋ(𝑋𝑁) ⟶ ℋ(𝑋1) × ⋯ × ℋ(𝑋𝑁), 𝐹(𝐵) = (𝐹1(𝐵), … , 𝐹𝑁(𝐵)) 

 

şeklinde tanımlanan fonksiyon (büzülme katsayısı max 𝑟𝑗
𝑢𝑣 olan) bir büzülme dönüşümüdür 

ve yine sabit nokta teoreminden bu dönüşümün her 𝑢 = 1,2, … , 𝑁 için  
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𝐴𝑢 = ⋃

𝑁

𝑣=1

⋃

𝐾𝑢𝑣

𝑗=1

𝑓𝑗
𝑢𝑣(𝐴𝑣) 

 

koşulunu sağlayan (boştan farklı kompakt kümelerden oluşan) ve atraktör (sistemi) olarak 

adlandırılan (𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑁) sabit noktası vardır [4]. 

 

Sonuçta atraktör (sistemi) olarak her biri kendisinin ve/veya diğerlerinin bir takım 

büzülmüşlerinin bir birleşimi olarak ifade edilen {𝐴𝑢 | 𝑢 = 1,2, . . . , 𝑁} kompakt kümeler 

elde edilir. Burada ilgili 𝐹  fonksiyonunun, çarpım uzayı üzerindeki ℎ𝑚𝑎𝑥  maksimum 

metriği (kısalık için bu aşamadan sonra ℎ ile gösterilecektir) ile bir tam metrik uzay olan 

ℋ(𝑋1) × ⋯ × ℋ(𝑋𝑁) üzerinde tanımlandığını hatırlatmış olalım (Her bir 𝑢 için ℋ(𝑋𝑢), 

ℎ𝑢 Hausdorff metriği ile bir tam metrik uzaydır). 

 

Örnek 1.3. 𝑋1  ve 𝑋2  metrik uzaylarını standart metrikle tam olan ℝ2  olarak alalım.  

Şekil 3’te verilen 𝐴 ⊂ 𝑋1 = ℝ2  birim karesini ve 𝐵 ⊂ 𝑋2 = ℝ2  ikizkenar üçgeni 

düşünelim. 𝑋1  ve 𝑋2  metrik uzayları arasındaki (benzerlik dönüşümü olan) büzülme 

dönüşümleri 𝐴 ve 𝐵  yardımıyla Şekil 4’te resmedilmiştir. Burada 𝑋1’den 𝑋1 ’e 4 tane 

1/3’lük, 𝑋2’den 𝑋1’e 4 tane 1/3√2’lik, 𝑋1’den 𝑋2’ye 1 tane 2/5’lik ve son olarak 𝑋2’den 

𝑋2’ye 2 tane 1/2’lik benzerlik dönüşümü vardır. Bu sistemin belirlediği atraktörler Şekil 5’te 

gösterilmiştir.  

 

 
Şekil 3. 𝐴 birim karesi (solda) ve dik kenarları 1 birim uzunluğunda olan 𝐵 ikizkenar dik üçgeni (sağda). 

 

 
Şekil 4. Metrik uzaylar arasındaki büzülme dönüşümlerinin tasviri. 
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Şekil 5. İterasyonun dördüncü adımında ilgili ÇYFS’nin atraktörleri: 𝐴1 (solda), 𝐴2 (sağda). 

{𝑋𝑢; 𝑓j
𝑢𝑣, 𝑢, 𝑣 = 1, … , 𝑁, 𝑗 = 1, … , 𝐾𝑢𝑣}  şeklinde bir ÇYFS, tek türlü olarak bir 

yönlendirilmiş ve ağırlıklı çizge belirler, şöyle ki; her bir metrik uzayı bir köşe ve sistemdeki 

herhangi bir 𝑓j
𝑢𝑣 fonksiyonunu da 𝑣 köşesinden 𝑢 köşesine bir (yönlü) kenar olarak alalım. 

Bu durumda elimizde 𝑁  köşeli yönlendirilmiş bir çizge olur. Bu nedenle bu sistem 

çizge-yönlendirilmiş YFS adını alır. Hatta her bir kenar üzerine ilgili fonksiyonun büzülme 

katsayısını ağırlık olarak eklersek, bir ÇYFS tek türlü bir ağırlıklı yönlendirilmiş çizge 

belirler (Şekil 6’da Örnek 1.3’de verilen ÇYFS’nin çizgesi verilmiştir). Bu nedenle ilgili 

sistemi şu şekilde de ifade edebiliriz: Bir çizge yönlendirilmiş YFS, 𝑉 köşe noktalarını, 𝐸 

tüm (yönlü) kenarların kümesini, 𝐸𝑢𝑣  𝑢’dan 𝑣’ye giden kenarların kümesini, 𝐸𝑢  𝑢’dan 

çıkan kenarların kümesini ve 𝑟(𝑒) de 𝑒 ∈ 𝐸𝑢𝑣 kenarına ilişkin 𝑓𝑒: 𝑋𝑣 → 𝑋𝑢 fonksiyonunun 

büzülme katsayısını göstermek üzere 𝒢 = (𝑉, 𝐸, 𝑟(𝑒)) çizgesi ile temsil edilebilir. Bu yeni 

gösterimlerle de bu sistemin atraktörü (𝐴𝑢)𝑢∈𝑉 şeklinde gösterilir ve ∀𝑢 ∈ 𝑉 için  

 

𝐴𝑢 = ⋃
𝑣∈𝑉

⋃
 𝑒∈𝐸𝑢𝑣

𝑓𝑒(𝐴𝑣) 

şeklindedir.   

 

 

1 2

1
2

1
2

1
3

1
3

1
3

1
3

1

3√2
 

1

3√2
 

1

3√2
 

1

3√2
 

2

5
 

 
Şekil 6. Örnek 1.3'de verilen ÇYFS'nin gerçeklediği Mauldin-Williams çizgesi (Yönlü kenarlar üzerindeki 

sayılar ilgili kenarın ağırlığını, yani kenarı belirleyen büzülmenin benzerlik katsayısını 

göstermektedir). 
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Bu noktadan sonra, 𝒢 = (𝑉, 𝐸, 𝑟(𝑒)) çizgesini gerçekleyen bir ÇYFS, kısaca {𝑋𝑢; (𝑓𝑒)𝑒∈𝐸} 

şeklinde gösterilecektir. 

Yönlendirilmiş ağırlıklı bir 𝒢 = (𝑉, 𝐸, 𝑟(𝑒)) çizgesinde 𝑚 uzunluklu bir yolu, 𝑒𝑖 ∈ 𝐸 ve 

𝑒𝑖 ’nin bitiş noktası 𝑒𝑖+1 ’in başlangıç noktası olmak üzere 𝛼 = 𝑒1𝑒2 … 𝑒𝑚  şeklinde 

gösterelim (bu yolun uzunluğu içerdiği kenar sayısı kadardır ve |𝛼| = m  şeklinde 

gösterilir).  𝑖(𝛼) 𝛼 yolunun başlangıç köşesini (𝑒1) göstersin. Eğer her 𝑢 için 𝐸𝑢 ≠ ∅ ise 

𝒢 çizgesine bir Mauldin-Williams çizgesi denir [5]. Ayrıca eğer herhangi bir 𝑢 köşesinden 

bir 𝑣 köşesine bir (yönlü) yol bulunabiliyorsa, bu türden çizgelere kuvvetli-bağlantılı çizge 

denir.  

 

2. Sıklaştırma Fonksiyonlu Çizge-Yönlendirilmiş YFS 

Bu çalışmanın temel amacı olarak, çizge-yönlendirilmiş bir yinelemeli fonksiyon sisteminde, 

her bir tam metrik uzay (veya köşe) için bir sıklaştırma kümesi yani bir sabit fonksiyon 

sisteme eklenerek klasik durumun bir genellemesi olarak sıklaştırma fonksiyonlu 

çizge-yönlendirilmiş YFS (SÇYFS) kavramı tanımlanacaktır. Bu bölümde, bahsedilen 

genellemenin mümkün olduğu kanıtlanıp örneklendirilecek ve son bölümde ise bu yeni 

tipteki ÇYFS atraktörlerinin Hausdorff boyutu ile ilgili klasik durumunda var olan sonuca 

benzer bir sonuç elde edilecektir. 

Tanım 2.1 {𝑋𝑢; (𝑓𝑒)𝑒∈𝐸}  sistemi 𝒢 = (𝑉, 𝐸, 𝑟(𝑒))  Mauldin-Williams çizgesini 

gerçekleyen bir ÇYFS olsun. Her 𝑢 ∈ 𝑉 için 𝐶𝑢 ∈ ℋ(𝑋𝑢) sabit bir kompakt küme olmak 

üzere  

𝑤𝑢: ℋ(𝑋𝑢) → ℋ(𝑋𝑢), 𝑤𝑢(𝐵) = 𝐶𝑢 (𝐵 ∈ ℋ(𝑋𝑢)) 
 

şeklinde tanımlanan fonksiyona sıklaştırma fonksiyonu, 𝐶𝑢 kümesine de sıklaştırma kümesi 

denir. {𝑋𝑢; (𝑓𝑒)𝑒∈𝐸 , 𝑤𝑢}  sistemine de sıklaştırma fonksiyonlu çizge-yönlendirilmiş 

yinelemeli fonksiyon sistemi (SÇYFS) adı verilir.  

 

Yardımcı Teorem 2.1 {𝑋𝑢; (𝑓𝑒)𝑒∈𝐸} sistemi 𝒢 = (𝑉, 𝐸, 𝑟(𝑒)) Mauldin-Williams çizgesini 

gerçekleyen bir ÇYFS olmak üzere {𝑋𝑢; (𝑓𝑒)𝑒∈𝐸 , 𝑤𝑢} SÇYFS verilsin. Bu durumda 

𝑩 = (𝐵𝑣)𝑣∈𝑉 ∈ ∏𝑣∈𝑉 ℋ(𝑋𝑣) için 

 

𝐹𝑢(𝑩) = ⋃

𝑣∈𝑉

⋃

𝑒∈𝐸𝑢𝑣

𝑓𝑒(𝐵𝑣)  ve  𝐹𝑢
𝐶(𝑩) = 𝑤𝑢(𝐵𝑢) ∪ 𝐹𝑢(𝑩) 

 

olmak üzere çarpım uzayı üzerinde 

 

𝐹𝐶: ∏

𝑣∈𝑉

ℋ(𝑋𝑣) ⟶ ∏

𝑣∈𝑉

ℋ(𝑋𝑣), 𝐹𝐶(𝑩) = (𝐹𝑣
𝐶(𝑩))

𝑣∈𝑉
  

 

olarak tanımlanan 𝐹𝐶  dönüşümü büzülme katsayısı 𝑟 = max
 𝑒∈E

𝑟(𝑒)  olan büzülme 

dönüşümüdür.  

Kanıt. 𝐹’nin bir büzülme dönüşümü olduğunu göstermek için, 𝑨 = (𝐴𝑣)𝑣∈𝑉, 𝑩 = (𝐵𝑣)𝑣∈𝑉 

olmak üzere 
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ℎ(𝐹𝐶(𝐀), 𝐹𝐶(𝑩)) ≤ 𝑟 ⋅ ℎ(𝑨, 𝑩) 

 

eşitsizliğini sağlayan bir 0 < 𝑟 < 1  sayısının var olduğu gösterilmelidir. ∏𝑣∈𝑉 ℋ(𝑋𝑣) 

üzerindeki ℎ = ℎ𝑚𝑎𝑥 metriğinin tanımından  

 
ℎ(𝐹𝐶(𝐀), 𝐹𝐶(𝑩)) = max

𝑢∈𝑉
 {ℎ𝑢(𝐹𝑢

C(𝑨), 𝐹𝑢
C(𝑩))} 

 

şeklindedir. Ayrıca herhangi bir (𝑋, 𝑑) tam metrik uzayında 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 ∈ ℋ(𝑋) için, ℎ0 

ℋ(𝑋) üzerindeki Hausdorff metriğini göstermek üzere  

 

ℎ0(𝐴 ∪ 𝐵, 𝐶 ∪ 𝐷) ≤ max{ℎ0(𝐴, 𝐶), ℎ0(𝐵, 𝐷)} 

 

eşitliği geçerlidir. Tanımdan ve yukarıdaki özellikten 

ℎ(𝐹𝐶(𝐀), 𝐹𝐶(𝑩)) = max
𝑢∈𝑉

 {ℎ𝑢 (𝐹𝑢
C(𝑨), 𝐹𝑢

C(𝑩))} 

 = max
𝑢∈𝑉

 {ℎ𝑢(𝑤𝑢(𝐴𝑢) ∪ 𝐹𝑢(𝑨), 𝑤𝑢(𝐵𝑢) ∪ 𝐹𝑢(𝑩))} 

 ≤ max
𝑢∈𝑉

 {max  {ℎ𝑢(𝐹𝑢(𝑨), 𝐹𝑢(𝑩)), ℎ𝑢(𝑤𝑢(𝐴𝑢), 𝑤𝑢(𝐵𝑢))} }  

 = max
𝑢∈𝑉

 {max{ℎ𝑢(𝐹𝑢(𝑨), 𝐹𝑢(𝑩)), ℎ𝑢(𝐶𝑢, 𝐶𝑢)}} 

 = max
𝑢∈𝑉

 {ℎ𝑢(𝐹𝑢(𝑨), 𝐹𝑢(𝑩))} 

 

ve, Yardımcı Teorem 1.1’den 𝑟 = max 𝑟𝑗
𝑢𝑣 olmak üzere ℎ(𝐹𝐶(𝐀), 𝐹𝐶(𝑩)) ≤ 𝑟 ⋅ ℎ(𝑨, 𝑩) 

elde edilmiş olur.■ 

 

Sabit nokta teoreminden, bu şekilde verilen bir sistemin de yine tek türlü belirli ve adına 

sistemin atraktörü (veya atraktör sistemi) diyeceğimiz kompakt kümelerden oluşan (𝐴𝑢)𝑢∈𝑉 

kompakt küme ailesi vardır. 

 

Teorem 2.2 {𝑋𝑢; (𝑓𝑒)𝑒∈𝐸}  sistemi 𝒢 = (𝑉, 𝐸, 𝑟(𝑒))  Mauldin-Williams çizgesini 

gerçekleyen bir ÇYFS olmak üzere {𝑋𝑢; (𝑓𝑒)𝑒∈𝐸 , 𝑤𝑢} SÇYFS verilsin. Bu durumda her 𝑢 ∈
𝑉 için  

𝐴𝑢 = 𝐶𝑢 ∪ ⋃

𝑣∈𝑉

⋃ 𝑓𝑒(𝐴𝑣)

𝑒∈𝐸𝑢𝑣

 

 

eşitliğini sağlayan boş kümeden farklı tek türlü belirli {𝐴𝑢 ⊆ 𝑋𝑢 | 𝑢 ∈ 𝑉} kompakt küme 

ailesi vardır.  

 

Kanıt. Her 𝑢 ∈ 𝑉 için ℋ(𝑋𝑢)’nun üzerindeki ℎ𝑢  Hausdorff metriği ile bir tam metrik 

uzaydır. Bu durumda ∏𝑣∈𝑉 ℋ(𝑋𝑣) çarpım uzayı da 
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𝑨 = (𝐴𝑣)𝑣∈𝑉 , 𝐵 = (𝐵𝑣)𝑣∈𝑉 ∈ ∏

𝑣∈𝑉

ℋ(𝑋𝑣) 

 

olmak üzere, 

 

ℎ(𝑨, 𝑩) = max
𝑢∈𝑉

 {ℎ𝑢(𝐴𝑢, 𝐵𝑢)} 

 

şeklinde tanımlı maximum metrikle bir tam metrik uzaydır.  

 

Öte yandan, bu çarpım uzayı üzerinde tanımlı 𝐹𝐶  dönüşümünün bir büzülme dönüşümü 

olduğu Yardımcı Teorem 2.1’de gösterilmiştir.  

 

Sonuç olarak, bu dönüşümün Banach Sabit Nokta Teoremi gereğince, her 𝑢 ∈ 𝑉 için 

 

𝐹𝑐(𝐴𝑢) = 𝐴𝑢 = 𝐶𝑢 ∪ ⋃

𝑣∈𝑉

⋃ 𝑓𝑒(𝐴𝑣)

𝑒∈𝐸𝑢𝑣

 

 

olacak şekilde boş kümeden farklı tek türlü belirli {𝐴𝑢 ⊆ 𝑋𝑢 | 𝑢 ∈ 𝑉} kompakt küme ailesi 

vardır ve tektir. ■ 

 

 

Örnek 2.1 Örnek 1.3’de verilen ÇYFS’ni düşünelim. Bu ÇYFS’ne 𝑢 = 1,2 için Şekil 7’de 

belirtilen kompakt kümelerin belirlediği ilgili 𝑤𝑣: ℋ(ℝ2) → ℋ(ℝ2)  sıklaştırma 

dönüşümlerinin eklenmesi ile oluşan sıklaştırma fonksiyonlu ÇYFS’nin (Şekil 8’de 

sistemdeki tüm dönüşümler şekilsel olarak tarif edilmiştir.) atraktörleri de Şekil 9’da 

gösterilmiştir. 

 

 
Şekil 7. Sıklaştırma kümeleri 𝐶1 (solda) ve 𝐶2 (sağda) 
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Şekil 8. Metrik uzaylar arasındaki büzülme ve sıklaştırma dönüşümleri 

 

 
Şekil 9. İterasyonun dördüncü adımında ilgili SÇYFS’nin atraktörleri: 𝐴1 (solda), 𝐴2 (sağda) 

 

3. Sıklaştırma Fonksiyonlu ÇYFS’nin Hausdorff Boyutu 

Bu bölümde, tanımladığımız SÇYFS’lerin atraktörlerinin Hausdorff boyutu ile ilgileneceğiz. 

Snigireva ve Fraser, [9] ve [10] çalışmalarında sıklaştırma fonksiyonlu bir yinelemeli 

fonksiyon sisteminin atraktörlerinin Hausdorff boyutu (hatta sayılabilir kararlılık özelliğine 

sahip herhangi bir boyut kavramı) ve fraktal boyutu ile ilgili çalışmalar yapmışlardır. 

Snigireva bir klasik SFYFS’nin atraktörünün Hausdorff boyutunun, ilgili sıklaştırma 

kümesinin Hausdorff boyutu ile, sıklaştırma kümesi olmadan elde edilen atraktörün 

Hausdorff boyutunun maksimumuna eşit olduğunu göstermiş, dahası üst ve alt fraktal boyut 

ile ilgili de bazı sonuçlar elde etmiştir. 

 

{𝑋𝑢; (𝑓𝑒)𝑒∈𝐸} sistemi 𝒢 = (𝑉, 𝐸, 𝑟(𝑒)) Mauldin-Williams çizgesini gerçekleyen bir ÇYFS 

olmak üzere {𝑋𝑢; (𝑓𝑒)𝑒∈𝐸 , 𝑤𝑢}  SÇYFS’ni düşünelim. Her 𝑢 ∈ 𝑉  için 𝐶𝑢  (sıklaştırma) 

kümelerinin 𝑋𝑢 içinde yaşayan (dolayısıyla 𝐴𝑢 atraktörünün içinde bulunan) bütün küçük 

kopyalarının birleşimi olan küme 

 

𝑇𝑢 = 𝐶𝑢 ∪ ⋃

  𝑣∈𝑉,𝑖(𝛼)=𝑢

𝑓𝛼(𝐶𝑣) 

 

şeklinde ifade edilebilir. (𝑖(𝛼) = 𝑒1 = 𝑢 şartının sadece 𝑢’dan başlayan bütün yollara izin 

verdiğini hatırlayalım. 𝑓𝛼: 𝑋v → 𝑋𝑢 olacağından sıklaştırma kümelerinin sadece 𝑋𝑢 ’daki 

kopyaları dikkate alınmış olur.) 
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Yardımcı Teorem 3.1 Her 𝑢 ∈ 𝑉 için  

 

𝑇𝑢 = 𝐶𝑢 ∪ ⋃

𝑣∈𝑉

⋃ 𝑓𝑒(𝑇𝑣)

𝑒∈𝐸𝑢𝑣

 

 

eşitliği geçerlidir.  

 

Kanıt. 𝑇𝑢’nun tanımı kullanılarak 

𝐶𝑢 ∪ ⋃

𝑣∈𝑉

⋃ 𝑓𝑒(𝑇𝑣)

𝑒∈𝐸𝑢𝑣

 = 𝐶𝑢 ∪ ⋃

𝑣∈𝑉

⋃ 𝑓𝑒 (𝐶𝑣 ∪ ⋃

𝑤∈𝑉,𝑖(𝛼)=𝑣

𝑓𝛼(𝐶𝑤))

𝑒∈𝐸𝑢𝑣

 

 = 𝐶𝑢 ∪ ⋃

𝑣∈𝑉

⋃ [𝑓𝑒(𝐶𝑣) ∪ 𝑓𝑒 ( ⋃

𝑤∈𝑉,𝑖(𝛼)=𝑣

𝑓𝛼(𝐶𝑤))]

𝑒∈𝐸𝑢𝑣

 

 = 𝐶𝑢 ∪ ⋃

𝑣∈𝑉

⋃ [𝑓𝑒(𝐶𝑣) ∪ ⋃

𝑤∈𝑉,𝑖(𝛼′)=𝑢

𝑓𝛼′(𝐶𝑤)]

𝑒∈𝐸𝑢𝑣

 

 = 𝐶𝑢 ∪ [⋃

𝑣∈𝑉

⋃ 𝑓𝑒(𝐶𝑣)

𝑒∈𝐸𝑢𝑣

] ∪ [ ⋃

𝑤∈𝑉,𝑖(𝛼′)=𝑢

𝑓𝛼′(𝐶𝑤)] 

 

 

elde edilir. Burada 𝑓𝛼′ = 𝑓𝑒 ∘ 𝑓𝛼  olduğuna ve |𝛼′| > 1  olduğuna dikkat ediniz. Son 

birleşimdeki ikinci terim, ∀ 𝑣 ∈ 𝑉 için 𝐶𝑣 kümesinin 1 uzunluklu mümkün bütün yollara 

karşılık gelen fonksiyonlar altında 𝑋𝑢  içinde yaşayan kopyalarıdır. Üçüncü terim ise 

uzunluğu 1’den büyük olan bütün yollara karşılık gelen fonksiyonlar altındaki kopyalardır. 

Sonuç olarak son ifadedeki birleşim tam olarak 𝑇𝑢 kümesini vermektedir. ■ 

 

Yardımcı Teorem 3.2  Her 𝑢 ∈ 𝑉 için 𝑇𝑢̅̅̅̅ = 𝐴𝑢 şeklindedir. 

 

Kanıt. Yardımcı Teorem 3.1 kullanılarak, 

 

𝑇𝑢̅̅̅̅  = 𝐶𝑢 ∪ ⋃

𝑣∈𝑉

⋃ 𝑓𝑒(𝑇𝑣)

𝑒∈𝐸𝑢𝑣

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 

 = 𝐶𝑢̅̅ ̅̅ ∪ ⋃

𝑣∈𝑉

⋃ 𝑓𝑒(𝑇𝑣)

𝑒∈𝐸𝑢𝑣

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
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 = 𝐶𝑢 ∪ ⋃

𝑣∈𝑉

⋃ 𝑓𝑒(𝑇𝑣)

𝑒∈𝐸𝑢𝑣

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
 

 = 
𝐶𝑢 ∪ ⋃

𝑣∈𝑉

⋃

𝑒∈𝐸𝑢𝑣

𝑓𝑒(𝑇𝑣)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 

 = 𝐶𝑢 ∪ ⋃

𝑣∈𝑉

⋃

𝑒∈𝐸𝑢𝑣

𝑓𝑒(𝑇𝑣̅̅̅̅ ) 

 

bulunur. Ancak, Teorem 2.2’de de belirtildiği üzere ilgili eşitliği sağlayan her 𝑢 = 1,2, … , 𝑁 

için boştan farklı tek kompakt küme 𝐴𝑢 olduğundan, 𝑇𝑢̅̅̅̅ = 𝐴𝑢 ‘dur.  

 

{𝑋𝑢; (𝑓𝑒)𝑒∈𝐸 , 𝑤𝑢}  SÇYFS’nin atraktörleri (𝐴𝑢)𝑢∈𝑉  şeklinde olmak üzere, sıklaştırma 

fonksiyonları kullanmadan var olan klasik {𝑋𝑢; (𝑓𝑒)𝑒∈𝐸}  ÇYFS’nin atraktörlerini de 

(𝐴∅
𝑢)𝑢∈𝑉 şeklinde gösterelim. 

 

Yardımcı Teorem 3.3  Her 𝑢 ∈ 𝑉 için 𝐴𝑢 = 𝐴⌀
𝑢 ∪ 𝑇𝑢 eşitliği sağlanır. 

 

Kanıt. Klasik durum için [9] çalışmasında, 𝐴  ve 𝐴∅  sırasıyla SFYFS ve YFS’nin 

atraktörleri ve 𝑇 de 𝐶 sıklaştırma kümesi ve 𝐶’nin YFS’deki tüm fonksiyonların mümkün 

bütün bileşkeleri altındaki görüntülerinin birleşimini gösteren küme olmak üzere 𝐴 = 𝐴∅ ∪
𝑇 olduğu kanıtlanmıştır. 

 

Benzer argümanlarla, Yardımcı Teorem 3.1 ve Yardımcı Teorem 3.2 yardımı ile her 𝑢 ∈ 𝑉 

için 𝐴𝑢 = 𝐴⌀
𝑢 ∪ 𝑇𝑢 kolayca görülür. ■ 

 

Örnek 3.1. Örnek 2.1’de verilen SÇYFS’nin atraktörleri, bu atraktörlerdeki sıklaştırma 

kümelerinin ilgili atraktörlerdeki tüm kopyaları ve Örnek 1.3’de verilen sıklaştırma 

fonksiyonu kullanılmadan elde edilen atraktörler Şekil 10’da gösterilmiştir. 

 

𝐴⌀
1 

𝐴⌀
2 

𝐴1 

𝐴2 

𝑇1 

𝑇2 

 
Şekil 10. Örnek 2.1’de verilen SÇYFS için (4.adımda) 𝐴𝑢, 𝐴⌀

𝑢 ve 𝑇𝑢 kümeleri 
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{𝐴𝑖}𝑖∈𝐼  sayılabilir bir küme dizisi olsun. dim𝐻𝐴 , 𝐴  kümesinin Hausdorff boyutunu 

göstermek üzere 

dim𝐻 (⋃ 𝐴𝑖

𝑖∈𝐼

) = sup
𝑖∈𝐼

{dim𝐻(𝐴𝑖)} 

 

eşitliği geçerlidir (bu özelliğe genel olarak sayılabilir kararlılık özelliği denir). 

 

Teorem 3.4 {𝑋𝑢; (𝑓𝑒)𝑒∈𝐸}  kuvvetli-bağlantılı bir 𝒢 = (𝑉, 𝐸, 𝑟(𝑒))  Mauldin-Williams 

çizgesini gerçekleyen bir ÇYFS olmak üzere {𝑋𝑢; (𝑓𝑒)𝑒∈𝐸 , 𝑤𝑢} SÇYFS verilsin. Her 𝑢 ∈ 𝑉 

için ilgili sistemlerin atraktörlerini sırasıyla 𝐴⌀
𝑢 ve 𝐴𝑢 ile gösterelim. Bu durumda  

 

dim𝐻 𝐴𝑢 = max {dim𝐻 𝐴⌀
𝑢 , max

𝑣∈𝑉
{dim𝐻 𝐶𝑣}} 

eşitliği geçerlidir.  

 

Kanıt. Yardımcı Teorem 3.3 kullanılırsa her 𝑢 ∈ 𝑉 için,  

 

𝐴𝑢 = 𝐴⌀
𝑢 ∪ 𝑇𝑢 = 𝐴⌀

𝑢 ∪ 𝐶𝑢 ∪ ⋃

𝑣∈𝑉,𝑖(𝛼)=𝑢

𝑓𝛼(𝐶𝑣) 

şeklindedir. Bu eşitliğin yanında, dim𝐻 sayılabilir kararlılık özelliğine sahip olduğundan 

 

dim𝐻 𝐴𝑢 = max {dim𝐻 𝐴⌀
𝑢 , dim𝐻 𝐶𝑢 , dim𝐻 ( ⋃

𝑣∈𝑉,𝑖(𝛼)=𝑢

𝑓𝛼(𝐶𝑣))} 

  

 = max {dim𝐻 𝐴⌀
𝑢 , dim𝐻 𝐶𝑢 , sup

𝑣∈𝑉,𝑖(𝛼)=𝑢
{dim𝐻 𝑓𝛼(𝐶𝑣)} } 

 

elde edilir. Herhangi bir kümenin bir büzülme dönüşümü altındaki görüntüsünün Hausdorff 

boyutu kendisinin Hausdorff boyutundan küçük veya eşit, 𝑓𝛼  dönüşümleri büzülme 

dönüşümü ve ilgili çizge kuvvetli-bağlantılı (dolayısıyla herhangi iki metrik uzay arasında 

(yönlü) bir fonksiyon ve bu nedenle herbir atraktör içinde bütün sıklaştırma kümelerinin 

kopyaları var) olduğundan dolayı 

 

dim𝐻 𝐴𝑢 = max {dim𝐻 𝐴⌀
𝑢 , max

𝑣∈𝑉
{dim𝐻 𝐶𝑣}} 

 

eşitliği elde edilir. ■ 

 

{𝑋𝑢; (𝑓𝑒)𝑒∈𝐸}  kuvvetli-bağlantılı bir 𝒢 = (𝑉, 𝐸, 𝑟(𝑒))  Mauldin-Williams çizgesini 

gerçekleyen bir ÇYFS ise, bu sistemin atraktörlerin herbirinin boyutu birbirine eşittir. Bu 

atraktörlerinin boyutlarının hesaplanması ayrı ve önemli bir problemdir (detay için bkz. [4]). 

Ama bu sisteme sıklaştırma fonksiyonu eklendiğinde yani sabit kompakt kümelerle 

atraktörler sıklaştırıldığında elde edilen atraktörlerin boyutları, bu sıklaştırma kümelerinin 

boyutları ile, ilgili ÇYFS sisteminin atraktörlerinin boyutlarının maksimumu olarak 

hesaplanır. 
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