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ÖZ 

Bu çalışmada metrik uzaylar, ultrametrik uzayları, normlu uzaylar ve ultranormlu uzaylar tanıtılıp aralarındaki 
ili şkiler ve örnekleri gösterildi. Ultranormlu uzaylarda izometri ve ultra izometri tanımları yapıldı. Sonra bazı 
ultranormlu uzaylara örnekler verilip ultra Banach uzay olduğu ve izomorfik olduğu gösterildi. 
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The Some Ultranorm Spaces and Isomorphicity 
 

ABSTRACT 

In this study metric spaces, ultrametric spaces, normed spaces and ultranormed spaces are introduced and their 
relations between each other and examples are shown. Isometry and ultra isometry are defined in ultranormed 
spaces. Then some example of ultra-normed spaces are given and it is shown to be ultra Banach space and is 
isomorphic. 

Keywords- Ultrametric, Ultranorm, Krull Sharpening, Ultra Isometry, Ultra Banach Spaces. 
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I. GİRİŞ 

Bu çalışmada ultrametrik uzay kavramının belirteci olan üçüncüsü aksiyomun d(x, y) ≤mak{ d(x, z) , d(z, y)}  alınmasıyla oluşturulmuş metriğe ultrametrik ismi verilmiş ayrıca ilginç, dikkat çekici 
neticeler çıkarılmıştır. Sonra ultrametrik ile metrik uzayları, ultranormlu ile normlu uzayları ve ilişkileri 
gösterilmiştir. Bu aksiyom ile ultrametrik uzayları, ultranormu, ultrametrik Banach uzaylarını ve ultrametrik 
Banach uzaylarının değişik özellikleri incelenmiştir. Ayrıca Diagana, Krull, Ludkovsky ve Şanlıbaba [1,2,3,4] 
ultrametrik uzayların yapılarını, bu uzaylara örnekleri ve kapsama durumlarını göstermişlerdir. Sonuç olarak 
bazı farklı yapılar ve uzaylar ortaya çıkarılmış, tanımlamaları ve örnekleri açıklanmıştır.  

II. TEMEL TANIM VE TEOREMLER 

Tanım 2.1. X bir küme olmak üzere ve X üzerinde tanımlı d: X x X → ℝ  bir � fonksiyonu verilmek 
üzere ∀x, y, z ∈ X için  � fonksiyonu M1- M3 aksiyomlarını sağlıyorsa � fonksiyonuna metrik, (X, d) ikilisine de 
metrik uzay denir. 

(M1) d(x, y) = 0  ⇔  x = y  

(M2) d(x, y) =  d(y, x) (Simetri) 

(M3) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (Üçgen eşitsizliği) 

Pozitif olan d(x, y) ile gösterilen negatif olmayan reel sayısına x ile y arasındaki uzaklık denir [5]. 

Ultrametrik uzaylar aslında metrik uzayların daha özel hali olup aşağıda tanımı gösterilecek ve 
karşılaştırmalar yapılacak, ultrametriklere örnekler verilecektir. 

Tanım 2.2. X bir küme ve  ∀x, y, z ∈ X için d�: X x X → ℝ  fonksiyonu verilsin. d� fonksiyonu; 

(UM1)  d�(x, y) = 0  ⇔  x = y 

(UM2)  d�(x, y) =  d�(y, x) (Simetri)     

(UM3)  d�(x, y) ≤ mak{ d�(x, z) , d�(z, y)} (Güçlü üçgen eşitsizliği) 

koşullarını sağlıyorsa d�′ ya ultrametrik, (X, d�) veya ultrametrik uzay, (UM1), (UM2) ve (UM3) şartlarını da 
ultrametrik uzay aksiyomları denilir. 

Metrik ve ultrametrik koşulları incelenirse  (UM1) aksiyomu (M1) aksiyomu ile, (UM2) aksiyomu 
(M2) aksiyomu ile aynıdır. Ultrametrik üçüncü aksiyomda d(x, y)  ≤ mak{d(x, z), d(z, y)} eşitsizliğinde 
maksimum değer d(x, z) olursa d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) eşitsizliğin sağlandığı açıktır. Diğer durumda 
maksimum değer d(z, y) olarak seçilirse aynı şekilde d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)  eşitsizliği yine korunur. Sonuç 
olarak (UM3) eşitsizliğinden (M3) eşitsizliği elde edilir. Diğer taraftan her zaman (M3) den (UM3) elde 
edilemeyeceğinden her metrik uzay bir ultrametrik uzay değildir. Dolayısıyla her ultrametrik uzay bilinen 
anlamda metrik uzay olur fakat tersi olmayabilir.                 

d: ℝ x ℝ →  ℝ ve d(x, y) = |x − y| olarak tanımlanan  ℝ deki doğal metriği düşünecek olunursa d’nin 
M1-M3 koşullarını sağladığı açık olarak görülür. Gerçekten de mutlak değer metriği ile ℝ gözönüne alındığında x = −2, y = −5, z = −3  alarak d(x, y) = 3, d(x, z) = 1, d(z, y) = 2  olup güçlü üçgen eşitsizliğinin 
sağlanmadığı görülebilir. Dolayısıyla d, ℝ de bir metrik olduğu halde (UM3) koşulunu sağlamadığından 
ultrametrik olmaz. Sonuçta  (ℝ, d)  ultrametrik uzay değildir.   

Şimdi takip eden teorem verilebilir:                                                                                

Teorem 2.1. Bütün ultrametrik uzaylar aslında bir metrik uzaydır fakat her metrik uzay bir ultrametrik 
uzay olmayabilir. 
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Örnek 1.  X " ∅ bir küme verilmiş olmakla birlikte,  X	x	X → �  

d��x, y�=	$0, x � y
1, x " y  şeklinde tanımlanan (1) 

d� fonksiyonu X de bir ultrametriktir [6], [7]. 

Tanım 2.3. X kümesi verilsin ve X in birimi θ ile gösterilmiş olan  ∀x ∈ X için 0 � x � 0 olmak üzere X 
kümesinde toplama ve skalarla çarpma işlemleri tanımlansın. 

∀x, y ∈ X ve ∀α ∈ '  olacak şekilde g: X → �  fonksiyonu  

(UN1)   g�x� � 0	 ⇔ 	x � θ      

(UN2)  	g�αx� � |α|	g�x�     
(UN3)   g�x � y� � 	mak�g�x�, g�y��    
koşullarını sağlarsa g fonksiyonuna X de ultranorm denir. Norm ve ultranorm aksiyomları 

karşılaştırıldığında (UN3) ve (N3) aksiyomları birbirinden ayrı olduğu gözlemlenir. 

g�x � y� � 	mak�g�x�, g�y�� eşitsizliği g�x � y� � g�x� � g�y� eşitsizliğini gerektirirken g�x � y� �
g�x� � g�y� eşitsizliği g�x � y� � 	mak�g�x�, g�y�� eşitsizliğini gerektirmez. Böylece her ultranorm bir normdur 
fakat tersi doğru değildir. 

Her normun bir metrik olduğu bilinen bir önermedir. Benzer şekilde ultrametrik ve ultranorm içinde 
durum aynıdır. Yani “Her ultranorm bir ultrametriktir” [6]. 

Sonuç olarak normlu uzayların birinci ve ikinci şartı ile ultranormlu uzayların birinci ve ikinci şartı 
aynıdır. Yine normlu uzayların üçüncü şartı olan üçgen eşitsizliği koşulunun ‖x � y‖ � mak�‖x‖, ‖y‖� 
eşitsizliği var iken sağlandığı ama ‖x � y‖ � ‖x‖ � ‖y‖ eşitsizliğinin var olmasının ‖x � y‖ � mak�‖x‖, ‖y‖� 
eşitsizliğinin mevcut olmasını gerektirmeyeceği görülür. Dolayısıyla “Her ultranormlu uzay normlu uzaydır, 
tersine her normlu uzay ultranormlu uzay olmayabilir” önermesi verilebilir. 

Buraya kadar anlatılanları ve ilişkilerini aşağıdaki diyagram özetler: 

 

Diyagram 1. Metrik ve Ultrametrik Uzay, Normlu ve Ultranormlu Uzay İlişkileri arasındaki bağıntıyı gösteren 
diyagram 

Tanım 2.4. Bir X ultranormlu (Arşimedyan olmayan) lineer uzayı tam ise X uzayına Ultra Banach uzayı 
ya da Arşimedyan olmayan Banach uzayı denir. 

Tanım 2.5. X bir normlu uzay ve ∀x, y ∈ X olsun. ‖x‖ " ‖y‖ olduğunda ‖x � y‖ � mak�‖x‖, ‖y‖� 
eşitsizliği sağlanıyorsa ‖. ‖ ye Krull özelliğine sahiptir denir [2]. 

Ultranormlu uzayUltrametrik uzayMetrik uzay

Normlu uzay
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III.  BAZI ULTRANORMLU UZAYLAR VE İZOMORFİKL İKLERİ 

Tanım 3.1. 	T: X → Y dönüşümü verilsin. X ve Y, K cismi üzerinde ultranormlu uzaylar olsun.  ∀x ∈ X 
olmak üzere; 

‖T�x�‖ � ‖x‖ 

eşitli ği varsa kısacası ultranormu koruyorsa,  T nin bir ultra izometri olduğu söylenir. 

K	cismi	üzerinde	X ve Y ultranormlu uzaylar olarak verilsin. T: X → Y dönüşümü lineer, birebir, örten 
ve izometri mevcutsa X ve Y uzaylarına ultra izometrik olarak ultra izomorfiktir denir ayrıca bu durum  X� ≅ Y�  
ile ifade edilir. 

K bir cisim olmak üzere ∀x, y ∈ K için  |. |: K → 	� fonksiyonu �d3�6	 ultrametrik 3.şartı olan            
|x � y| � mak�|x|	, |y|�  eşitsizliğini sağlasın.  ∀k ∈ 7  için  �ρ9� ; 	�: � 0 biçiminde  �ρ9� dizisi sınırlı bir dizi 
ve	I da bir indis kümesi olacak şekilde, K de; 

<=�I, K, ⍴� � �x � �x9� ∈ K: sup9∈7|x9|ρ9 A ∞� 
kümesini tanımlayalım.  

																																			‖. ‖:	<=�I, K, ⍴� → 	� 

																																													x → ‖x‖ � sup9|x9|ρ9  

Yukarıda tanımlanan ‖. ‖ fonksiyonu verilmiş olsun. �<=�I, K, ⍴�, ‖. ‖� çifti ultranormlu Banach uzayıdır. Benzer 
biçimde; 

cC�I, K, ρ� � �x � �x9� ∈ K: lim9|x9|ρ9 � 0� ve c�I, K, ρ� � �x � �x9� ∈ K: lim9|x9|ρ9		mevcut�   
kümeleri de ‖x‖ � sup9|x9|ρ9  ile beraber Arşimedyan olmayan Banach uzaylarıdır [1,8,9,10].  

<=�I, K, ⍴� ultra sınırlı dizilerin uzayı, 	cC�I, K, ρ� ultra sıfıra yakınsak dizilerin uzayı,  c�I, K, ρ� ultra 
yakınsak dizilerin uzayı olarak isimlendirilir. 

Aşağıda yalnız  <=�I, K, ⍴� ultra sınırlı dizisinin ultra Banach uzayı olduğu gösterilecek olup diğerleri de 
benzer şekilde gösterilebilir. 

i ) Ultranorm olduğu gösterilir. 

(un1) ‖x‖ � sup9|x9|ρ9 � 0 ⟺ |x9|ρ9 � 0 ⟺ |x9| � 0 ⟺ x9 � 0 ⟺ x � 0,   
(un2) ‖αx‖ � sup9|αx9|ρ9 � |α|sup9|x9|ρ9 � |α|‖x‖	dir. 
(un3) ‖x � y‖ � sup9	|x9 � y9	|	ρ9 � sup9	�mak�|x9|ρ9, |y9	|	ρ9	�			 

																																	� sup9	�mak�|x9 � θ|ρ9, |y9 � θ|	ρ9	�	 
																																																				� sup9 	HmakImak�|x9	|ρ9, θ�,mak�|y9	|ρ9, θ�JK 

																																																																		� mak�sup9	�mak�|x9	|	ρ9, θ�, sup9	�mak�|y9	|	ρ9, θ��� 
																																																																	� mak�sup9	d�x9, θ�, sup9	d�y9, θ�� � mak�‖x‖, ‖y‖�. 

Dolayısıyla  <=�I, K, ⍴�	 ultranormlu uzaydır. 

ii�Tam olduğu ispatlanır. 
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Varsayalım ki �xL),  <=(I, K, ⍴)   de bir Cauchy dizisi olarak verilsin. (xL) in sabit bir dizi olması 
durumunda tamlık açıktır.  

Diğer durumda  (xL) in sabit bir dizi olmadığı düşünülürse bu takdirde m, n ≥ nC olmak üzere 

‖xN − xL‖ = sup9∈O|x9N − x9L|ρ9 < ε                                               (*) 

için gerçeklenir. 

Öyle ki ε > 0 ve k = 1,2, … olacak şekilde keyfi lakin sabit her k için m, n ≥ nC iken  |x9N − x9L| < ε  
elde edilir ve bir  nC tam sayısının var olduğu gözlemlenir. Diğer taraftan her sabit k için (x9S , x9T, x9U, … )   K ‘ de 
bir Cauchy dizisidir. K tam olduğu bilindiğine göre (x9N) → x9 ∈ K  yazılabilir. k doğal sayısının her bir değeri 
için elde edilecek  limitler yardımıyla   K ‘ de  x = (xS, xT, … ) dizisi teşkil edilir. 

xS = (xSS, xTS , … , xLS , … )    

xT = (xST, xTT, … , xLT , … )    

xU = (xSU, xTU, … , xLU , … )     . 

⋮ 
x9 = WxS9, xT9, … , xL9, … X    

⋮ 
xN = (xSN, xTN, … , xLN, … ) 

   ↓         ↓     ↓ ⋯    ↓ ⋯   

x = (xS, xT, … , xL, … ) 

Burada ise x ∈ <=(I, K, ⍴) ve n → ∞, xL → x  olduğu gösterilecektir. (*) ifadesinde  n → ∞ yapılırsa  

‖x9L − x9‖[\(O,],⍴) < ε elde edilir. 

xL = (x9L) ∈ <=(I, K, ⍴)  varlığından  k = 1,2, … için ‖x9L‖ ≤ tL olmak üzere bir tL  reel dizisi vardır. 

Güçlü üçgen eşitsizliğinden;  

‖x9‖ρ9 = ‖x9 − x9L + x9L‖ρ9 ≤ mak{‖x9 − x9L‖, ‖x9L‖}ρ9 ≤ mak{ε, tL}M < ∞.          
Yukarıdaki eşitsizliğe bakıldığında her k sayısı için geçerlidir. Ayrıca eşitsizliğin sağ tarafı k’ yi  

içermediğinden (x9) ∈ <=(I, K, ⍴) dir. <=(I, K, ⍴) ultra Banach uzayıdır.  

Şimdi    Ƶ: <̀=(I, K, ρ) → <=(I, K, ρ) 

x → Ƶx = y,   y = y9 

y9 = px9 + (1 − p)x9aS dönüşümü kullanılırsa görülür ki <̀=(I, K, ρ) ile  <=(I, K, ρ) uzayları ultra  

izometriktir ve ultra izomorfiktir.  

i) Ƶ nin lineer olduğu gösterilir. 

∀α ∈ K  ve  ∀x, y ∈ λc(I, K, ρ) için 
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Ƶ�x + y) = p(x9 + y9) + (1 − p)(x9aS + y9aS) 

= px9 + py9 + (1 − p)x9aS + (1 − p)y9aS 

= px9 + (1 − p)x9aS + py9 + (1 − p)y9aS 

= Ƶ(x) + Ƶ(y)  

Ƶ(αx) = p(αx9) + (1 − p)(αx9aS) 

= α(px9 + (1 − p)x9aS) = αƵ(x) dir. 

ii) Ƶ nin örten olduğu gösterilir. 

Ƶ: <̀=(I, K, ρ) → <=(I, K, ρ) 

x → Ƶx = y,   y = y9 

x =  ƵaSy iken <̀=(I, K, ρ) da her x = (x9) = ∑ (−1)9ae (Saf)ghi
fghijk9elC ye 

<=(I, K, ρ) da yukarıdaki yazılan formda bir y elemanı bulunur ki, Ƶ nin örtenliği ispatlanmış olur.  

iii ) Ƶ nin ultra izometri yani ultranormu koruduğu gösterilir.  

x9 = ∑ (−1)9ae (Saf)ghi
fghijk9elC ye dizisini tanımlayalım. 

        ‖x‖ = sup9|px9 + (1 − p)x9aS|ρ9 

= sup9 mp n(−1)9ae (1 − p)9aep9ae:S
9

elC
ye + (1 − p) n(−1)9ae (1 − p)9aep9ae:S

9
elC

yem ρ9 

= sup9|y9|ρ9 = sup9|Ƶx|ρ9 = ‖Ƶx‖o(O,],p) dir.  

İzometrik dönüşümlerin 1:1 bir dönüşüm olduğu bilindiğinden dolayı bu durum ultra izometri içinde 
geçerliliği açıktır, tekrar gösterime gerek olmadığından Ƶ birebirdir.  

Dolayısıyla Ƶ dönüşümü lineer, birebir, örten ve ultranormu koruyan ultra izometrik dönüşümdür. 
Özetle  <̀=(I, K, ρ) ile <=(I, K, ρ)  lineerdir ve ultra izometrik olarak ultra izomorfik uzaylardır. Şayet  ρ9 = 1  
alınması halinde cC(I, K, ⍴)  uzayı cC sıfıra yakınsak dizilerin uzayına,  c(I, K, ⍴) de  c  yakınsak dizilerin uzayına 
son olarak da  <=(I, K, ⍴)  bilinen anlamıyla  <= sınırlı dizilerin uzayına dönüştükleri görülür. 

IV.  SONUÇLAR 

Bu çalışmada ultrametrik, ultranorm, ultra Banach uzayları incelenmiş, teoremler ve örnekler 
verilmiştir. Sonuç olarak ultrametrik uzayların metrik uzaylar tarafından kapsanan daha spesifik yapılar olduğu 
gözlemlenmiş ve metrik uzaylarda var olan özelliklerin tamamının ultrametrik uzaylarda mevcut olmadığı 
belirlenmiştir. Ayrıca ultrametrikler daha özel oldukları için şaşırtan bazı sonuçlara ulaşılmıştır. Son bölümde ise 
ultra Banach uzayına örnekler verilmiş, ispatlanmış ve ultra izomorfik olduğu gösterilmiştir. 
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