Ordu Univ. Bil. Tek. Derg.,Cilt:4,Say1:1,2014,59-74/0rdu Univ. ]. Sci. Tech.,Vol:4,No:1,2014,59-74

INVOLUT B-SCROLL UZERINE YENI BiR BAKIS

Siileyman SENYURT "
Ordu Universitesi, Fen Edebiyat Fakiltesi ,Matematik B6Iimii, Ordu

OZET

Bu calismada, b edrisi a egrisinin bir involutl olarak alindiginda b involit
egrisinin Frenet vektorleri, egrilik ve torsiyonu a egrisinin W Darboux ( Jean
Gaston Darboux,1842-1917) vektorl ile B binormal vektori arasindaki | agisina

bagh olarak verildi. Bu durumda involit edri boyunca olusan B -scroll’un Gauss
egriligi, ortalama egriligi, 1. ve Il. temel formlari yeniden hesaplanmistir. Son
olarak da helis egrisi boyunca olusan involut B -scroll’larin mapple programi ile
cizimi verilmistir.
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ON INVOLUTE B-SCROLL A NEW VIEW

ABSTRACT

In this paper, when b is considered as the involute of the a curve, Frenet vectors,
curvature and torsion of b are given, respectively depending on the angle , |

which is between W Darboux vector and B binormal vector of a curve. In this
case, Gaussian and mean curvatures, I. and Il. Fundamental forms of B -scroll

generated by involute curve have been calculated. Finally the involute B -scrolls
generated by helix curve have drawn application.
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1. GIRIS
a:l—>E* a(s)=(a,(s).a,(s).a;(s)) diferensiyellenebilir birim hizli bir
egri olsun. Bu egrinin Frenet 3-ayaklisi

(1.1)

(
B(s)=T(s)AN(s)

seklinde tanimlanir. @ egrinin egriligi k (), torsiyonu t (s)ile gsterilirse

k(s)=[a"(s)]

<arxaﬂ,am> (12)

t(s)=

olur. T, N ve B Frenet vektorleri ile bu vektorlerin tirev vektorleri arasinda

s)+t (s)B(s), (1.3)

baginti vardir ve bu bagintiya Frenet formiilleri ad verilir,[3] .

Tanim 1.1:a : 1 > E® ve b :1 — E* egrileri verilmis olsun. a egrisinin teget
dogrulari b egrisinin teget dogrularina dik oluyorsab egrisine @ egrisinin bir
involUtd denir. b edrisi & egrisinin bir involtd ise

b(s)=a(s)+! (s)T(s), | €IR. (1.4)
Teorem 1.1: b:1 — E® efrisi a :1 — E* egrisinin bir involiti olsun. Bu

durumda a (s) ve b(s) noktalari arasindaki uzakhk
d(a(s).b(s))=|c—s|, c=sbt, Vvsel (1.5)

dir, [3].
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Teorem 1.2: b : | — E® efrisi a : | — E* egrisinin bir involiitii olsun. a ve b
egrilerinin Frenet catilari sirasiyla {T, N,B} ve {T*, N, B*} ile gosterilirse bu

catilar arasinda

T"=N
. k t
N = T+ B (16)
t k
= T+
Jk?2 4+t 2 Jk? 4+t 2

B*

bagintist vardir,[6].
Teorem 1.3:b:1 > E* egrisi a:1 — E® egrisinin bir involiiti olsun.a

egrisinin egrilikleri k ve t , b egrisinin egrilikleri k*ve t* ise bu egrilikler

arasinda
2 2
k"= K-+t , | =c-s
| k
' 1.7
Al .
pro_\kJ
| (k?+t?)

bagintist vardir,[6].

Teorem 1.4: b : 1 — E® efrisi a : | — E* egrisinin bir involiitii olsun. a ve b

egrisinin {T,N,B} ve {T*, N B*} Frenet catilari arasinda
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= t—
Tk

t !

( ). ()

2
- et Uk B (18)

) | k (k2+t2)é
gotr t
| Ik

bagintisi vardir, [4].

Sonug 1.1:
a)t =0=t " =0olur. Bu durumda egriler diizlemseldir.

k't
| kKvVk?+t?

c) a egrisi helisise a* duzlemseldir.

b)t #0vet =sabit iset” =

Teoreml.5:a :1 — E°® egrisi boyunca olusan B-scroll'un sekil operatorine
karsilik gelen matris S ile gosterilirse bu matris

Kk —ut'+u% %k ot
3 ut?+1
s=| (ut*+1) (1.9)
t
L 0
ut 2 +1 i

dir, [5].

Tanim 1.2: @ : | — E® egrisi boyunca olusan B-scroll'un K Gauss egriligi ve H
ortalama egriligi sirasiyla

2
K=detS=—— (L10)
(uzt 2+1)
’ 2
H = izg - KW Utk (1.12)
(ut?+1)2

dir, [5,6].
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Tanim 1.3:E® de bir yizeyin 1. ve Il. temel formlari sirastyla 1 ve 1l ile
gosterilirse

I =(j ..j ,)dsds+(j ,j,)dsdu+(j ,.j ,)dudu
I =(S(dj ),dj ) ve dj =] ds+j ,du

dir. Burada Sytzeyin sekil operatoriidiir. Bu tanima gore bira : 1 — = egrisi
boyunca olusan B -scroll'un 1. ve II. temel formlara karsilik gelen matris sirasiyla

! {uzt 1 0} (112)

0 1
k-ut'+ut’% ot
2 2
I - Ju%t-+1 Jut 2 +1 (L13)
_— 0

Jut 2 +1

olur [6].

2. INVOLUT B-SCROLL UZERINE YENI BiR BAKIS

a:l — E® egrisi Uizerinde {T, N, B} catisi her s aninda bir eksen etrafinda ani

helis hareketi yaptigi kabul edilir ve bu eksene Darboux ekseni denir. Bu eksen
dogrultusundaki vektére W ile gosterilirse

W=tT+kB (2.2)

seklinde bulunur ve bu vektére Darboux vektori denir,[l].W vektori ile B
binormal vektori arasindaki agi | ile gosterilirse sekil 1 den
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Sekil 1Darboux vektdri

. t . Kk
sinj :M ,  COSj :M (2.2)
Bu durumda (1.6),(1.7) ve (1.8) ifadelerinin yeni durumlari

T =N

N*=-cosj T +sinj B (2.3)
B* =sinj T +cosj B

K= selcj

¢ _ | 'sec] (24)

W]
R L I

I I
-] 'tanj SeCj ]
N*= T- N +
Hw] | w

B = llT ——talr”

!

E (25)

seklinde bulunur.
Tanim 2.1: @ :1 — E® birim hizl egrisinin Frenet catisi {T,N,B} olsun. a

egrisi boyunca B binormal vektériiniin meydana getirdigi regle ytizeye B -scroll
(binormal scroll) denir. Burada a egrisine B -scroll’un dayanak egrisi, B binormal
vektoriine de dogrultmani veya ana dogrusu denir. Bu durumda B -scroll

parametrik denklemi
i (s;u)=a(s)+u(s)B(s) (2.6)
seklinde yazilir, [2].
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Tanim 2.2: b : | — E* egrisi a : | — E* nin bir involitii ve b egrisinin Frenet

catisi {T*,N*,B*} olsun. b egrisi boyunca B*binormal vektoriniin meydana
getirdigi regle yiizeye involut B-scroll , b egrisine dayanak egrisi, B binormal
vektoriine de dogrultman veya ana dogru denir. Bu durumda B -scroll parametrik
denklemi

i “(s,v)=b(s)+v(s)B(s) (2.7)
seklinde yazilr, [4].

Teorem 2.1: b : 1 — E® egrisi a : | — E?® egrisinin bir involiitii olsun. Involiit
B -scroll’ un denklemi

i “(s.v)=a(s)+(l +vsinj )T +vcosj B (2.8)
ispat: j "(s,u)=b(s)+v(s)B"(s)ifadesinde b ve B"in yerine sirasiyla
(1.4) ve (2.3) den Karsiliklari yazilirsa ispat yapilmis olur.

Teorem 2.2: b : 1 — E® efrisi a : | — E* egrisinin bir involiti olsun. a egrisi
boyunca B -scroll'u ileb egrisi boyunca involit B -scroll'nun arakesit egrisinin

denklemi

j (s)=a(s)—I cotj B(s). (2.9)

ispat: (2.8)bagintisindan | +vsinj =0 ve vcosj =u olmalidir. Buradan

u=-l cotj olur. Budeger (2.8) de yerine yazilirsa islem tamamlanmis olur.

Teorem 2.3: @ : 1 — E® egrisi boyunca B-scroll'un birim normal vektori alani
N_ ile gosterilirse

a

N MTEN (210)
1+(ut )2
Ispat: (2.6) ifadesinin sve u gore tirevleri alinir ve bu tirevler N, :—”: : AJ: “”
AN

ifadesinde yerine yazilirsa ispat tamamlanir.
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Teorem 2.4: b : 1 — E® egrisi a : | — E® egrisinin bir involiti olsun. b egrisi
boyunca involit B -scroll'un birim normal vektorii alani N, ile gosterilirse

V] 'secj

cosj T — N —sinj B

| W] 2 (211)
N V] 'secj
Jl [ W] j

Ispat: (2.7)ifadesinin sve Vv gore tdrevleri ahnir  ve bu tlrevler

N, =

N, = J SAJ — de yerine yazilirsa
i inps
VT +N°
N, =———
1+(vt*)

Burada T",N"ve t "yerine sirasiyla (2.3)ve (2.4)den Karsiliklar yazilirsa ispat
tamamlanir.

Teorem 2.5: b : 1 — E* egrisi a : | — E® egrisinin bir involiti olsun. @ egrisi
boyunca B-scrollun N, birim normal vektorii alani b egrisi boyunca involit
B-scroll'un N, birim normal vektorii alanina dik ise

v:l W ﬁéinj oS’ J

!

J
(2.12)
ispat: N, L N, :><Na,Nb>:0
: Vj 'secj -
cosj T————N-sinj B
utT+N I
| uTeN W "
1+(ut ) \/ (\4’ sec j
14| ==
W]
= —Ut COSj +V] r 3¢ =0

W
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2 .. 2
v:l i S;n,J cos’j |

=

Teorem2.6:a :1 — E® egrisi boyunca olusan involiit B-scrollun  sekil
operatoriine karsilik gelen matris S ile gosterilirse bu matris

r 2 ., .
secj —v(j 'sec] J K )’ sec’] j 'secj |

| il ) ZIIWIIZ - ' IIVYII 2
e e
] 'secj

ML ;
sz'secj N

anJ 1 |
(2.13)

ispat: Involiit egri boyunca olusan involiit B-scroll'un sekil operatoriine karsilik
gelen matris S ile gosterilirse

§{<s(j i) (s6:). Jq
(sGo)is) (sGa)iv)

olur.(2.8) ve (2.11) ifadelerinden

n|
I

. =T*—vt ‘N
(vt*)2+1

j
i

Jv :B*,

i
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* (k* vt ¥ +vk't *Z)T* +(Vzt K —vkt T -vikt *S)N*—(Vzt =4t *)B*
] (vzt *2+1)2

j:} j:> k=t ) +vike ()

B (vt 2 11)2

bulunur. Burada (2.4) bagintisi dikkate alinirsa ispat tamamlanmis olur.

Sonuc2.1: b : 1 — E® egrisi boyunca olusan involiit B -scroll'un Gauss egriligi

K ve ortalama egriligi H ile gosterilirse bu egrilikler sirasiyla

[j 'secj ]2
_ — I
K =detS =- il (2.14)

(i)
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. .y . 2 - \2 3:
secj _VLJ secj j _(j )" sec’]
- — | | 2 2
o W)

{VZ S H

Teorem2.7:b : 1 — E® egrisi boyunca olusan involut B-scroll'un 1. ve Il. temel
formlari sirasiyla | ve 1l ile gosterilirse

ol =

(2.15)

olur.

2 ., .
secj —v(j 'secj J (i ) sec’] j 'sec]

| 3 1 DA T o

N Ik

jl
(217)

Ispat: Involiit edri boyunca olusan involut B-scroll'un 1. ve Il. temel formlari
sirasiyla | ve Il ile gosterilirse

|
Q
VR
<\—.
J— m‘
=38
o

U=(j 2, J)dsds+(j 2, )dsdv+(j ;j 7 )dvdv,

1= (vzt 2 +1)2 dsds + 0dsdv +1dvdv,
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T=(s(2)d ) (G2
ok vk o AT
/ +1 1[(\/t*)z—kl

olur. Bu ifadeler matris formunda yazilirsa

- [(vzt ";+1)2 ﬂ

Qi

dsdv + Odvdv

Kt vkt ot |
. ey ey
_t_*z 0
(vt*) +1

bulunur. Burada (2.4) bagintisi dikkate alinirsa ispat tamamlanmis olur.

Ornek 2.1: a(s)= (acos(—) asm(s) bsj d =+a’+b® helis edrisinin
( Sekil 2) Frenet vektorleri, egrilikleri, 1. ve 1l.temel formlari sirasiyla

a

T(s):(—asm( ), cos( ) J
N(s)= —(cos(%),sin(—),o

S s, a
B(s)= ( sm(d) cos(OI ,aj,
KO- D=
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(ub)’ +(a2 +b2)2
I = (a2 +b2)2
0 1
k +ut %k B b |
Jut?+1 \/u2b2+(a2+b2)2
Il = b )
_ = O
\/u2b2+(a2+b2)
BTN
(/ \\\
a0; >
-
5
10 <
U‘i\
o 4
-05\6«.\';\5\\ rﬂ,&g/’(ﬂ/ﬁﬁ

1

Sekil 2 helis egrisi
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//, ——
// //
L -
2 /
1 i OOV
5
&
a5
£
4
. Al
4 p
TS Tl e eI

LU

Sekil 3 helis egrisinin involitl

a (S) helis egrisine ait involit egrisinin ( Sekil 3) denklemi, Frenet vektorleri,
egrilikleri, 1. ve Il.temel formlari sirasiyla

b(s)= [a(cos(g) —lasin(g)), a[sin(%) +'ECOS(§)) b(s(;r | )} |

| =c—-s,c=sabit

T'(s)=N-= —(cos(%),sin(g)ﬁj,

N*(s)= —%T +§B = [sin(g),—cos(g),OJ
B*(s) =§T +%B =(0,0,1),

Ja? +b?

K (s) =2t (9) =0

Helis egrisi boyunca B - scroll'un denklemi (Sekil 4)

ub s bs+ua}
d

j (su)= (acos(%) +l:j—bsin(§), asin(g) __COS(E)’ J
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et
Cat
L]

) {"J
_2"" Tre f A

Sekil 4 B -scroll Sekil 5 involit B - scroll

Involiit egri boyunca B - scrollun denklemi (Sekil 5)

J *(S’V){a(COS(E)—%Sin(E)j (S|n(—)+d cos( )j b(s+1) }

d
Arakesit B- scrollun denklemi (sekil 6 ,Sekil 7)

| (S){%coﬂ%)—%sin(%)) (sm(—)+ cos(S )j M}

db

(B R i Y T P

Sekil 6 B -scroll M involiit B -scroll Sekil 7 B -scroll ile involit
B -scroll’un arakesit egrisi
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