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Lorenzt Uzayinda Spacelike involut B-Scroll Uzerine
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OZET

Bu calismada, b spacelike egrisi a time egrisinin bir invollti olarak
alindiginda spacelike b involdt egrisinin Frenet vektorleri, egrilik ve torsiyonu
a timelike egrisinin W Darboux vektort ile B binormal vektérii arasindaki
lorentzian | acisina bagh olarak verildi. Bu durumda involut egri boyunca
olusan B-scroll’un sekil operatoriine Kkarsilik gelen matris, Gauss egriligi,
ortalama egriligi, 1. ve I1. temel formlari yeniden hesaplandi.
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ABSTRACT

In this paper, when b is considered as the spacelike involute of the a timelike
curve, Frenet vectors, curvature and torsion of b are given, respectively
depending on the angle , j which is betwen W Darboux vector and B binormal

vector of a curve. In this case, matrix corresponding to the transformation
weingarten, Gausian and mean curvatures, I. and I. fundamental forms of B -
scroll generated by involute curve have been calculated.
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1.GIRIS

Bir parametreye bagl dogrular ailesinin geometrik yeri bir regle yiizey olarak
bilinmektedir. 1960’ yillardan itibaren regle yizeyler izerinde birgok bilim
adami calismalar yapmaya baslanmis ve1982 de Sabuncuoglu, Genellestirilmis
Regle Ydlzeyler Uzerine isimli docentlik tezi hazirlayarak bu yizeylerin
Ozeliklerini inceledi. Regle ylzeyler icgin yapilan calismalar Lorentz
(Minkowski) uzayinda da yapildi. Turgut, 3-boyutlu Lorentz uzayinda
timelike ve spacelike regle yiizeyler ile bunlara ait bogaz noktasi, dagiima
parametresi ve acilabilir regle yizey kavramlari Uzerinde durdu, [13]. Graves,
dayanak egrisi null olan bir egri boyunca binormal vektoriin hareketiyle olusan
timelike regle yizeyleri B—scroll olarak tanimladi, [7]. Bundan sonra Ekmekgi
ve llarslan, Lorentz uzayinda egrilerin Frenet formdallerini hesapladi,[6].
Balgetir, n—boyutlu Lorentz uzayinda genellestirilmis null scroll’lar (izerinde
calisti, [2]. 2006 da Kiligoglu, n-boyutlu Lorentz uzayinda timelike ve
spacelike B-scroll’larin sekil operatoriine Karsilik gelen matrisi, Gauss
egriligi,ortalama egriligi, asimptotik c¢izgileri, 1. ve 1l. temel formlari
hesapladi,[9]. Oziisaglam ve arkadaslari, Minkowski 3-uzayinda B-Scroll
yuzeylerinin genisletilmisi ve B-Scroll yuzeylerinin, KII ikinci Gaussian
egriligi ve ortalama egriligini hesapladi, [16]. Senyurt, invollt egri boyunca
olusan B-scroll’un Gauss egriligi, ortalama egriligi, 1. ve Il. temel formlari
evolit egrisinin Darboux vektord ile B binormal vektorl arasindaki agiya bagl
olarak verdi, [12].

gIIRXIRT 5 IR g(X,Y)==XY, + XY, + XY,

seklinde tanimh fonksiyona Lorentz metrigi,{IRs,g} ikilisine 3-boyutlu

Lorentz uzayi denirve 1° ile gosterilir.Bir X e IL* vektori icin;
1) g(X, X)>0veya X =0 ise X vektorlne spacelike vektor, (uzay benzeri)

i) g(X,X)<0 ise X vektoriine timelike vektor, (zaman benzeri)

i) g(X,X)=0 ise X vektortne lightlike veya null vektor (isik benzeri)
denir.Bir X e IL® vektoriinin normu

X1, =g (. )

seklinde tanimlanir. X = (x,X,, ;) ve Y =(Y,,Y,,Ys) € IL>olmak tizere

XAY :(Xsyz_X2y3’X1y3_X3y1’X1y2_Xzyl) (1'1)
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vektoriine X ve Y nin vektorel carpimi  denir,(Akutugawa and Nishikawa
1990).

a : 1 — Il diferensiyellenebiliregrisininFrenetcatisi {T, N, B} olsun. B
binormal vektor ile W vektori arasindaki Lorentzian agi j ile gosterilsin.
a) a timelike ise Frenet formulleri

T'=kN
N'=kT +t B (1.2)
B'=-tN

seklinde([15], [6]), ani donme vektoru

TAN=-B,NAB=T ve BAT =—N olmak zere

W =tT-kB (1.3)
seklinde [14],
b) a spacelike binormalli spacelike ise Frenet formulleri

T'=kN
N'=kT +t B (1.4)
B'=—tN

seklinde [15], ani donme vektori
TAN=-B,NAB=-T ve BAT =N olmak tizere

W=—tT+kB (1.5)

seklinde [14],
c) a timelike binormalli spacelike ise Frenet formdilleri

T'=kN
N'=—KT +t B (1.6)
B'=t N

seklinde, [15] ani donme vektori de
TAN=B,NAB=-T ve BAT =—=N olmak tzere

W =tT-kB (1.7)
seklinde bulunur [14].
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IL® 3-boyutlu Lorentz uzayinda bir yiizey M olsun. M yiizeyi lizerine
indirgenmis metrik, Lorentz metrigi ise M ye timelike ylzey denir, ([3],
[13]).a:1 > I ve b:I— I egrileri verilmis olsun.a egrisinin teget
dogrularib egrisinin teget dogrularina dik oluyorsab egrisine a egrisinin bir
involtd denir ve involit egrinin denklemi

b(s)=a(s)+! (s)T(s), | €IR (1.8)
seklinde yazilir. Burada | =(c—s), c=sbt, Vvsel,[8].

Teorem 1.1: b: I — IL%spacelike egrisi a :1 — Il timelike egrisinin bir

involity olsun.b ve a egrisinin egrilikleri sirasiyla k*ve t*, k ve t ile
gosterilirse bu egrilikler arasinda

t2-k?
2 2
k*:(—*'(lf_g)tk, N ‘timelike (19)

:(c—s)(kz—tz)

bagintisi vardir, [5].

Teorem 1.2: b:| — IL%spacelike egrisi a : 1 — I’ timelike egrisinin bir
involltd olsun. a ve b egrilerinin Frenet catilari sirasiyla {T,N,B} ve
{T*,N*,B*} ile gosterilsin.a egrisinin B binormal ile W Darboux vektor(

arasindaki Lorentzian agl j olmak Uzere bu catilar arasinda
a)W spacelike ise ([k|>1t|)
k =|W /| coshj )
: =k?-t?, 1.10
K o+ W (.10
T°=N
N* =-coshj T +sinhj B (1.11)
B* =—sinhj T +coshj B
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a)W timelike ise (|k|<[t|)

k =|W/||sinhj )
, =—(k*-t? 1.12
K il ==t L12)
T"=N
N* =sinhj T —coshj B (1.13)

B* =coshj T +sinhj B

bagintisi vardir, [4].
0 rd

Sekil 1Darboux vektoru

a:l— I timelike birim hizli egrisinin Frenet 3 —ayaklisi
{T,N,B}olsun. B spacelike binormal vektoru tarafindan uretilen regle yuzeye
B —scroll denir ve denklemi

j (ssu)=a(s)+uB(s) (1.14)
seklinde yazilir, [7]. Bu ylzeyin birim normali N, , sekil operatdriine karsilik

gelen matris S ,Gauss egriligi K ve ortalama egriligi H ile gosterilsin. Bu
durumda

N, =T =N (1.15)
(ut) -1
k-ut-utk ot
AN ut?-1
s=| (ut*-1f , (1.16)
t
Ut 0 ]
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2
K=detS=-——" (1.17)
(ut?-1)
_ " 2
H = |ZS _ k —ut UZtS k ’ (118)
(ut?-1)2
I. ve Il. temel formlari sirasiyla | ve 1l ile gosterilirse bu formlarin matrissel

ifadeleri sirasiyla

| {uzt 1 0} (1.19)

0 1

k-ut'-ut*%
I = Jut?-1 Jut?-1
t

—_— 0

Juti-1

seklinde bulunur, [10].

(1.20)

2. Lorenzt uzayinda Spacelike involut B-scroll Gzerine

b : 1 — E*spacelike egrisi a : | — E® timelike egrisinin bir involiitii olsun. Bu
durumda spacelike involit B-scroll’ un denklemi

j “(s,u)=b(s)+v(s)B*(s)
seklinde yazilir. BuradabveB~in yerine sirasiyla (1.8),(1.11)ve(1.13) den
karsiliklari yazilirsa bu denklem

{i (swv)
i "(sw)

Teorem 2.1: b : 1 — E’spacelike egrisi a :1 — E® timelike egrisinin bir
invol(td olsun. b egrisinin egrilik ve torsiyonu sirasiyla

a (s)+(c—s—vsinhj )T +vcoshj B, W spacelike

a (s)+(c—s+vcoshj )T +vsinhj B, W timelike

(2.)

olur.
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. sechj

c-s)’

o) (22)
("o j "sechj _

Ml W

Ispat: b egrisi a egrisinin bir involiti oldugundan (1.11)ba§|nt|5|ndan
N “timelike olur. Bu durumda (1.10) badintisi(1.9)da yerine yazilirsa aranan
bulunmus olur.

Teorem 2.2:b :1 — E®spacelike egrisi a :1 — E® timelike egrisinin bir
invollitd olsun.a egrisi boyunca timelike B-scroll ileb egrisi boyunca

spacelike involit B -scroll'un arakesit egrisinin denklemi
j (s)=a(s)+(c—s)tanhj B(s), W spacelike,
j (s)=a(s)—(c—s)cothj B(s), W timelike.

(2:3)

Ispat: (2.1) bagintisindan
(c—s)—vsinhj =0 ve vcoshj =u
veya
(c—s)+vcoshj =0 ve vsinhj =u
olmalidir. Buradan
=(c-s)tanhj
veya
—(c—s)cothj
olur. Bu deder (2.1)de yerine yazilirsa islem tamamlanmis olur.
Teorem 2.3: b:1 — E® spaclike egrisi a :1 — E® timelike egrisinin bir

involUtl olsun. b egrisi boyuncaspacelike involit B-scroll’'un birim normal
vektori alant N, ile gosterilirse

_coshj T+ 358N\ 4 sinhj B

=it e »
Jl )

ispat:j*(s,v):b(s)+vB*(s) denklemi ile wverilen B -scroll’un birim
normall

N, =
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vt T +N”

1-(vt )
dir, (Turgut 1995). Burada (1.10),(1.11) ve (2.2) badintilari yerlerine yazilirsa
istenen elde edilmis olur.

N, =

Teorem 2.4: b:1 — E® spaclike egrisi a :1 — E® timelike egrisinin bir
involutu olsun.a egrisi boyunca B-scroll'un N, birim normal vektoru alani
b egrisi boyunca involiit B-scroll'un N, birim normal vektori alanina dik ise

|c—s|kt
SR i T 2.5
j "sechij y (25)

Ispat: N, L N, =(N,,N,)=0 olur. Buradan

vj 'sech

HT N —coshj T+ c s "W”N+smhj B B
(ut )2—11 \/1 (\4 'sec hj JZ
c—s)w]
_sech

= ut coshj —vj '

Cc-sw]
(c—s)coshj W |t '

=v=

j "sechj
oy (c— s)kt
] SEChj

Teorem 2.5:b:1 — E®spacelike egrisi a :1 — E*® timelike egrisinin bir
involltd  olsun.b  egrisi boyunca spacelike involut B-scroll'un sekil
operatorune karsilik gelen matris
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, j "sechij
sechj —v[j "sechj ]Jrsechj v (c=s)|W|
(C_S) (C_S)”W” (C_S) 1_[\/] 'sechj JZ j 'sechj
Cc=s)W[) ) (c=s)w]
5_ ) Vj 'sech] 2\2 1- Vj 'sechj
[1 [ (CS)HWIIN e o)
j 'sechj
I ;
B Vj 'sechj
_ v |
(2.6)
seklindedir.

Ispat: Spacelike involut B-scroll'un sekil operatoriine karsilik gelen matris S
ile gosterilirse

o TN
1 fopey] -
olur ve buradan
S[j:]— 1 ON, 1 oN,
HNIRNE: ‘1_(w)z os

i: (—k* vt vkt *Z)T*+(vk*t Vi kY -kt *3)N*—(t fovh *3)8*
| Ls |=—
(1—v2t *2)2
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j
V

s[*

3

oy
(1-vt ?)e

\

2

S

i )i > K ov(e) vk ()

T

(1—v2t 2)2

2
<

<s

bulunur.Bu ifadeler

n|
I

b [y )\t
i h> 1-vt ™’
v | v\ g
HiE)

S matrisinde yerine yazilirsa

k"‘—v(t"‘)'+v2k"(t"‘)2 ot
(1-vt ) L-vas
‘
1-vA 2 0 ]

olur. Burada k*ve t " yerine (2.2)deki ifadeleri yazilirsa ispat tamamlanmis

olur.
Sonu¢ 2.1:b: I —

E* spaclike egrisi boyunca olusan

involit B -scroll'un

Gauss egriligi K ve ortalama egriligi H ile gosterilirse bu egrilikler sirasiyla

|

s (es]

2
j "sechj

v

(2.7)
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sechj B (] 'sechj } sechj v C—S ”VV||
(c=5) [(c-s)W] ( j ‘sechi J
1-
c—s)|W|

j "sechj

{1 L s |wv||ﬂz

Teorem 2.6:b : | — E*spaclike egrisi boyunca olusan involit B-scroll'un 1.

(2.8)

ve Il. temel formlari sirasiyla I ve 11 ile gosterilirse

2 2
] "sech] J
- 1-|v——7©=— 0
'[ L c=s)M] J
0 1
(2.9)
r 2
sechj (] 'sechj ] Vv sechj [(C—S)”W”J
-V
(c=s) ((c-s)W|

j "sechj

echj

it

c- SIPNIIN ) jc )W

| = j "sechij i \/ j "sechj
Jl ) v
j 'sechj
RG] .
\/1 { j "sechj JZ
i c—s)|W|
(2.10)
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Ispat:Spacelike involut B-scroll'un I. ve II. temel formlari sirasiyla Tve 1l ile
gosterilirse

T=(j 2 J)dsds+(j ;,j ;)dsdv+(j ;,j ;)dvay,
T:(l v )dsds+0dsdv+1dvdv
w=(s(i2)i: (S 2)d o) <losav+ i s
oK Tk e 2T dsdv+odvy
() 1-(w)

olur. Bu ifadeler matris formunda yazilirsa

- {(v% 2 1) o]

0 1

K +vt Y +vkt 2

. F F

1—(vt Y

bulunur. Burada k*ve t* yerine (2.3)deki ifadeleri yazilirsa ispat
tamamlanmis olur.

(")rnek2.1a(s):(ﬁsinhs,\/icoshs,s)timelike egrisinin  (sekil2) Frenet
elemanlari

T(s)= (\/Ecosh s,ﬁsinhs,l), N (s) =(sinh's, cosh,0),
B(s)z(cosh s,sinh,ﬁ),
k=+2,t=-1.

a timelike egrisine ait B- scroll’un denklemi (sekil 3)
j (s,u):(\/Esinhs+ucoshs,\/§coshs+usinhs,s+u\/§).

b(s)= (x/isinh S +(c—s)x/§cosh s,~/2 cosh s+(c—s)\/§sinh s, c) spacelike

egrisinin ( sekil 4) Frenet elemanlari
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T*(s)=(sinhs,coshs,0),N"(s)=(coshs,sinhs,0),B"(s)=(0,0,-1),
kK'=— 1t -0,
V2(c-s)’

b spacelike egrisine ait B- scroll’un denklemi (sekil 5)

j *(s,v)=(\/§sinhs+(c—s)x/§cosh s,ﬁcoshs+(c—s)\/§sinh s,c—v).

§§=.-Mu-hu-|m
(1 T ST T
}

S ey 190 5 R 15

Sekil 2a timelike egrisi  Sekil 3b spacelike involut egrisi

Sekil 4 timelike B- scroll Sekil 5b spacelike involiit B- scroll
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