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Lorenzt Uzayında Spacelike İnvolüt B-Scroll Üzerine
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ÖZET
Bu çalışmada,  spacelike eğrisi  time eğrisinin bir involütü olarak
alındığında spacelike  involüt eğrisinin Frenet vektörleri,  eğrilik ve torsiyonu
 timelike eğrisinin W Darboux  vektörü ile B binormal vektörü arasındaki
lorentzian  açısına bağlı olarak verildi. Bu durumda involüt eğri boyunca
oluşan B-scroll’un şekil operatörüne karşılık gelen matris, Gauss eğriliği,
ortalama eğriliği, I. ve II. temel formları yeniden hesaplandı.
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On Spacelike Involute B- Scroll  a New View
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ABSTRACT

In this paper, when  is considered as the spacelike involute of the  timelike
curve, Frenet vectors, curvature and torsion of  are given, respectively
depending on the angle ,  which is betwen W Darboux vector and B binormal
vector of  curve. In this case, matrix corresponding to the transformation
weingarten, Gausian and mean curvatures, I. and I. fundamental forms of B –
scroll generated by involute curve have been calculated.
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1.GİRİŞ

Bir parametreye bağlı dogrular ailesinin geometrik yeri bir regle yüzey olarak
bilinmektedir. 1960’lı yıllardan itibaren regle yüzeyler üzerinde birçok bilim
adamı çalışmalar yapmaya başlanmış ve1982 de Sabuncuoğlu, Genelleştirilmiş
Regle Yüzeyler üzerine isimli doçentlik tezi hazırlayarak bu yüzeylerin
özeliklerini inceledi. Regle yüzeyler için yapılan çalışmalar Lorentz
(Minkowski) uzayında da yapıldı. Turgut, 3−boyutlu Lorentz uzayında
timelike ve spacelike regle yüzeyler ile bunlara ait boğaz noktası, dağılma
parametresi ve açılabilir regle yüzey kavramları üzerinde durdu, [13]. Graves,
dayanak eğrisi null olan bir eğri boyunca binormal vektörün hareketiyle oluşan
timelike regle yüzeyleri B−scroll olarak tanımladı, [7]. Bundan sonra Ekmekçi
ve İlarslan, Lorentz uzayında eğrilerin Frenet formüllerini hesapladı,[6].
Balgetir, n−boyutlu Lorentz uzayında genelleştirilmiş null scroll’lar üzerinde
çalıştı, [2]. 2006 da Kılıçoğlu, n−boyutlu Lorentz uzayında timelike ve
spacelike B−scroll’ların şekil operatörüne karşılık gelen matrisi, Gauss
eğriliği,ortalama eğriliği, asimptotik çizgileri, I. ve II. temel formları
hesapladı,[9]. Özüsağlam ve arkadaşları, Minkowski 3-uzayında B-Scroll
yüzeylerinin genişletilmişi ve B-Scroll yüzeylerinin, KII ikinci Gaussian
eğriliği ve ortalama eğriliğini hesapladı, [16]. Şenyurt, involüt eğri boyunca
oluşan B-scroll’un Gauss eğriliği, ortalama eğriliği, I. ve II. temel formları
evolüt eğrisinin Darboux  vektörü ile B binormal vektörü arasındaki açıya bağlı
olarak verdi, [12].

  1 1
3 3

2 2 33:      g ,  g IR IR IR X Y x y x y x y     

şeklinde tanımlı fonksiyona Lorentz metriği, 3 ,IR g  ikilisine 3-boyutlu

Lorentz uzayı denirve 3IL ile gösterilir.Bir 3X IL vektörü için;
i) ( , ) 0 veya 0g X X X  ise X vektörüne spacelike vektör, (uzay benzeri)
ii) ( , ) 0g X X  ise X vektörüne timelike vektör, (zaman benzeri)
iii) ( , ) 0g X X  ise X vektörüne lightlike veya null vektör (ışık benzeri)
denir.Bir 3X IL vektörünün normu

 ,
IL

X g X X

şeklinde tanımlanır. 1 2 3( , , )X x x x ve 1 2 3( , , )Y y y y 3IL olmak üzere

3 2 2 3 1 3 3 1 1 2 2 1( , , )X Y x y x y x y x y x y x y      1.1
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vektörüne X ve Y nin vektörel çarpımı  denir,(Akutugawa and Nishikawa
1990).

3: I IL  diferensiyellenebilireğrisininFrenetçatısı , ,T N B olsun. B
binormal vektör  ile W vektörü arasındaki Lorentzian açı   ile gösterilsin.
a)  timelike  ise Frenet formülleri

T N
N T B
B N


 


 
   
   

 1.2

şeklinde([15], [6]), ani dönme vektörü

T N B   , N B T  ve B T N   olmak üzere
W T B    1.3

şeklinde [14],
b)  spacelike binormalli  spacelike  ise Frenet formülleri

T N
N T B
B N


 


 
   
   

 1.4

şeklinde [15], ani dönme vektörü
T N B   , N B T   ve B T N  olmak üzere

W T B     1.5

şeklinde [14],
c)  timelike binormalli  spacelike  ise Frenet formülleri

T N
N T B
B N


 



 
    
  

 1.6

şeklinde, [15] ani dönme vektörü de
T N B  , N B T   ve B T N   olmak üzere

W T B    1.7

şeklinde bulunur [14].
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3IL 3−boyutlu Lorentz uzayında bir yüzey M olsun. M yüzeyi üzerine
indirgenmiş  metrik, Lorentz metriği ise  M ye timelike yüzey denir, ([3],
[13]). 3I IL   ve 3I IL   eğrileri verilmiş olsun. eğrisinin teğet
doğruları  eğrisinin teğet doğrularına dik oluyorsa  eğrisine  eğrisinin bir
involütü denir ve involüt eğrinin denklemi

       s s s T s IR        1.8

şeklinde yazılır. Burada    ,      ,      , 8c s c sbt s I      .

Teorem 1.1: 3I IL   spacelike eğrisi 3I IL   timelike eğrisinin bir
involütü olsun.  ve  eğrisinin eğrilikleri sırasıyla  ve ,   ve  ile
gösterilirse bu eğrilikler arasında

 

 

  

2 2

2 2

2 2

,

,

N spacelike
c s

N timelike
c s

c s

 


 



 
















 



 





  


 
 






 

 1.9

bağıntısı vardır, [5].
Teorem 1.2: 3I IL   spacelike eğrisi 3I IL   timelike eğrisinin bir
involütü olsun.  ve  eğrilerinin Frenet çatıları sırasıyla  , ,T N B ve

 , ,T N B   ile gösterilsin. eğrisinin B binormal ile W Darboux vektörü
arasındaki Lorentzian açı  olmak üzere bu çatılar arasında

a)W spacelike ise   

2 2 2
cosh

,    = ,
sinh

W
W

W


 

 

  


 1.10

cosh sinh
sinh cosh

T N
N
B

T B
T B
 

 







 



 



  

 1.11
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a)W timelike  ise   

 2 2 2
sinh

,    =
cosh

W
W

W


 

 

   


 1.12

sinh cosh
h sinos hc

T N
N
B

T B
T B

 

 







 

 



 

 1.13

bağıntısı vardır, [4].

Şekil 1Darboux vektörü

3: I IL  timelike  birim hızlı eğrisinin Frenet 3 –ayaklısı
{ , , }T N B olsun. B spacelike binormal vektörü tarafından üretilen regle yüzeye
B −scroll denir ve denklemi

     ,s u s uB s    1.14

şeklinde yazılır, [7]. Bu yüzeyin birim normali N , şekil operatörüne karşılık
gelen matris S ,Gauss eğriliği K ve ortalama eğriliği H ile gösterilsin. Bu
durumda

 2
,

1

u T NN
u











 1.15

 

2 2

3 2 2
2 2 2

2 2

11 ,

0
1

u u
uuS

u

    







  
    

   

 1.16
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 
2

22 2
det ,

1
K S

u




  


 1.17

 

2 2

3
2 2 21

u uH İzS
u

   



 
 


,  1.18

I. ve II. temel formları sırasıyla I ve II ile gösterilirse bu formların matrissel
ifadeleri sırasıyla

2 2 1 0
0 1

u
I

 
  
 

 1.19

2 2

2 2 2 2

2 2

1 1

0
1

u u
u uII

u

    

 




  
 

  
 
 

 

 1.20

şeklinde bulunur, [10].

2. Lorenzt uzayında Spacelike  involüt B-scroll üzerine

3I E   spacelike eğrisi 3I E   timelike eğrisinin bir involütü olsun. Bu
durumda spacelike involüt B -scroll' un denklemi

       ,s u s v s B s   

şeklinde yazılır. Burada  ve B ın yerine sırasıyla  1.8 ,  1.11 ve  1.13 den
karşılıkları yazılırsa bu denklem

     
     

, sinh cosh ,     spacelike

, cosh sinh ,     timelike

s v s c s v T v B W

s v s c s v T v B W

   

   





     


    

 2.1

olur.
Teorem 2.1: 3I E   spacelike eğrisi 3I E   timelike eğrisinin bir
involütü olsun.  eğrisinin eğrilik ve torsiyonu sırasıyla
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 

 
sech

c ,

.

se
c s

c s

h

W W







 






 


  









 2.2

İspat:  eğrisi  eğrisinin bir involütü olduğundan  1.11 bağıntısından

timelikeN  olur. Bu durumda  1.10 bağıntısı  1.9 da yerine yazılırsa aranan
bulunmuş olur.
Teorem 2.2: 3I E   spacelike eğrisi 3I E   timelike eğrisinin bir
involütü olsun. eğrisi boyunca timelike B -scroll ile  eğrisi boyunca
spacelike  involüt B -scroll'un arakesit eğrisinin denklemi

       
       

tan ,     spacelike,

cot ,     timelike.

s s c s h B s W

s s c s h B s W

  

  

  


  
 2.3

İspat:  2.1 bağıntısından

  sinh 0c s v    ve coshv u 

veya

  cosh 0c s v    ve sinhv u 

olmalıdır. Buradan

  tanu c s h 

veya

 cotu c s h  

olur. Bu değer  2.1 de yerine yazılırsa işlem tamamlanmış olur.

Teorem 2.3: 3I E   spaclike eğrisi 3I E   timelike eğrisinin bir
involütü olsun.  eğrisi boyuncaspacelike involüt B -scroll'un  birim normal
vektörü alanı N  ile gösterilirse

 

 

2

seccosh sinh
.

sec1

v hT N B
c s W

N
v h
c s W



 
 

 


  




 
  

 

 2.4

İspat:      ,s v s vB s    denklemi ile verilen B −scroll’un birim
normalı
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 21

v T NN
v







  








dir, (Turgut 1995). Burada  1.10 ,  1.11 ve  2.2 bağıntıları yerlerine yazılırsa
istenen elde edilmiş olur.
Teorem 2.4: 3I E   spaclike eğrisi 3I E   timelike eğrisinin bir
involütü olsun. eğrisi boyunca B -scroll'un N birim normal vektörü alanı
 eğrisi boyunca involüt B -scroll'un N  birim normal vektörü alanına dik ise

.
sech

c s
v u


 





 2.5

İspat: , 0N N N N      olur. Buradan

 
 

 

2 2

seccosh sinh
, 0

1 sec1

v hT N B
c s Wu T N

u v h
c s W

 
 



  


  




  
  

 

 
seccosh 0hu v

c s W


    


 cosh
sec

c s W
v u

h
 

 


 


  .
sech

c s
v u


 


 


Teorem 2.5: 3I E   spacelike eğrisi 3I E   timelike eğrisinin bir
involütü olsun.  eğrisi boyunca spacelike involut B -scroll'un şekil
operatörüne karşılık gelen matris
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     
 

 

 

 

 

 

 

2

3
2

2

2
2

2

sech
sech

sech sech1

sech1sech1

sech

0
sech

sec sec

1

Wh h
W

W W

v WW

c s
v v

c s c s c s
v

c s

W

W

c s

vS
c sc s

c s

v
c s

 
 

   

 
 

 

 

 

        
                  

     

 
 
 

 
   
   
 

 
 


  
   


 





 
















 
 
 
 

 2.6

şeklindedir.

İspat: Spacelike involut B -scroll'un şekil operatörüne karşılık gelen matris S
ile gösterilirse

   
   

, ,

, ,

s s s v

v s v v

S S
S

S S

   

   

   

   

 
 
 
 

yazılır.      ,s v s vB s    ifadesinin s ve v ya göre türevleri alınırsa

 21

s

s

T v N

v

 
 

   








ve v

v

B








olur ve buradan

 2
1 1 ,

1

s

s s

N N
S

s sv

 
  



 

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1
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

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 
  

   
 
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3
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1
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S

v
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S
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 

 

 

 
  
 
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bulunur.Bu ifadeler S matrisinde yerine yazılırsa

   
 

22

3 2 2
2 2 2

2 2
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0
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v
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 
   

olur. Burada  ve   yerine  2.2 deki ifadeleri yazılırsa ispat tamamlanmış
olur.
Sonuç 2.1: 3I E   spaclike eğrisi boyunca oluşan   involüt B -scroll'un
Gauss eğriliği  ve ortalama eğriliği  ile gösterilirse bu eğrilikler sırasıyla
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olur.
Teorem 2.6: 3I E   spaclike eğrisi boyunca oluşan involüt B -scroll'un  I.
ve II. temel formları sırasıyla I ve II ile gösterilirse
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İspat:Spacelike involut B -scroll'un I. ve II. temel formları sırasıyla I ve II ile
gösterilirse

, , , ,s s s v v vI dsds dsdv dvdv            

 22 21 0 1 ,I v dsds dsdv dvdv    

   2 2
, 2 , , ,s s s s v s v v vII S dsds S dsdv dvdv                  

   

2 2

2 2

2 0
1 1

v vII dsds dsdv dvdv
v v

    

 

    

 
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  

 

olur. Bu ifadeler matris formunda yazılırsa

 22 2 1 0

0 1

vI   
 
  

   

 

2 2

2 2
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1 1

0
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v v

v v
II
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

    

 





   
 

  
 
 
 

  

bulunur. Burada  ve   yerine  2.3 deki ifadeleri yazılırsa ispat
tamamlanmış olur.

Örnek2.1    2 sinh , 2 cosh ,s s s s  timelike eğrisinin (şekil2) Frenet

elemanları

   2 cosh , 2 sinhs,1T s s ,    sinh ,cosh,0N s s ,

   cosh ,sinh, 2B s s ,

2  , 1   .
 timelike eğrisine ait B- scroll’un denklemi (şekil 3)

   , 2 sinh cosh , 2 cosh sinh , 2 .s u s u s s u s s u    

      2 sinh 2 cosh , 2 cosh 2 sinh ,s s c s s s c s s c      spacelike

eğrisinin ( şekil 4) Frenet elemanları
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   sinh ,coshs,0T s s  ,    cosh ,sinhs,0N s s  ,    0,0, 1B s   ,

 
1

2 c s
  


, 0.  

 spacelike eğrisine ait B- scroll’un denklemi (şekil 5)

      , 2 sinh 2 cosh , 2 cosh 2 sinh , .s v s c s s s c s s c v      

Şekil 2 timelike eğrisi Şekil 3  spacelike  involut  eğrisi

Şekil 4 timelike  B- scroll                  Şekil 5  spacelike involüt B- scroll
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