TARTISMA (DISCUSSION)

Matematigin Deneysel Gelisimi ve Ogretimindeki Uzantisi:

Analiz Dersi Ornegi

Tolga Kabaca*

Modern matematik tarihinin ilk zamanlarinda
“Sonsuz Kuclkler Hesabl” olarak bilinen
matematik disiplini kabaca limit, tlrev ve
integral kavramlarindan olugmaktadir.
GlUnumuzde lise duzeyinde son sinif
matematik dersi olarak, Universitelerde ise
Calculus, Analiz, Genel Matematik ya da
Temel Matematik isimleri ile okutulmaktadir.
Calculus  kelimesi ile kalsiyum (calcium)
kelimesi Latince ayni kokten gelmektedir. Eski
Romalilar 6zel olarak hazirlanmis bir tahtanin
Uzerinde hesaplama yapmak icin cakil taslar
ya da kireg taslarn kullanirlardi. Orta ¢cagda her
trli hesaplamave problem ¢6zme metoduna,
kirectaslarindan adini alan “Calculus” denirdi
(Sert6z, 2000). Sonralari, ileri matematigin 6zel
bir ugrasi alani olan sonsuz kui¢iikler hesabi
“Calculus of infinitesimals” olarak anilmaya
baslandi. Gunimizde ise bu isimlendirme
kisaca “Calculus” olarak yerlesmistir. Calculus,
matematigin  fonksiyonlarin  analizi ile
ilgilenen alanidir. incelenen fonksiyonun
bagimsiz degisken sayisina gore tek degiskenli
ya da cok degiskenli analiz olarak karsimiza
¢tkmaktadir. Calculusun, fonksiyonlarin analizi
ile ilgilenmesi dilimizde kisaca “Analiz” adiyla
anilmasina sebep olmustur. “Sonsuz kiictikler
hesabi” tamlamasi Analiz dersinin igerigini
de aciklamaktadir. Yazinin devaminda, bahsi
gecen matematik disiplini ve ilgili ders “Analiz”
ismi ile anilacaktir.

Analiz dersleri bir fonksiyonun bagimsiz
degiskeninin sonsuz kiiclik olmasi durumunda

goriintlisinin davranisini incelemeye
odaklanmistir.  Bu baglamda 6grenciler
oncelikle limit kavrami ile tanistirilmakta

ve limit alma isleminde daha yetkin hale
getirilmeleri icin cesitli alistirmalar Uzerinde
calisiimaktadir. Daha sonra kavramsal alt yapisi
limit kavramina dayandirilan tlrev kavrami
ogretilmekte bu sirecte de bir fonksiyonun

tlrevi olan fonksiyonu bulma islemine agirhk
verilmektedir. Son olarak integral kavrami
sahne almaktadir ki aslinda bu kavramin
da alt yapisi limite dayanmaktadir. integral
kavrami ile Ogrencilerin tanistinimasi ise
oncelikle bir fonksiyonun ters tirevini bulma
islemi ile olmaktadir. Belirsiz integral olarak
isimlendirilen ters tlrev bulma isleminden
sonra integral kavraminin aslinda limit islemi
altinda uygulanan bir toplama anlamina
geldigi ile 6grencilerimiz tanismaktadir. Bu
noktaya gelinceye kadar da belirsiz integral
bashgi altinda uzun bir sire bir fonksiyonun
ters tlrevini bulma islemi ile ilgilenildigini de
unutmamak gerekir.

Yukarida kisaca Ozetlenen Analiz dersi
icerigi  6grencilerin  kavrami  kendilerinin
yapilandirmalarina yardimc olma felsefesi
isiginda  islenen  derslerde de fazla
degismemektedir. Yine ayni sirada islenen
derslerde limit kavraminin yapilandinimasiicin
bagimsiz degiskene yaklasma durumu tablo
ve grafik temsilleri ile zenginlestiriimekte,
tirev kavrami icin degisim orani kavramina
ulasilacak bir gercek hayat probleminden giris
yapilmakta, integral kavrami icin ise 6ncelikle
integralin bir ters tlirev olma durumu belirsiz
integral adi altinda ele alindiktan sonra asil
kavramsal gorinimi olan Riemann toplami
kavramina gecilmekte ve analizin temel
teoremi yardimi ile aslinda daha once suni
olarak verilen tirev ile integral arasindaki
iliski ortaya konmaktadir. Etkinliklerle de
desteklenerek olduk¢a zenginlestirilen bir
analiz dersinde dahi limit, tlirev ve integral
kavramlari arasindaki iliskileri blyuk bir resim
olarak zihnimizde olusturmamiza yardimci
olacak bir durumun ihmal edildigi s6ylenebilir.
Budakavramlarintarihsel siiregicinde birbirleri
ile etkilesimli olarak nasil yapilandiriidiklaridir.
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Teknoloji ve dinamik yazilimlarin  da
matematik 6gretimine daha fazla entegre
olmasi ile matematigin deneysel gelisimi
tekrar gln ylzine c¢ikmaya baslamistir.
Yazilimlar sayesinde Uretilen ¢esitli matematik
deneyleri formel matematik icin pek de kabul
goérmezler. Ornedin bir serinin yakinsak
olmasi durumunu tablo veya grafik temsilleri
ile inceledigimizde ve buradan yola c¢ikarak
bir yargiya vardigimizda formel matematik
acisindan pek de kabul gorecek bir sebep
ortaya konulmamistir. Ancak, matematiksel
kavramlarin en mikemmel goérinimlerinin
zembille inmedigi ve daha ilkel versiyonlarinin
oldugu unutulmamalidir.

Hintli matematik¢i Raju (2001) bilgisayar
teknolojisi ile kazanilan hesaplama ve
deneme-yanilma tabanli matematigin ispat
eksenli matematigi  kullanissiz  bulmasi,
deneme-yanilmaya dayanan matematigin
ise epistemolojik agidan guvensiz gorilmesi
arasindaki ikilemin bir benzerinin hesaplamal
ve pratik Hint matematigi ile formel ve zihinsel
Bati matematigi arasinda da oldugunu
belirtmektedir. Raju, Plato'nun da savundugu
gibi matematigin deneysel tabanli, hataya
disllebilen ve dizeltilebilen dogal bir
karakteri oldugunu kabul etmenin bu ikilemi
¢6zecegini vurgulamaktadir.

Analiz  kavramlan 06zelinde matematigin
deneysel vyapisina itibar etmeyen Bati
dinyasinin formel matematiginin durumunu
tartistigi  yazisinda Raju, sonsuz kuiclikler
kavramlarinin ilkel goriinimleri Uzerindeki
ilk fikirlerin deneme yanilmalara bagl bir
sekilde Hintli matematikciler tarafindan cok
eski zamanlarda ortaya atildigini, misyonerlik
faaliyetleri ya da ticaret gibi farkli sebeplerle
Bati diinyasi ile etkilesime gecildiginde Bati
dillerine tercime edilen Hint eserleri ile bu
calismalanin transfer edildigini aktararak, Batih
matematikgcilerin deneysel slreci yasamadan
formel matematigi yapilandirdiklarini
tartismaktadir.

Analiz kavramlarinin 6gretiminde cogunlukla
uygulanan ve Onceki paragraflarda tasvir
edilen siralama g6z onlne alindiginda
Raju'ya hak vermemek elde degil! En
mikemmele ulasmis formel bir matematigin
anlatilmaya calisiimadigini kim soyleyebilir?
Yapilandirmaci bir yaklasimin bile geleneksel
siralamanin  etkisi altinda uygulanmaya
calisildigr  soylenebilir.  Bir  fonksiyonun
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tablo temsilini kullanarak yaklasim mantig
verilmeye calisildiginda dahi hala “nicin limit
alinz?” sorusuna cevap verilememektedir.
integral kavramina belirsiz integralden giris
yapildiginda “degisim orani anlamina gelen
tiirev nigin siirekli toplama ya da daha kaba
tabirle alan anlamina gelen integralin tersidir?”
sorusuna verilecek cevabin yanindan bile
gecilmemektedir.

Bilimsel akla gére, her bilgi bir soruya
cevaptir. Eger herhangi bir soru
olmasaydi, bilimsel bilgiye sahip
olmak miimkiin olmayacakti. Hi¢bir
sey kendiliginden var olmaz. Hicbir
sey verilmez. Her sey yapilandirilir. -
Gaston Bachelard

Barbin, Gaston Bachelard’'dan yaptidi
yukaridaki alinti ile bilimin bir soruya cevap
niteliginde gelistigini vurgulamaktadir (1996).
Analiz  kavramlarinin  hangi problemlere
cevap niteliginde oldugu elbette aciktir.
Ancak bu durum kavramlarin siralamasini
yansitmamaktadir.  Kavramlarin  tarihsel
gelisimine g6z atildiginda (sekil-1) analiz
kavramlarinin iki ana problem etrafinda
gelistigi  gortlmektedir. Bu problemler
“dlizglin kenarlara sahip olmayan sekil ve
cisimlerin alan ve hacimlerini hesaplama”
ve “egriye teget cizilerek egrinin degisiminin
incelenmesi” olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Bu
problemlerden birincisi milattan dnce 1800’1l
yillara kadar uzanirken, ikincisinin gecmisi
daha yenidir. Daha da ©6nemlisi exhaustion
olarak isimlendirilen sekli ya da cismi, alani ya
da hacmi hesaplanabilen dlizgiin parcalara
bolerek bu parcalanma miktarlarinin sonsuz
kicuk yapilarak toplam alana ya da hacme
ulasilmasifikrinin sonrakiyillarda anlik degisim
oranini bulmak icin kullanilmasidir.

Ozetle, analiz derslerinin ana temasini
olusturan sonsuz kuglkler kavramlarinin
gelisiminde atesleyici gl¢ olan problemler
aslinda bu dersin son konusu olarak goérulen
integral kavrami ile ¢6zulebilen problemlerdir.
insanoglu alan ve hacim problemlerine
¢6zim bulmak amaci ile sonsuz kiguk
parcalara bolme (modern tabiri ile bagimsiz
degiskeni sifira yaklastirarak limit alma)
islemi uygulamaya baslamistir. Tirev kavrami
ayni fikrin baska bir amag icin kullanilmasi
ile gelismistir. Tlrev ile integral arasindaki
iliskinin  kesfedilerek fonksiyonlarin  ters
tdrevlerini bulma macerasi ise bu yolculugun
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son demleridir denebilir. Buna ragmen, analiz
derslerinden 6grencilerimizin aklinda kalan
en baskin kavram gorinimlerinden birinin
integral ve tiirevin birbirlerinin ters islemleri
olmasi dustindurtcudir.

Konu siralamasindaki bu sorun sadece integral
kavrami baglaminda bile alindiginda belirsiz
integral kavrami ile yapilan girisin 6grencilerin
dahacokislemsel kavramimajlari Gretmelerine
sebep olacagl, integralin kavramsal alt
yapisina yonelik kavram imajlarinin  baski
altina alinacagi deneysel bir calisma ile de
tespit edilmistir (Sevimli ve Delice, 2010).

Bir kavramin tarihsel gelisiminin  bir
problemden baslamasi, birbirini takip eden
caglarda cesitli bilim adamlarinin  katkilan
ile olgunlagsmasi ve en sonunda bilimsel dil
ile ifade edilebilen en olgun haline ulasmasi
sureclerinden gectigi dustndlebilir. Analiz
kavramlari icin bu surecin nasil ilerledigi sekil-
1'de 6zetlenmistir.

Bir kavramin tarihsel gelisim siirecinin
bilginin gercek anlamda yapilandiriimasi
anlamina geldigi, bir 6grenme teorisi olarak
ele alinan vyapilandirmaci yaklasimin ise
bilginin yapilanmasindaki gercek siirecin
bazi senaryolar esliginde mikro planda
tekrarlanmasindan baska bir sey olmadig
dusindlebilir

Analiz kavramlarinin sekil-1'de de Ozetlenen
tarihsel gelisimi ile modern matematigin
ihtiyaclari g6z onune alindiginda, dersin
diizgln kenarlar ile cevrelenmeyen bolgelerin
alan ve cevrelerini  bulma problemleri
ile baslamasi uygun olacaktir. Bazi tarihi
problemler sinif  ortamina  getirilebilir.
Cesitli  dinamik yazilmlarin  da  yardimi
ile bilinen baz1 fonksiyonlarla sinirlanan
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bolgeler yapilandirarak Arsimet'in  ortaya
attigir ve zamanla olgunlasan exhaustion
(parcaya ayirma) yontemi hizli bir sekilde
modellenebilir.Buyollabirfonksiyonun limitini
alma ihtiyaci guin 1si§ina cikarilmis olacaktir.
Cevre ya da alan bulmada kullanilan yontemin
ortalama hizdan yola cikarak anlk hizi bulma
problemlerinde de kullanilabilecegi fikri ile
bagimsiz degiskenin sabit degere yaklasmasi
durumundaki bagimli degiskenin davranisini
inceleme yani limit kavramina dair zihinsel
on hazirlik glclendirilebilir. Bu calismanin
ardindan bir fonksiyonun limitini bulmaya
yonelik calismalar yapilabilir. Fonksiyonun
limitini almayi 6grenen ve teknoloji yardimi
ile dnceki problemlere sonsuz kiictik yaklasim
kavrami ile ¢c6zim bulunabilecegini fark eden
ogrenciler limit alma yontemlerini kullanarak
aslinda integral ve tirev anlamina gelen
limitleri alabilirler. Basit fonksiyonlar ile bu
limitleri almak mimkin olsa da fonksiyonlar
daha karmasik yapiya geldikce Ozellikle
integral anlamina gelen limitleri almak
glclesecektir. Bu asamada tlireve oOncelik
verilerek tlirev alma kurallan kesfettirilebilir.
integral kavramina tekrar geri déniildiigiinde
dogal olarak integralin bir ters tirev islemi
oldugu hentiz bilinmiyor olacaktir. Analizin
temelteoremisiradan birteoremile 6grencileri
tanistirmanin 6tesinde ele alinarak aslinda 6zel
bir toplama anlamina gelen integral kavrami
ile anlik degisim orani anlamina gelen tiirev
kavraminin birbirlerinin ters islemleri oldugu
ile o6grenciler tanistirilabilir. Bu asamadan
sonra her tirli fonksiyonun integralinin tirev
kavraminin da yardimi ile nasil bulunacagi
(belirsiz integral) glindeme gelebilir. Son
olarak her turli gelismis uygulamaya yer
verilebilir. Onerilen siralama sematik olarak
sekil-2'de 6zetlenmistir.
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Sekil-2: Analiz dersi icin 6nerilen siralama

Kavramlarin tarihsel siire¢ icindeki gelisimi Analiz  derslerinin, integral kavraminin
incelendiginde yapilandirmaci bir matematik altyapisi olan problemler lizerinde tartisarak
Ogretiminin  Onerdigi gibi bir problem baslamasi ve bunun akabinde yapilan her
durumundan baslayan ve gelisen siireg hamlenin bu problemi ¢ozmeye yonelik yeni
gbze carpmaktadir. Bu dogal sirecin aksi adimlar olmasi ve en sonunda da yine bu
olarak, bazi kavramlarin miikemmele ulasmis probleme geri doniilerek benzer problemleri
hallerinin 6grenci ile tanistirilmasi beklenen pratik olarak ¢ozebilecek kavrama ulasiimasi
kavram imajlarinin olusmasina engel teskil yerinde olacaktir. Bu yolla analiz kavramlarinin
edebilir. Nitekim analiz kavramlarina ait bltuncil, sarmal bir yapi icinde arzu edilen
islemsel ozelliklerin  6grenciler tarafindan kavram imajina dontismesi miimkin olabilir.
daha ¢ok hatirlanmasi bunu gostermektedir.
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