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Öz 

Bu çalışmanın amacı, çift indisli kesirli fark dizilerinin istatistiksel yakınsaklığı, (𝜆, 𝜇) − istatistiksel yakınsaklık 

ve Cesaro, kuvvetli p-Cesaro, De la Vallée-Poussin, kuvvetli p- De la Vallée-Poussin toplanabilirlik tanımlarını 

vererek bunlar arasındaki ilişkileri incelemek ve istatistiksel yakınsaklık kavramını genişletmektir. 

 

Anahtar kelimeler: 𝜆 −İstatistiksel yakınsaklık, İstatistiksel yakınsaklık, Kesirli farklar.  

 

On Statistical Convergence of Difference Double Sequence of 

Fractional Order 

 
 

Abstract 

The aim of this study is to explore the relationship between statistical convergence, double ∆�̃� − (𝜆, 𝜇)-statistical 

convergence, Cesaro, p-strongly Cesaro, De la Vallée-Poussin, p-strongly De la Vallée-Poussin summability in 

statistical convergence of difference double sequence of fractional order via giving their definitions and to expand 

the definition of statistical convergence. 

 

Keywords: 𝜆 −Statistical Convergence, Fractional Difference and Statistical Convergence. 

 
1. Giriş 

 

Çift indisli diziler ilk kez Pringsheim [1] tarafından verildi ve Türkiye’de Türkmenoğlu [2] tarafından 

“Bazı Çift İndisli Dizi Uzayları” başlığı altında doktora tezi olarak çalışıldı. Fark dizileri kavramı 
Kızmaz [3] tarafından tanımlandı. Et ve Çolak [4] bu kavramı genelleştirdi. Baliarsingh [5] kesirli fark 

operatörlerini kullanarak bazı dizi uzaylarını genelleştirdi. Daha sonra Baliarsingh ve Dutta [6], 

Baliarsingh [7] konuya ilişkin çalışmalar yaptılar. Kesirli fark operatörü kullanılarak dizilerin 

istatistiksel yakınsaklığı Baliarsingh ve ark., [8] tarafından genelleştirildi. 

Bu çalışmanın amacı, çift indisli kesirli fark dizilerinin istatistiksel yakınsaklığı, (𝜆, 𝜇) − 

istatistiksel yakınsaklık ve Cesaro, kuvvetli p- Cesaro, De la Vallée-Poussin, kuvvetli p- De la Vallée-

Poussin toplanabilirlik tanımlarını vererek bunlar arasındaki ilişkileri incelemek ve istatistiksel 

yakınsaklık kavramını genişletmektir. 
 

2. Ön Bilgiler 

 

Tanım 2.1. 𝑥 = (𝑥𝑘) dizi verilsin. Eğer  

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

𝑛
∑|𝑥𝑘 − L|

𝑛

𝑘=1

= 0 

 

                                                             
*Sorumlu yazar: korayatabey7@gmail.com 

Geliş Tarihi: 24.09.2019, Kabul Tarihi: 08.04.2020 

mailto:korayatabey7@


K.İ. Atabey, M. Çınar / BEÜ Fen Bilimleri Dergisi 9 (2), 615-628, 2020 

616 

ise 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi L’ye kuvvetli Cesaro toplanabilirdir. Tüm kuvvetli Cesaro toplanabilir dizi uzayını 

[C,1] şeklinde, yani 

 

[𝐶, 1] = {𝑥 = (𝑥𝑘): 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

𝑛
∑|𝑥𝑘 − L|

𝑛

𝑘=1

= 0, en az bir L  için} 

 
olarak tanımlayacağız [9]. 

 

Tanım 2.2. 𝑁 doğal sayılar kümesi ve 𝑋 boş olmayan herhangi bir küme olmak üzere 

 
𝑓:𝑁𝑥𝑁𝑋

       (𝑗, 𝑘) 𝑓(𝑗, 𝑘) = 𝑥𝑗𝑘
 

 

şeklinde tanımlanan 𝑓 fonksiyonuna “çift indisli dizi” denir. Çift indisli 𝑥 = (𝑥𝑗𝑘) dizisini 

 

[
 
 
 
 
𝑥00 𝑥01 … 𝑥0𝑘 …

𝑥10 𝑥11 … 𝑥1𝑘 …

⋮
𝑥𝑗0

⋮

⋮
𝑥𝑗1

⋮

⋮
…
⋮

⋮
𝑥𝑗𝑘

⋮

⋮
…
⋮ ]
 
 
 
 

 

 
şeklinde bir tablo olarak düşünebiliriz [10]. 

 

Tanım 2.3. 𝑥 = (𝑥𝑗𝑘) çift indisli bir dizi olsun. Eğer  ∀ 𝜀 > 0 için öyle 𝑁0 ∈ 𝑁 var ve tüm 𝑗, 𝑘 ≥ 𝑁0 

için |𝑥𝑗𝑘 − L| ≤ 𝜀 oluyorsa 𝑥 = (𝑥𝑗𝑘) dizisinin Pringsheim limiti L dir denir [1].  

 

Tanım 2.4. 𝑥 = (𝑥𝑗𝑘) çift indisli bir dizi olsun. ∀ 𝜀 > 0 için öyle 𝑁0 ∈ 𝑁 ve 𝑀0 ∈ 𝑁 sayıları var ve tüm  

𝑗,𝑚 ≥ 𝑁0 , 𝑘, 𝑛 ≥ 𝑀0 için |𝑥𝑚𝑛 − 𝑥𝑗𝑘| ≤ 𝜀 oluyorsa  𝑥 = (𝑥𝑗𝑘) dizisine bir Cauchy dizisi denir [1]. 

 

Tanım 2.5.  ∀ 𝜀 > 0 ve ℎ. ℎ. 𝑘 için |𝑥𝑘 − 𝑥𝑁0
| ≤ 𝜀 olacak şekilde bir 𝑁0(𝜀) ∈ 𝑁 varsa, yani 

 

lim
𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘 − 𝑥𝑁0

| ≥ 𝜀}| = 0 

 

ise 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisine istatistiksel Cauchy dizi denir [11]. 

 

Tanım 2.6. Tüm pozitif reel sayıların azalmayan, sonsuza giden ve  

 

𝜆𝑛+1 ≤ 𝜆𝑛 + 1, 𝜆1 = 0 
 

koşulunu sağlayan 𝜆 = (𝜆𝑛) dizilerinin kümesini Λ sembolüyle göstereceğiz [12]. 
 

Bu çalışmada  𝑛0 ∈ 𝑁 = {1, 2, 3, … } olmak üzere 𝑁𝑛0
 kümesini  

 

𝑁𝑛0
= {𝑛0, 𝑛0 + 1, 𝑛0 + 2, . . . } şeklinde tanımlayacağız. 

 

Tanım 2.7. 𝜆 = (𝜆𝑛) dizisi, pozitif reel sayıların azalmayan, sonsuza giden ve  
 

𝜆𝑛+1 ≤ 𝜆𝑛 + 1, 𝜆1 = 0 

𝐼𝑛 = [𝑛 − 𝜆𝑛 + 1, 𝑛] 
 

koşulunu sağlayan bir dizisi olsun. Genelleştirilmiş De la Vallée-Poussin ortalaması  



K.İ. Atabey, M. Çınar / BEÜ Fen Bilimleri Dergisi 9 (2), 615-628, 2020 

617 

𝑡𝑛(𝑥) =
1

𝜆𝑛
∑ 𝑥𝑗

𝑗∈𝐼𝑛

 

 

şeklinde tanımlanır. 𝑛 → ∞ iken 𝑡𝑛(𝑥) → L gidiyorsa 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi L’ ye (V, λ) − toplanabilirdir denir 
[12]. 

 

Tanım 2.8. 𝐾 ⊂ 𝑁 olsun ve  𝐾’nın 𝜆 −yoğunluğunu  

 

𝛿𝜆(𝐾) = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

𝜆𝑛

|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: 𝑘 ∈ 𝐾}| 

 

olarak tanımlanır. Burada 𝜆𝑛 = 𝑛 olması durumunda 𝐾’nın 𝜆 −yoğunluğunu 𝛿𝜆(𝐾), 𝐾’nın doğal 

yoğunluğuna dönüşür. Her 𝐾 ⊂ 𝑁 için (𝜆𝑛 𝑛⁄ ) ≤ 1 ise 𝛿(𝐾)  ≤ 𝛿𝜆(𝐾) olur [12]. 

 

Tanım 2.9. 𝑥 = (𝑥𝑘) bir dizi olsun. Her 𝜀 > 0 ve 𝐼𝑛 = [𝑛 − 𝜆𝑛 + 1, 𝑛] için 

 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

𝜆𝑛

|{𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |𝑥𝑘 − L| > 𝜀}| = 0 

 

oluyorsa  𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi L ye 𝜆 −istatistiksel yakınsaktır denir ve   
 

𝑠𝑡𝜆 − lim 𝑥𝑘 =  L
𝑘

  
→  

 

 

şeklinde gösterilir. Tüm 𝜆 −istatistiksel yakınsak dizilerin kümesini 𝑆𝜆 ile göstereceğiz [12]. 

 

Tanım 2.10. 𝑥 = (𝑥𝑘) bir dizi ve 𝑀 > 0 olmak üzere  
 

𝛿𝜆({𝑘 ≤ 𝑛: |𝑥𝑘| > 𝑀}) = 0 
 

oluyorsa 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi 𝜆 −istatistiksel sınırlıdır denir [13]. 
 

Tanım 2.11. 𝐾 ⊂ 𝑁𝑥𝑁 ve  𝑗 ≤ 𝑚, 𝑘 ≤  𝑛 olmak üzere 𝐾(𝑚, 𝑛) kümesinin elemanlarını ( 𝑗, 𝑘) olarak 

kabul edelim ve 𝐾(𝑚, 𝑛) kümesini  
 

𝐾(𝑚, 𝑛) = {𝑗 ≤  𝑚 𝑣𝑒 𝑘 ≤  𝑛: ( 𝑗, 𝑘) ∈ 𝐾} 

şeklinde tanımlayalım.  

𝛿2(𝐾) = 𝑙𝑖𝑚
𝑚,𝑛→∞

𝑖𝑛𝑓
|𝐾(𝑚, 𝑛)|

𝑚𝑛
 

 

ifadesi 𝐾 kümesinin doğal yoğunluğudur. 
|𝐾(𝑚,𝑛)|

𝑚𝑛
 kümesinin limiti tek ise 𝐾 kümesinin doğal yoğunluğu 

aşağıdaki şekilde tanımlanır; 
 

 𝛿2(𝐾) = (𝑃) − 𝑙𝑖𝑚
𝑚,𝑛→∞

|𝐾(𝑚, 𝑛)|

𝑚𝑛
  

[14]. 

 

Örnek 2.12. 𝐾 = {(𝑗2, 𝑘2): 𝑗, 𝑘 ∈ 𝑁} olarak tanımlarsa 𝐾 kümesinin yoğunluğu 
 

𝛿2(𝐾) = 𝑙𝑖𝑚
𝑚,𝑛→∞

1

𝑚𝑛
|𝐾(𝑚, 𝑛)| ≤ 𝑙𝑖𝑚

𝑚,𝑛→∞

1

𝑚𝑛
(√𝑚√𝑛) = 0 

olur [14]. 
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Tanım 2.13. 𝑥 = (𝑥𝑗𝑘) reel terimli çift indisli bir dizi olmak üzere, 

 

𝛿2({(𝑗, 𝑘);  𝑗 ≤ 𝑚 𝑣𝑒 𝑘 ≤ 𝑛 ∶ | 𝑥𝑗𝑘 − L| ≥ 𝜀}) = 0 

 

olacak şekilde bir L sayısı varsa 𝑥 = ( 𝑥𝑗𝑘) dizisi L sayısına istatistiksel yakınsaktır denir ve  

 

𝑠𝑡2 − lim  𝑥𝑗𝑘 =  L
𝑗,𝑘

  
→  

 

 

şeklinde gösterilir. Tüm çift indisli istatistiksel yakınsak dizilerin kümesi 𝑆2 ile gösterilir [14]. 

 

Tanım 2.14. 𝜆 = (𝜆𝑚) ve  𝜇 = (𝜇𝑛) sonsuza giden, pozitif sayıların azalmayan ve  

 

𝜆𝑚+1 ≤ 𝜆𝑚 + 1, 𝜆1 = 0 

𝜇𝑛+1 ≤ 𝜇𝑛 + 1, 𝜇1 = 0 
 

koşullarını sağlayan iki dizi olsun. 𝐾 ⊂ 𝑁𝑥𝑁 alalım ve 𝐾 nın (𝜆, 𝜇) yoğunluğunu 

 

𝛿𝜆,𝜇(𝐾) = (𝑃) 𝑙𝑖𝑚
𝑚,𝑛→∞

1

𝜆𝑚𝜇𝑛

|{𝑚 − 𝜆𝑚 + 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑚, 𝑛 − 𝜇𝑛 + 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 ∶ (𝑗, 𝑘) ∈ 𝐾}|  

 

şeklinde tanımlayacağız. 
 

 𝜆𝑚 = 𝑚, 𝜇𝑛 = 𝑛 olduğu durumda 𝛿𝜆,𝜇(𝐾) yoğunluğu 𝛿2(𝐾) yoğunluğuna indirgenir. Her 𝐾 ⊂

𝑁𝑥𝑁 için  𝜆𝑚 𝑚 ≤ 1⁄  ve 𝜇𝑛 𝑛 ≤ 1⁄  ise 𝛿2(𝐾) ≤ 𝛿𝜆,𝜇(𝐾) tir [13]. 

 

Tanım 2.15. 𝑥 = (𝑥𝑗𝑘) çift indisli bir dizi, ∀ 𝜀 > 0 için 𝐾 ⊂ 𝑁𝑥𝑁  

 

𝐾 = {𝑗 ∈ 𝐽𝑚 , 𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |𝑥𝑗𝑘 − L| ≥ ɛ} 
 

olarak tanımlandığında 𝛿𝜆,𝜇(𝐾) = 0 oluyorsa 𝑥 = (𝑥𝑗𝑘) dizisi L’ ye (𝜆, 𝜇) istatistiksel yakınsaktır denir. 

Eğer ∀ 𝜀 > 0 için  

 

𝛿𝜆,𝜇(𝐾) = (𝑃) 𝑙𝑖𝑚
𝑚,𝑛→∞

1

𝜆𝑚𝜇𝑛
|{𝑗 ∈ 𝐽𝑚 , 𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |𝑥𝑗𝑘 − L| ≥ ɛ}| = 0 

 

ise 𝑥 = (𝑥𝑗𝑘) dizisi L sayısına (𝜆, 𝜇) istatistiksel yakınsaktır denir ve 𝑠𝑡𝜆𝜇 − 𝑙𝑖𝑚
𝑚,𝑛→∞

𝑥𝑗𝑘 =  L 

  

 şeklinde 

gösterilir. Tüm (𝜆, 𝜇) istatistiksel yakınsak çift indisli dizilerin kümesini 𝑆𝜆,𝜇 ile gösterilir. 

Eğer 𝜆𝑚 = 𝑚,  𝜇𝑛 = 𝑛 ise 𝑆𝜆,𝜇,  𝑆2 ye indirgenir. 𝛿2(𝐾) ≤ 𝛿𝜆,𝜇(𝐾) olduğu için 𝑆𝜆,𝜇 ⊂ 𝑆2 

kapsaması elde edilir [13]. 
 

Tanım 2.16. 𝑥 = (𝑥𝑗𝑘) çift indisli bir dizi, 𝜆𝑚  𝑣𝑒 𝜇𝑛 ∈ 𝛬 , 𝐼𝑛 = [𝑛 − 𝜇𝑛 + 1, 𝑛] ve  

 𝐽𝑚 = [𝑚 − 𝜆𝑚 + 1,𝑚] olmak üzere 
 

𝑡𝑚,𝑛(𝑥) =
1

𝜆𝑚𝜇𝑛
∑ ∑ 𝑥𝑗𝑘

𝑘∈𝐼𝑛𝑗∈𝐽𝑚

 

 

toplamına çift indisli diziler için De la Vallée-Poussin ortalaması denir [13]. 
 

Tanım 2.17. 𝑥 = (𝑥𝑗𝑘) çift indisli bir dizi olmak üzere; 
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(𝑃) − 𝑙𝑖𝑚
𝑚,𝑛→∞

𝑡𝑚,𝑛(|𝑥𝑗𝑘 − L|) = 0 

 

ise  𝑥 = (𝑥𝑗𝑘), L ye kuvvetli (V, λ, μ) toplanabilirdir denir. Tüm kuvvetli (V, λ, μ) toplanabilir dizilerin 

kümesini [V, λ, μ] ile göstereceğiz. 

Eğer 𝜆𝑚 = 𝑚, 𝜇𝑛 = 𝑛 olduğu durumda kuvvetli (V, λ, μ) −toplanabilirlik, kuvvetli Cesaro 

toplanabilirliğe indirgenir [13]. 

 Fark dizileri kavramı ilk kez Kızmaz [3] tarafından 1981 yılında tanımlandı. 𝑥 = (𝑥𝑘) kompleks 

terimli dizi ve 𝑘 ∈ 𝑁 olmak üzere 

 

∆𝑥 = (∆𝑥)𝑘 = (𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1) 

 

ℓ∞(∆), 𝑐(∆) ve 𝑐0(∆) dizi uzayları Kızmaz [3] tarafından 

 

ℓ∞(∆) = {𝑥 = (𝑥𝑘): ∆𝑥 ∈ ℓ∞} 
𝑐(∆) = {𝑥 = (𝑥𝑘): ∆𝑥 ∈ 𝑐} 

𝑐0(∆) = {𝑥 = (𝑥𝑘): ∆𝑥 ∈ 𝑐0} 
 

olarak tanımlandı ve  
 

‖𝑥‖∆ = |𝑥1| + ‖∆𝑥‖∞ 
 

normuyla birer Banach uzayı oldukları gösterildi. 
 

𝑥 = (𝑥𝑘) kompleks terimli dizi ve 𝑘,𝑚 ∈ 𝑁 olsun. Et ve Çolak [4] 

 

∆0𝑥 = (𝑥)𝑘 , ∆𝑥 = (𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1) 

∆𝑚𝑥 = (∆𝑚−1𝑥𝑘 − ∆𝑚−1𝑥𝑘+1) 

(∆𝑚𝑥)𝑘 = ∑(−1)𝑖 (
𝑚

𝑖
)

∞

𝑖=0

𝑥𝑘+𝑖 

olmak üzere yukarıdaki dizi uzaylarını 

 

ℓ∞(∆𝑚) = {𝑥 = (𝑥𝑘): ∆
𝑚𝑥 ∈ ℓ∞} 

𝑐(∆𝑚) = {𝑥 = (𝑥𝑘): ∆
𝑚𝑥 ∈ 𝑐} 

𝑐0(∆
𝑚) = {𝑥 = (𝑥𝑘): ∆

𝑚𝑥 ∈ 𝑐0} 
 
uzaylarına genelleştirdiler ve bu uzayların 

‖𝑥‖∆ = ∑|𝑥𝑖|

𝑚

𝑖=1

+ ‖∆𝑚𝑥‖∞ 

 

normuyla birer Banach uzayı olduklarını gösterdiler. 

 

Tanım 2.18. Gamma fonksiyonu  ∉ {0,−1,−2,−3 , … } ve  reel sayı olmak üzere; 
 

𝛤() = ∫ 𝑒−𝑡𝑡−1𝑑𝑡
∞

0

 

 

olarak tanımlanır ve  herhangi bir doğal sayı olursa 𝛤(+ 1) = !. Örneğin  𝛤(1) = 1! , 𝛤(2) =
1! , 𝛤(3) = 2! , 𝛤(4) = 3! … 
 

𝑤 tüm reel değerli dizi uzayını göstermek üzere 𝑥 = (𝑥𝑘) ∈ 𝑤 ,  ∉ {0,−1,−2, −3,… } ve  

reel sayı olmak üzere fark operatörlerini aşağıdaki gibi tanımlayacağız; 
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(∆𝛼𝑥)k = ∑(−1)𝑖
𝛤( + 1)

𝑖! 𝛤( − 𝑖 + 1)

∞

𝑖=0

𝑥𝑘+𝑖 

(∆(𝛼)𝑥)k = ∑(−1)𝑖
𝛤(+ 1)

𝑖! 𝛤(− 𝑖 + 1)

∞

𝑖=0

𝑥𝑘−𝑖 

(∆−𝛼𝑥)k = ∑(−1)𝑖
𝛤(1 − )

𝑖! 𝛤(1 − − 𝑖)

∞

𝑖=0

𝑥𝑘+𝑖 

(∆(−𝛼)𝑥)k = ∑(−1)𝑖
𝛤(1 − )

𝑖! 𝛤(1 −  − 𝑖)

∞

𝑖=0

𝑥𝑘−𝑖 

 

ilk iki operatörün açılımı yapılırsa; 
 

(∆𝛼𝑥)𝑘 = 𝑥𝑘 − . 𝑥𝑘+1 +
(− 1)

2!
𝑥𝑘+2 −

(− 1)(− 2)

3!
𝑥𝑘+3 + ⋯ 

(∆(𝛼)𝑥)𝑘 = 𝑥𝑘 − . 𝑥𝑘−1 +
(− 1)

2!
𝑥𝑘−2 −

( − 1)( − 2)

3!
𝑥𝑘−3 + ⋯ 

 

elde edilir [5].  ∆𝛼 ve ∆(𝛼) için; 
 

i.  𝛼 = 1  durumunda  ∆𝛼 operatörü Kızmaz [3] tarafından tanımlanan 

(∆𝑥)𝑘 = (𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1) 

 
operatörüne indirgenir. 

 

ii. 𝛼 = 𝑚 (𝑚 ∈ 𝑁) durumunda  ∆𝛼 operatörü Et ve Çolak [4] tarafından 
verilen 

(∆𝑚𝑥)𝑘 = ∑(−1)𝑖 (
𝑚

𝑖
)

∞

𝑖=0

𝑥𝑘+𝑖 

operatörüne indirgenir. 

 

Fark operatörlerinde kesirli olan 𝛼 lar �̃� ile gösterilerek fark operatörü aşağıdaki gibi tanımlanır. 

(∆�̃�𝑥)𝑘 = ∑(−1)𝑖
𝛤(�̃� + 1)

𝑖! 𝛤(�̃� − 𝑖 + 1)

∞

𝑖=0

𝑥𝑘+𝑖 

[5]. 

 

Kesir dereceli fark operatörü çift indisli diziler için aşağıdaki gibi tanımlanır. 
 

∆�̃�(𝑥𝑗𝑘) = ∑ ∑(−1)𝑚+𝑛

∞

𝑛=0

 

∞

𝑚=0

𝛤(�̃� + 1)2

𝑚! 𝑛! 𝛤(�̃� − 𝑚 + 1)𝛤(�̃� − 𝑛 + 1)
𝑥𝑗+𝑚,𝑘+𝑛 

∆(�̃�)(𝑥𝑗𝑘) = ∑ ∑(−1)𝑚+𝑛

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝛤(�̃� + 1)2

𝑚! 𝑛!𝛤(�̃� − 𝑚 + 1)𝛤(�̃� − 𝑛 + 1)
𝑥𝑗−𝑚,𝑘−𝑛 

∆−�̃�(𝑥𝑗𝑘) = ∑ ∑(−1)𝑚+𝑛

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝛤(1 − �̃�)2

𝑚! 𝑛! 𝛤(1 − �̃� − 𝑚)𝛤(1 − �̃� − 𝑛)
𝑥𝑗+𝑚,𝑘+𝑛 

∆−(�̃�)(𝑥𝑗𝑘) = ∑ ∑(−1)𝑚+𝑛

∞

𝑛=0

∞

𝑚=0

𝛤(1 − �̃�)2

𝑚! 𝑛! 𝛤(1 − �̃� − 𝑚)𝛤(1 − �̃� − 𝑛)
𝑥𝑗−𝑚,𝑘−𝑛 

[7]. 
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3. Bulgular  

 

Tanım 3.1. 𝑥 = (𝑥𝑗𝑘)  reel terimli çift indisli bir dizi 𝐾 ⊂ 𝑁𝑥𝑁 ve olsun. Her ɛ > 0 için 

 

𝐾(𝑚, 𝑛) = {(j, k); j ≤ m ve k ≤ n ∶ |∆�̃�(𝑥𝑗𝑘) − L| ≥ 𝜀} 
 

kümesinin yoğunluğu sıfır yani; 
 

𝑃 − lim
𝑚,𝑛∞

1

𝑚𝑛
|{(j, k); j ≤ m ve k ≤ n ∶ |∆�̃�(𝑥𝑗𝑘) − L| ≥ 𝜀}| = 0 

 

ise 𝑥 = (𝑥𝑗𝑘) çift indisli dizisi L’ye ∆�̃� −istatistiksel yakınsaktır denir. 𝑥𝑗𝑘L (∆�̃�(𝑆2)) ile gösterilir. 

Tüm ∆�̃� −istatistiksel yakınsak çift indisli dizilerin kümesini ∆�̃�(𝑆2) ile göstereceğiz. 
 

Tanım 3.2. 𝑥 = (𝑥𝑗𝑘) dizisi kompleks terimli çift indisli bir dizi olmak üzere tüm  𝑗, 𝑘 ∈ 𝑁 için 

|∆�̃�(𝑥𝑗𝑘)| < 𝑀 olacak şekilde 𝑀 > 0 var yani sup
𝑗,𝑘≥1

| ∆�̃�𝑥𝑗𝑘| < ∞ ise (∆�̃�(𝑥𝑗𝑘)) çift indisli dizi sınırlıdır 

denir. Bütün  ∆�̃� −sınırlı çift indisli dizi uzayını 

 

𝑙∞
2(∆�̃�) = {𝑥 = (𝑥𝑗𝑘): ∀ 𝑗, 𝑘 ∈ 𝑁 𝑖ç𝑖𝑛 sup

𝑗,𝑘≥1
| ∆�̃�𝑥𝑗𝑘| < ∞} 

 

şeklinde göstereceğiz. 
 

Yakınsak çift indisli bir dizi aşikar olarak istatistiksel yakınsaktır fakat tersi her zaman doğru 

değildir ancak çift indisli dizilerin kesirli farklarından oluşan dizinin sınırlı ve istatistiksel yakınsak 
olması gerekmez. Aşağıdaki örnekleri inceleyelim. 

 

Örnek 3.3.  𝑥 = (𝑥𝑗𝑘) çift indisli dizi olsun ve 𝑦 = (𝑦𝑗𝑘) = (∆�̃�𝑥𝑗𝑘) dizisini aşağıdaki gibi 

tanımlayalım. 

𝑦𝑗𝑘 = {

1      ,         𝑗 = 𝑚3, 𝑘 = 𝑛3  

 
1

j + k
 ,           𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑑𝑎 

𝑛,𝑚 = 1,2,3, … 

(𝑦𝑗𝑘) yakınsak olmamasına rağmen istatistiksel yakınsaktır, gerçekten  

(𝑦𝑗𝑘) =

[
 
 
 
 
 
 
 1

1

1 + 2

1

1 + 3
1

2 + 1

1

2 + 2

1

2 + 3
1

3 + 1

1

3 + 2

1

3 + 3

⋯

1
1

1 + 9
…

1

2 + 8

1

2 + 9
…

1

3 + 8

1

3 + 9
…

⋮ ⋱ ⋮
. ⋯ . ]

 
 
 
 
 
 
 

 

olup 

lim
𝑚,𝑛∞

1

𝑚𝑛
|{(j, k); j ≤ m ve k ≤ n ∶ |𝑦𝑗𝑘 − 0| ≥ 𝜀}| ≤ lim

𝑚,𝑛∞

√𝑚3
√𝑛3

𝑚𝑛
= 0 

dır. Dolayısıyla (𝑦𝑗𝑘) , 0 ‘a istatistiksel yakınsaktır, yani 𝑦𝑗𝑘 0 (∆�̃�(𝑆2)) dır. 

Örnek 3.4. 𝑥 = (𝑥𝑗𝑘) =
1+(−1)𝑗+𝑘

2
 dizisini göz önüne alırsak 𝑥 = (𝑥𝑗𝑘) sınırlıdır, ıraksaktır ve 

istatistiksel yakınsak değildir. ∆�̃�(𝑥𝑗𝑘) dizisini aşağıdaki gibi açarsak 
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∆�̃�(𝑥𝑗𝑘) = ∑ (∑(−1)𝑚+𝑛
𝛤(�̃� + 1)2

𝑚! 𝑛! 𝛤(�̃� − 𝑚 + 1)𝛤(�̃� − 𝑛 + 1)
𝑥𝑗+𝑚,𝑘+𝑛

∞

𝑛=0

)

∞

𝑚=0

 

 

∆�̃�(𝑥𝑗𝑘) = {
 22�̃�−1     , 𝑗 + 𝑘  ç𝑖𝑓𝑡

  −22�̃�−1   , 𝑖 + 𝑘  𝑡𝑒𝑘    
 

 

şeklinde ifade edebiliriz. ∆�̃�(𝑥𝑗𝑘) dizisi sınırlıdır fakat ne istatistiksel yakınsak ne de yakınsaktır. 

 

Örnek 3.5. 𝑥 = (𝑥𝑗𝑘) çift indisli bir dizi olsun ve ∆�̃�(𝑥𝑗𝑘) aşağıdaki gibi tanımladığımızda 

 

∆�̃�(𝑥𝑗𝑘) = {
𝑗 + 𝑘 ,      𝑗 = 𝑚2, 𝑘 = 𝑛2  𝑚, 𝑛 ∈ 𝑁

0    ,                 𝑑𝑖ğ𝑒𝑟 𝑑𝑢𝑟𝑢𝑚𝑑𝑎 
 

 

∆�̃�(𝑥𝑗𝑘) istatistiksel yakınsaktır fakat sınırlı değildir.  

Gerçekten,  
 

(∆�̃�𝑥𝑗𝑘) =

[
 
 
 
 
 
0 1 0
1 2 0

0 4 0 …
0 5 0 …

0 0 0
0
4
0
⋮

0
5
0
⋮

0
0
0
⋮

0 0 0 …
0
0
0
⋮

0
8
0
⋮

0
0
0
⋮

…………
⋱]
 
 
 
 
 

 

|{(𝑗, 𝑘); 𝑗 < 𝑚, 𝑘 < 𝑛 ∶ |∆�̃�𝑥𝑗𝑘 − 0| > 𝜀}| ≤ √𝑚√𝑛 

lim
𝑚,𝑛∞

1

𝑚𝑛
|{(𝑗2, 𝑘2), j ≤ m ve k ≤ n ∶ |∆�̃�𝑥𝑗𝑘 − 0| ≥ 𝜀}| ≤ lim

𝑚,𝑛∞

√𝑚√𝑛

𝑚𝑛
= 0 

 

Sonuçlar 3.6. �̃� kesirli bir reel sayı olmak üzere; 

a. ∆�̃�(𝑆2) ve  𝑆2 birbirini içermez. 

b. ∆�̃�(𝑆2) ve  𝑙∞
2(∆�̃�) birbirini içermez. 

c. ∆�̃�(𝑐2) ⊂ ∆�̃�(𝑆2) ve bu kapsama kesindir. 

 

Tanım 3.7. 𝑥 = (𝑥𝑗𝑘) çift indisli bir dizi olsun. Eğer  

lim
𝑚,𝑛

1

𝑚𝑛
∑ ∑ ∆�̃�𝑥𝑗𝑘 = L

𝑛

𝑘=1

𝑚

𝑗=1

 

ise 𝑥 = (𝑥𝑗𝑘) dizisi L’ye  ∆�̃� −Cesaro toplanabilirdir denir. Tüm çift indisli ∆�̃� −Cesaro toplanabilir 

dizilerin kümesini (𝐶, 1,1)(∆�̃�) ile göstereceğiz.  
 

Tanım 3.8. 𝑥 = (𝑥𝑗𝑘) çift indisli bir dizi ve 𝑝 pozitif bir reel sayı olsun. Eğer  

lim
𝑚,𝑛

1

𝑚𝑛
∑ ∑ |∆�̃�𝑥𝑗𝑘 − L|𝑝 = 0

𝑛

𝑘=1

𝑚

𝑗=1

 

ise 𝑥 = (𝑥𝑗𝑘) dizisi L’ye kuvvetli  ∆𝑝
�̃� − Cesaro toplanabilirdir denir. Tüm kuvvetli  ∆𝑝

�̃� − Cesaro 

toplanabilir çift indisli dizi uzaylarını 𝑤2(∆𝑝
�̃�) ile göstereceğiz. 

Teorem 3.9. i. �̃� kesirli bir reel sayı ve 0 < 𝑝 < ∞ olmak üzere eğer 𝑥𝑗𝑘L (𝑤2(∆𝑝
�̃�)) ise 

𝑥𝑗𝑘L (∆�̃�(𝑆2)) dir.  

ii. Eğer 𝑥𝑗𝑘L (∆�̃�(𝑆2))  ve (𝑥𝑗𝑘) ∈ 𝑙∞
2 (∆�̃�)  ise 𝑥𝑗𝑘L (𝑤2(∆𝑝

�̃�)) dir. 
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İspat: i.  𝐾𝜀(𝑝) = {(𝑗, 𝑘);  𝑗 ≤ 𝑚, 𝑘 ≤ 𝑛: |∆�̃�𝑥𝑗𝑘 − L|
𝑝

≥ 𝜀} alalım.  

 

ɛ > 0 ve 𝑥𝑗𝑘L (𝑤2(∆𝑝
�̃�)) olsun. 𝑥 = (𝑥𝑗𝑘) dizisi L ye kuvvetli ∆𝑝

�̃� − Cesaro toplanabilir olduğundan; 

0 = lim
𝑚,𝑛

1

𝑚𝑛
∑ ∑ |∆�̃�𝑥𝑗𝑘 − L|𝑝

𝑛

𝑘=1

𝑚

𝑗=1

=
1

𝑚𝑛
( ∑ |∆�̃�𝑥𝑗𝑘 − L|𝑝 +

(𝑗,𝑘)∈𝐾𝜀(𝑝)

 ∑ |∆�̃�𝑥𝑗𝑘 − L|𝑝

(𝑗,𝑘)𝐾𝜀(𝑝)

) 

                                          ≥
1

𝑚𝑛
|{(𝑗, 𝑘);  𝑗 ≤ 𝑚, 𝑘 ≤ 𝑛: |∆�̃�𝑥𝑗𝑘 − L|

𝑝
≥ 𝜀}| 𝜀 

 

Böylece 𝑥 = (𝑥𝑗𝑘) dizisi L’ ye istatistiksel yakınsaktır. 

 

ii. 𝑀 = sup |∆�̃�𝑥| + |L| ve 𝐼𝜀(𝑝) = {(𝑗, 𝑘);  𝑗 ≤ 𝑚, 𝑘 ≤ 𝑛: |∆�̃�𝑥𝑗𝑘 − L| ≥ (
𝜀

2
)

1
𝑝} alalım. 𝑥 = (𝑥𝑗𝑘) dizisi 

sınırlı istatistiksel yakınsak olduğundan ∀ 𝜀 > 0 ve tüm 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁0  için öyle bir 𝑁0 ∈ 𝑁 vardır ki; 
1

𝑚𝑛
|{(𝑗, 𝑘);  𝑗 ≤ 𝑚, 𝑘 ≤ 𝑛 ∶ |∆�̃�𝑥𝑗𝑘 − L| ≥ (

𝜀

2
)
1

𝑝⁄ }| ≤
𝜀

2. (‖∆�̃�𝑥‖∞ + L)𝑝
=

𝜀

2.𝑀𝑝
 

 

olur. Şimdi tüm 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁0  için; 

 

1

𝑚𝑛
∑ ∑ |∆�̃�𝑥𝑗𝑘 − L|𝑝 = 

1

𝑚𝑛
( ∑ |∆�̃�𝑥𝑗𝑘 − L|𝑝 +

(𝑗,𝑘)∈𝐼𝜀(𝑝)

 ∑ |∆�̃�𝑥𝑗𝑘 − L|𝑝

(𝑗,𝑘)𝐼𝜀(𝑝)

)

𝑛

𝑘=1

𝑚

𝑗=1

<
1

𝑚𝑛
.𝑚𝑛.

𝜀

2𝑀𝑝
𝑀𝑝 +

1

𝑚𝑛
.𝑚𝑛.

𝜀

2
= 𝜀 

 

elde ederiz. 

Bu da  𝑥𝑗𝑘L (𝑤2(∆𝑝
�̃�)) anlamına gelir. 

 

Sonuç 3.10. 𝑥 = (𝑥𝑗𝑘) ∈ 𝑙∞
2(∆�̃�) ve 𝑥𝑗𝑘L (∆�̃�(𝑆2))  ise aynı zamanda (𝐶, 1, 1)(∆�̃�)’dir. Fakat 𝑥 =

(𝑥𝑗𝑘) yakınsak olmak zorunda değildir. 

 

Örnek 3.11. 𝑥 = (𝑥𝑗𝑘) bir dizi ve her 𝑘 ∈ 𝑁 için ∆�̃�𝑥𝑗𝑘 = (−1)𝑗  olarak tanımlarsak  

 

lim
𝑚,𝑛

1

𝑚𝑛
∑ ∑ ∆�̃�𝑥𝑗𝑘 = 0

𝑛

𝑘=1

𝑚

𝑗=1

 

 

olur. Ama 𝑥 = (𝑥𝑗𝑘) istatistiksel yakınsak değildir. 

 

Tanım 3.12.  𝑥 = (𝑥𝑗𝑘) çift indisli bir dizi olsun.∀ 𝜀 > 0 için öyle 𝑁0 ∈ 𝑁 ve 𝑀0 ∈ 𝑁 sayıları var ve 

tüm 𝑗 ≥ 𝑁0, 𝑘 ≥ 𝑀0 için  

lim
𝑚,𝑛∞

1

𝑚𝑛
|{(𝑗, 𝑘); 𝑗 ≤ 𝑚, 𝑘 ≤ 𝑛: |∆�̃�(𝑥𝑗𝑘 − 𝑥𝑁0𝑀0

)| ≥ ɛ}| = 0 

 

oluyorsa 𝑥 = (𝑥𝑗𝑘) çift indisli bir  ∆�̃� − istatistiksel Cauchy dizisidir.  

 

Teorem 3.13. Eğer 𝑥 = (𝑥𝑗𝑘) çift indisli bir ∆�̃� − istatistiksel yakınsak bir dizi ise 𝑥 = (𝑥𝑗𝑘), 

 ∆�̃� − istatistiksel Cauchy dizisidir. 
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İspat:  Varsayalım ki ∀ 𝜀 > 0 ve 𝑥𝑗𝑘L (∆�̃�(𝑆2)) olsun. Doğaldır ki hemen hemen tüm 𝑗, 𝑘 ∈ 𝑁 için 

|∆�̃�(𝑥𝑗𝑘) − L| <
𝜀

2
 ve seçilen 𝑁0, 𝑀0 ∈ 𝑁 sayıları için |∆�̃�(𝑥𝑁0𝑀0

) − L| <
𝜀

2
 dir. Şimdi biz hemen hemen 

tüm 𝑗, 𝑘 ∈ 𝑁 için  
 

|∆�̃�(𝑥𝑗𝑘) − ∆�̃�(𝑥𝑁0𝑀0
)| = |∆�̃�(𝑥𝑗𝑘) − L + L − ∆�̃�(𝑥𝑁0𝑀0

)| < |∆�̃�(𝑥𝑗𝑘) − L| + |∆�̃�(𝑥𝑁0𝑀0
) − L|

<
𝜀

2
+

𝜀

2
= 𝜀 

 

yazabiliriz. Böylece 𝑥 = (𝑥𝑗𝑘),  ∆�̃� − istatistiksel Cauchy dizisidir. 

 

Tanım 3.14. 𝑥 = (𝑥𝑗𝑘) çift indisli bir dizinin kesirli De la Vallée-Poussin ortalaması   

 

𝐼𝑛 = [𝑛 − 𝜇𝑛 + 1, 𝑛] ve  𝐽𝑚 = [𝑚 − 𝜆𝑚 + 1,𝑚] olmak üzere 

𝑡𝑚,𝑛(𝑥) =
1

𝜆𝑚𝜇𝑛
∑ ∑ ∆�̃�𝑥𝑗𝑘

𝑘∈𝐼𝑛𝑗∈𝐽𝑚

 

şeklinde tanımlanır.  
 

Tanım 3.15. 𝑥 = (𝑥𝑗𝑘) çift indisli bir dizi olmak üzere 

 

(𝑃) 𝑙𝑖𝑚
𝑚,𝑛→∞

1

𝜆𝑚𝜇𝑛
∑ ∑ |∆�̃�𝑥𝑗𝑘 − L|𝑝

𝑘∈𝐼𝑛𝑗∈𝐽𝑚

= 0 

 

ise 𝑥 = (𝑥𝑗𝑘), L ye kuvvetli ∆𝑝
�̃� − De la Vallée-Poussin toplanabilirdir denir. Tüm kuvvetli 

(𝑉, 𝜆, 𝜇)(∆𝑝
�̃�) toplanabilir dizilerin kümesini [V, λ, μ](∆𝑝

�̃�) ile göstereceğiz. 

 Eğer 𝜆𝑚 = 𝑚, 𝜇𝑛 = 𝑛 ise kuvvetli ∆𝑝
�̃� − De la Vallée-Poussin toplanabilirliği, kuvvetli ∆𝑝

�̃� − 

Cesaro toplanabilirliğe indirgenir, yani [V, λ, μ](∆𝑝
�̃�) = [C, 1,1](∆𝑝

�̃�) dir. 

 

Tanım 3.16. 𝑥 = (𝑥𝑗𝑘) çift indisli bir dizi, ∀ 𝜀 > 0 için 𝐾 ⊂ 𝑁𝑥𝑁  

 

𝐾 = {𝑗 ∈ 𝐽𝑚 , 𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |∆�̃�𝑥𝑗𝑘 − L| ≥ ɛ} 

 

olarak tanımlandığında 𝛿𝜆,𝜇(𝐾) = 0 oluyorsa yani; 

 

𝛿𝜆,𝜇(𝐾) = (𝑃) 𝑙𝑖𝑚
𝑚,𝑛→∞

1

𝜆𝑚𝜇𝑛
|{𝑗 ∈ 𝐽𝑚 , 𝑘 ∈ 𝐼𝑛: |∆�̃�𝑥𝑗𝑘 − L| ≥ ɛ}| = 0 

 

ise 𝑥 = (𝑥𝑗𝑘) dizisi L ye ∆�̃� − (𝜆, 𝜇) istatistiksel yakınsaktır denir. 𝑥 = (𝑥𝑗𝑘) çift indisli dizisi ∆�̃� −

(𝜆, 𝜇) istatistiksel yakınsak ise 𝑠𝑡𝜆𝜇 − 𝑙𝑖𝑚
𝑚,𝑛→∞

∆�̃�𝑥𝑗𝑘 =  L şeklinde yazacağız. 

 

Tüm (𝜆, 𝜇) istatistiksel yakınsak çift indisli dizilerin kümesini ∆�̃�(𝑆𝜆,𝜇) ile göstereceğiz. 

 𝜆𝑚 = 𝑚,  𝜇𝑛 = 𝑛 olması durumda ∆�̃�(𝑆𝜆,𝜇) yerine ∆�̃�(𝑆2) yazacağız.  

𝛿2(𝐾) ≤ 𝛿𝜆,𝜇(𝐾) olduğu için ∆�̃�(𝑆𝜆,𝜇) ⊂ ∆�̃�(𝑆2) kapsamını elde ederiz. 

 

Teorem 3.17. 𝜆 = (𝜆𝑚) ve  𝜇 = (𝜇𝑛), Λ kümesine ait olan iki dizi olsun. Bu takdirde 

i. Eğer 𝑥𝑗𝑘 → L ([V, λ, μ](∆𝑝
�̃�))  ise  𝑥𝑗𝑘 → L(∆�̃�(𝑆𝜆,𝜇)) dır, fakat tersi her zaman doğru 

değildir, 
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ii. Eğer  𝑥𝑗𝑘 ∈ 𝑙2
∞(∆2

�̃�) ve 𝑥𝑗𝑘 → L(∆�̃�(𝑆𝜆,𝜇)) ise 𝑥𝑗𝑘L ([V, λ, μ](∆𝑝
�̃�))  ve böylece  

𝑥𝑗𝑘L ([C, 1,1](∆𝑝
�̃�)), 

iii. ∆�̃�(𝑆𝜆,𝜇)
∞

= [V, λ, μ](∆𝑝
�̃�) ∩ 𝑙2

∞(∆2
�̃�) 

dir. 

 

Teorem 3.18. 𝜆 = (𝜆𝑚) , 𝜇 = (𝜇𝑛), 𝜃 = (𝜃𝑚), 𝛾 = (𝛾𝑛) dizileri tüm 𝑚, 𝑛 ∈ 𝑁𝑛0
 için 𝜆𝑚 ≤ 𝜃𝑚, 𝜇𝑛 ≤

𝛾𝑛  koşulunu sağlayan Λ kümesinin dört elemanı olsun. Bu durumda; 
 

i. Eğer 𝑙𝑖𝑚
𝑚,𝑛→∞

𝑖𝑛𝑓
𝜆𝑚𝜇𝑛

𝜃𝑚𝛾𝑛
> 0                                                                                          (3.1) 

 ise  ∆�̃�(𝑆𝜃,𝛾) ⊆ ∆�̃�(𝑆𝜆,𝜇).                                 

ii. Eğer 𝑙𝑖𝑚
𝑚→∞

𝑖𝑛𝑓
𝜆𝑚

𝜃𝑚
= 1 ve 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
𝑖𝑛𝑓

𝜇𝑛

𝛾𝑛
= 1                                                            (3.2) 

ise  ∆�̃�(𝑆𝜆,𝜇) ⊆ ∆�̃�(𝑆𝜃,𝛾). 

 

İspat: i. tüm 𝑚, 𝑛 ∈ 𝑁𝑛0
 için 𝜆𝑚 ≤ 𝜃𝑚, 𝜇𝑛 ≤ 𝛾𝑛 koşulları sağlansın ve 𝑙𝑖𝑚

𝑚,𝑛→∞
𝑖𝑛𝑓

𝜆𝑚𝜇𝑛

𝜃𝑚𝛾𝑛
> 0 olduğunu 

kabul edelim.  

 

𝐽𝑚1
= [𝑚 − 𝜆𝑚 + 1,𝑚],  𝐽𝑚2

= [𝑚 − 𝜃𝑚 + 1,𝑚], 𝐼𝑛1
= [𝑛 − 𝜇𝑛 + 1, 𝑛], 

 𝐼𝑛2
= [𝑛 − 𝛾𝑛 + 1, 𝑛] olarak tanımlanırsa  𝐽𝑚1

⊂ 𝐽𝑚2
 ve 𝐼𝑛1

⊂ 𝐼𝑛2
 olur ve bu nedenle biz her 𝜀 > 0 için  

{(𝑗, 𝑘): 𝑗 ∈ 𝐽𝑚2
, 𝑘 ∈ 𝐼𝑛2

: |∆�̃�𝑥𝑗𝑘 − L| ≥ ɛ} ⊃ {(𝑗, 𝑘): 𝑗 ∈ 𝐽𝑚1
, 𝑘 ∈ 𝐼𝑛1

: |∆�̃�𝑥𝑗𝑘 − L| ≥ ɛ} 

elde ederiz. Buradan 
1

𝜃𝑚𝛾𝑛
|{(𝑗, 𝑘): 𝑗 ∈ 𝐽𝑚2

, 𝑘 ∈ 𝐼𝑛2
: |∆�̃�𝑥𝑗𝑘 − L| ≥ ɛ}|

≥
𝜆𝑚𝜇𝑛

𝜃𝑚𝛾𝑛

1

𝜆𝑚𝜇𝑛
|{(𝑗, 𝑘): 𝑗 ∈ 𝐽𝑚2

, 𝑘 ∈ 𝐼𝑛2
: |∆�̃�𝑥𝑗𝑘 − L| ≥ ɛ}| 

 

yazabiliriz. Son eşitsizlikte her iki tarafta Pringsheim limit alırsak (𝑚, 𝑛 → ∞) ∆�̃�(𝑆𝜃,𝛾) ⊆ ∆�̃�(𝑆𝜆,𝜇) 

elde ederiz. 

 

ii.  𝑥 = (𝑥𝑗𝑘) ∈ ∆�̃�(𝑆𝜆,𝜇) ve 𝑙𝑖𝑚
𝑚→∞

𝑖𝑛𝑓
𝜆𝑚

𝜃𝑚
= 1 , 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
𝑖𝑛𝑓

𝜇𝑛

𝛾𝑛
= 1 olduğunu kabul edelim. 𝐽𝑚1

⊂ 𝐽𝑚2
 ve 

𝐼𝑛1
⊂ 𝐼𝑛2

 olduğundan tüm 𝑚, 𝑛 ∈ 𝑁𝑛0
 ve her 𝜀 > 0 için; 

1

𝜃𝑚𝛾𝑛
|{(𝑗, 𝑘): 𝑗 ∈ 𝐽𝑚2

, 𝑘 ∈ 𝐼𝑛2
: |∆�̃�𝑥𝑗𝑘 − L| ≥ ɛ}| 

=
1

𝜃𝑚𝛾𝑛
|{𝑚 − 𝜃𝑚 + 1 ≤ 𝑗 < 𝑚 − 𝜆𝑚 , 𝑛 − 𝛾𝑛 + 1 ≤ 𝑘 < 𝑛 − 𝜇𝑛: |∆�̃�𝑥𝑗𝑘 − L| ≥ ɛ}| 

     +
1

𝜃𝑚𝛾𝑛
|{(𝑗, 𝑘): 𝑗 ∈ 𝐽𝑚1

, 𝑘 ∈ 𝐼𝑛1
: |∆�̃�𝑥𝑗𝑘 − L| ≥ ɛ}| 

                                    ≤
(𝜃𝑚−𝜆𝑚)(𝛾𝑛−𝜇𝑛)

𝜃𝑚𝛾𝑛
+

1

𝜆𝑚𝜇𝑛
|{(𝑗, 𝑘): 𝑗 ∈ 𝐽𝑚1

, 𝑘 ∈ 𝐼𝑛1
: |∆�̃�𝑥𝑗𝑘 − L| ≥ ɛ}| 

                                             ≤ (1 −
𝜆𝑚

𝜃𝑚
) (1 −

𝜇𝑛

𝛾𝑛
) +

1

𝜆𝑚𝜇𝑛
|{(𝑗, 𝑘): 𝑗 ∈ 𝐽𝑚1

, 𝑘 ∈ 𝐼𝑛1
: |∆�̃�𝑥𝑗𝑘 − L| ≥ ɛ}| 

𝑙𝑖𝑚
𝑚→∞

𝜆𝑚

𝜃𝑚
= 1,  𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
𝑖𝑛𝑓

𝜇𝑛

𝛾𝑛
= 1  ve 𝑥 = (𝑥𝑗𝑘) ∈ ∆�̃�(𝑆𝜆,𝜇) olduğundan eşitsizliğin her iki tarafının 𝑚, 𝑛 →

∞ iken limiti alınırsa  ∆�̃�(𝑆𝜆,𝜇) ⊆ ∆�̃�(𝑆𝜃,𝛾)  elde edilir. 

 

Teorem 3.19. 𝜆 = (𝜆𝑚), 𝜇 = (𝜇𝑛), 𝜃 = (𝜃𝑚), 𝛾 = (𝛾𝑛) dizileri tüm 𝑚, 𝑛 ∈ 𝑁𝑛0
 için 𝜆𝑚 ≤ 𝜃𝑚, 𝜇𝑛 ≤

𝛾𝑛  koşulunu sağlayan Λ kümesinin dört elemanı olsun. 

 

i. Eğer (3.1) sağlanırsa  [V, 𝜃, 𝛾](∆𝑝
�̃�) ⊂ [V, λ, μ](∆𝑝

�̃�)’dir. 

ii. Eğer (3.2) sağlanırsa 𝑙2
∞(∆�̃�) ∩ [V, λ, μ](∆𝑝

�̃�) ⊂ [V, 𝜃, 𝛾](∆𝑝
�̃�)’dir. 
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İspat: i. 𝑚, 𝑛 ∈ 𝑁𝑛0
 için 𝜆𝑚 ≤ 𝜃𝑚, 𝜇𝑛 ≤ 𝛾𝑛  koşulları sağlansın. 𝐽𝑚1

⊂ 𝐽𝑚2
 ve 𝐼𝑛1

⊂ 𝐼𝑛2
 olduğundan 

her 𝜀 > 0 için; 
1

𝜃𝑚𝛾𝑛
∑ ∑ |∆�̃�𝑥𝑗𝑘 − L|𝑝

𝑘∈𝐼𝑛2𝑗∈𝐽𝑚2

≥
1

𝜃𝑚𝛾𝑛
∑ ∑ |∆�̃�𝑥𝑗𝑘 − L|𝑝

𝑘∈𝐼𝑛1𝑗∈𝐽𝑚1

 

 

yazıp eşitsizliğin sağ tarafını 𝜆𝑚𝜇𝑛 ile çarpıp bölersek  

 
1

𝜃𝑚𝛾𝑛
∑ ∑ |∆�̃�𝑥𝑗𝑘 − L|𝑝

𝑘∈𝐼𝑛2𝑗∈𝐽𝑚2

≥
𝜆𝑚𝜇𝑛

𝜃𝑚𝛾𝑛

1

𝜆𝑚𝜇𝑛
∑ ∑ |∆�̃�𝑥𝑗𝑘 − L|𝑝

𝑘∈𝐼𝑛1𝑗∈𝐽𝑚1

 

 

yazabiliriz. Her iki taraftan limit alır ve (3.1)’i kullanırsak [V, 𝜃, 𝛾](∆𝑝
�̃�) ⊂ [V, λ, μ](∆𝑝

�̃�) elde ederiz. 

 

iii. 𝑥 = (𝑥𝑗𝑘) ∈ 𝑙2
∞(∆�̃�) ∩ [V, λ, μ](∆𝑝

�̃�) ise 𝑥 = (𝑥𝑗𝑘) ∈ 𝑙2
∞(∆�̃�) dir. Bundan dolayı tüm 𝑗, 𝑘 

ler için öyle bir 𝑀 > 0 sayısı vardır ki |∆�̃�𝑥𝑗𝑘 − L| < 𝑀 olur. 𝐽𝑚1
⊂ 𝐽𝑚2

 ve 𝐼𝑛1
⊂ 𝐼𝑛2

 

olduğundan her 𝜀 > 0 ve tüm 𝑚, 𝑛 ∈ 𝑁𝑛0
 için; 

iv.  
1

𝜃𝑚𝛾𝑛
∑ ∑ |∆�̃�𝑥𝑗𝑘 − L|𝑝

𝑘∈𝐼𝑛2𝑗∈𝐽𝑚2

=
1

𝜃𝑚𝛾𝑛
∑ ∑ |∆�̃�𝑥𝑗𝑘 − L|𝑝

𝑘∈𝐼𝑛2−𝐼𝑛1𝑗∈𝐽𝑚2−𝐽𝑚1

+
1

𝜃𝑚𝛾𝑛
∑ ∑ |∆�̃�𝑥𝑗𝑘 − L|𝑝

𝑘∈𝐼𝑛1𝑗∈𝐽𝑚1

  

     ≤
(𝜃𝑚 − 𝜆𝑚)(𝛾𝑛 − 𝜇𝑛)

𝜃𝑚𝛾𝑛
𝑀 +

1

𝜃𝑚𝛾𝑛
∑ ∑ |∆�̃�𝑥𝑗𝑘 − L|𝑝

𝑘∈𝐼𝑛1𝑗∈𝐽𝑚1

 

≤ (1 −
𝜆𝑚

𝜃𝑚
) (1 −

𝜇𝑛

𝛾𝑛
) +

1

𝜆𝑚𝜇𝑛
∑ ∑ |∆�̃�𝑥𝑗𝑘 − L|𝑝

𝑘∈𝐼𝑛1𝑗∈𝐽𝑚1

 

 

Bu nedenle 𝑙2
∞(∆�̃�) ∩ [V, λ, μ](∆𝑝

�̃�) ⊂ [V, 𝜃, 𝛾](∆𝑝
�̃�) elde edilir. 

 

Sonuç 3.20.  𝜆 = (𝜆𝑚) , 𝜇 = (𝜇𝑛), 𝜃 = (𝜃𝑚), 𝛾 = (𝛾𝑛) dizileri tüm 𝑚, 𝑛 ∈ 𝑁𝑛0
 için 𝜆𝑚 ≤ 𝜃𝑚, 𝜇𝑛 ≤ 𝛾𝑛  

koşulunu sağlayan Λ kümesinin dört dizisi olsun. Eğer (3.2) sağlanırsa 𝑙2
∞(∆�̃�) ∩ [V, λ, μ](∆𝑝

�̃�) ⊂

𝑙2
∞(∆�̃�) ∩ [V, 𝜃, 𝛾](∆𝑝

�̃�) kapsamasını elde ederiz. 

 

Teorem 3.21. 𝜆 = (𝜆𝑚) , 𝜇 = (𝜇𝑛), 𝜃 = (𝜃𝑚), 𝛾 = (𝛾𝑛) dizileri tüm 𝑚, 𝑛 ∈ 𝑁𝑛0
 için 𝜆𝑚 ≤ 𝜃𝑚, 𝜇𝑛 ≤

𝛾𝑛  koşulunu sağlayan Λ kümesinin dört dizisi olsun. Eğer önce (3.2) sonra (3.1) sağlanırsa; 

𝑥𝑗𝑘 → L ([V, 𝜃, 𝛾](∆𝑝
�̃�)) ⇒  𝑥𝑗𝑘 → L(∆�̃�(𝑆𝜆,𝜇)) ve [V, 𝜃, 𝛾](∆𝑝

�̃�) ⊂ ∆�̃�(𝑆𝜆,𝜇) kapsama kesindir. 

 

İspat: 𝜀 > 0 ve  𝑥𝑗𝑘 → 𝐿 ([V, 𝜃, 𝛾](∆𝑝
�̃�)) olsun. Biz  

 ∑ ∑ |∆�̃�𝑥𝑗𝑘 − L|𝑝

𝑘∈𝐼𝑛2𝑗∈𝐽𝑚2

≥ ∑ ∑ |∆�̃�𝑥𝑗𝑘 − L|
𝑝

𝑘∈𝐼𝑛1𝑗∈𝐽𝑚1

                       

                       ≥ ∑ |∆�̃�𝑥𝑗𝑘 − L|𝑝

𝑗∈𝐽𝑚1𝑘∈𝐼𝑛1

|∆�̃�𝑥𝑗𝑘−𝐿|≥𝜀

 

                                                                  ≥ |{(𝑗, 𝑘); 𝑗 ∈ 𝐽𝑚1
, 𝑘 ∈ 𝐼𝑛1

: |∆�̃�𝑥𝑗𝑘 − L|
𝑝

≥ ɛ}|. 𝜀 

 

eşitsizliğini elde ederiz. Buradan tüm 𝑚, 𝑛 ∈ 𝑁𝑛0
 için 
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1

𝜃𝑚𝛾𝑛
∑ ∑ |∆�̃�𝑥𝑗𝑘 − L|𝑝 ≥

𝑘∈𝐼𝑛2𝑗∈𝐽𝑚2

𝜆𝑚𝜇𝑛

𝜃𝑚𝛾𝑛

1

𝜆𝑚𝜇𝑛
|{(𝑗, 𝑘); 𝑗 ∈ 𝐽𝑚1

, 𝑘 ∈ 𝐼𝑛1
: |∆�̃�𝑥𝑗𝑘 − L|𝑝 ≥ ɛ}|. 𝜀 

 

elde edilir ve (3.1)’den dolayı 𝑥𝑗𝑘 → L(∆�̃�(𝑆𝜆,𝜇)) ulaşılır. 

 

4. Sonuç ve Öneriler  

 
Bu çalışmada P. Baliarsingh (2016) tarafından tanımlanan çift indisli dizilerin kesir dereceli fark 

operatörleriyle; 

Çift indisli kesirli fark dizilerinin istatistiksel yakınsaklığını (∆�̃� −istatistiksel yakınsaklığı), 

∆�̃� −sınırlılığını, ∆�̃� −istatistiksel Cauchy dizisini, ∆�̃� −Cesaro toplanabilirliğini, kuvvetli ∆𝑝
�̃� − 

Cesaro toplanabilirliğini, ∆�̃� −De la Vallée-Poussin ortalamasını, kuvvetli ∆𝑝
�̃� −De la Vallée-Poussin 

toplanabilirliğini ve ∆�̃� − (𝜆, 𝜇) istatistiksel yakınsaklığı tanımları verildi. 

∆�̃� −istatistiksel yakınsak çift indisli bir dizinin aynı zamanda ∆�̃� −istatistiksel Cauchy dizisi 

olduğunu, kuvvetli ∆𝑝
�̃� − Cesaro toplanabilir olan çift indisli dizilerin ∆�̃� −istatistiksel yakınsak 

olduğunu ve kuvvetli ∆𝑝
�̃� −De la Vallée-Poussin toplanabilirse ∆�̃� − (𝜆, 𝜇) istatistiksel yakınsak olduğu 

sonuçlarına ulaşıldı. 

 

Yazarların Katkısı 

 

Tüm yazarlar bu makalenin yazılmasında eşit katkı sağlamışlardır. 

 

Çıkar Çatışması Beyanı 

 

Yazarlar arasında herhangi bir çıkar çatışması bulunmamaktadır.  
 

Araştırma ve Yayın Etiği Beyanı 

 
Yapılan çalışmada araştırma ve yayın etiğine uyulmuştur. 
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