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Oz

Bu ¢alismanim amaci, ¢ift indisli kesirli fark dizilerinin istatistiksel yakinsakligi, (4, u) — istatistiksel yakinsaklik
ve Cesaro, kuvvetli p-Cesaro, De la Vallée-Poussin, kuvvetli p- De la Vallée-Poussin toplanabilirlik tanimlarini
vererek bunlar arasindaki iliskileri incelemek ve istatistiksel yakinsaklik kavramimi genisletmektir.

Anahtar kelimeler: 1 —istatistiksel yakmsaklik, Istatistiksel yakinsaklik, Kesirli farklar.

On Statistical Convergence of Difference Double Sequence of
Fractional Order

Abstract

The aim of this study is to explore the relationship between statistical convergence, double A% — (2, u)-statistical
convergence, Cesaro, p-strongly Cesaro, De la Vallée-Poussin, p-strongly De la Vallée-Poussin summability in
statistical convergence of difference double sequence of fractional order via giving their definitions and to expand
the definition of statistical convergence.

Keywords: A —Statistical Convergence, Fractional Difference and Statistical Convergence.

1. Giris

Cift indisli diziler ilk kez Pringsheim [1] tarafindan verildi ve Tiirkiye’de Tiirkmenoglu [2] tarafindan
“Baz1 Cift Indisli Dizi Uzaylar1” baslig1 altinda doktora tezi olarak calisildi. Fark dizileri kavranu
Kizmaz [3] tarafindan tanimlandi. Et ve Colak [4] bu kavramu genellestirdi. Baliarsingh [5] kesirli fark
operatorlerini kullanarak bazi dizi uzaylarimi genellestirdi. Daha sonra Baliarsingh ve Dutta [6],
Baliarsingh [7] konuya iliskin ¢alismalar yaptilar. Kesirli fark operatorii kullanilarak dizilerin
istatistiksel yakinsaklig1 Baliarsingh ve ark., [8] tarafindan genellestirildi.

Bu ¢alisgmanm amaci, ¢ift indisli kesirli fark dizilerinin istatistiksel yakinsakligi, (4,u) —
istatistiksel yakinsaklik ve Cesaro, kuvvetli p- Cesaro, De la Vallée-Poussin, kuvvetli p- De la Vallée-
Poussin toplanabilirlik tanmimlarini vererek bunlar arasmdaki iligkileri incelemek ve istatistiksel
yakinsaklik kavramini genisletmektir.

2. On Bilgiler

Tamm 2.1. x = (x;) dizi verilsin. Eger

1 n
lim—Zka —Ll=0
n-oon

k=1
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ise x = (xy) dizisi L’ye kuvvetli Cesaro toplanabilirdir. Tiim kuvvetli Cesaro toplanabilir dizi uzayini
[C,1] seklinde, yani

n
1
[Cc,1] = {x = (x3): lim ;lek —L| = 0,en az bir LL i¢in
n—oo
k=1

olarak tammlayacagiz [9].
Tamm 2.2. N dogal sayilar kiimesi ve X bos olmayan herhangi bir kiime olmak iizere

£ NxN—X
G- k) = xj,

seklinde tanimlanan f fonksiyonuna “ift indisli dizi” denir. Cift indisli x = (x ) dizisini

[xOO Xo1 Xok ]
|x10 X11 X1k I

A
|lx{-0 x].-l x{'k Jl

seklinde bir tablo olarak diistinebiliriz [10].

Tamm 2.3. x = (xj;) cift indisli bir dizi olsun. Eger V & > 0 igin 6yle Ny € N var ve tiim j, k = Nj
i¢in |xj, — L| < e oluyorsa x = (x;y) dizisinin Pringsheim limiti L dir denir [1].

Tamm 2.4. x = (x ;) ¢ift indisli bir dizi olsun. V &€ > 0 igin dyle Ny € N ve M, € N sayilar1 var ve tiim
j,m =Ny, k,n> M, igin |xmn — xjk| < eoluyorsa x = (xj) dizisine bir Cauchy dizisi denir [1].

Tamm 2.5. V& > 0 ve h. h.k i¢in |xk - xNO| < ¢ olacak sekilde bir Ny(g) € N varsa, yani

1
T{l_r)gloﬂ{kgn: |xk—xN0| >e}|=0

ise x = (x) dizisine istatistiksel Cauchy dizi denir [11].
Tamm 2.6. Tiim pozitif reel sayilarin azalmayan, sonsuza giden ve
Ans1 <A, +1, A1 =0
kosulunu saglayan A = (4,,) dizilerinin kiimesini A semboliiyle gosterecegiz [12].
Bu ¢ahiymada ny € N = {1, 2,3, ...} olmak tizere N, kiimesini
Nyp, = {ng,ng + 1,ny + 2,...} seklinde tamimlayacagiz.
Tamm 2.7. A = (A,,) dizisi, pozitif reel sayilarin azalmayan, sonsuza giden ve

Ant1 S A + 1, A1 =0
Ih=[n—2,+1,n]

kosulunu saglayan bir dizisi olsun. Genellestirilmis De la Vallée-Poussin ortalamasi
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th(x) = %Z X;

J€ln

seklinde tanimlanir. n — o iken t,, (x) — L gidiyorsa x = (x;,) dizisi L’ ye (V,A) — toplanabilirdir denir
[12].

Tamm 2.8. K c N olsun ve K’nin 4 —yogunlugunu
1
6,(K) = lim—|{k € I,:k € K}|
n=o A,

olarak tammlanir. Burada A,, = n olmasi durumunda K’nin A —yogunlugunu &§;(K), K’nin dogal
yogunluguna doniisiir. Her K N igin (1,,/n) < 1ise §(K) < §,(K) olur [12].

Tamm 2.9. x = (x;) bir dizi olsun. Her e > 0 ve I,, = [n — 4, + 1,n] i¢in

1
liml—l{k EL:|lx,—Ll >} =0

n—oo n
oluyorsa x = (x;) dizisi L ye A —istatistiksel yakinsaktir denir ve

sty —limx, = L

k—o0
seklinde gosterilir. Tiim A —istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesini S ile gosterecegiz [12].
Tamm 2.10. x = (x;) bir dizi ve M > 0 olmak iizere
5, ({k < n:l|x,| >M}) =0
oluyorsa x = (x;) dizisi A —istatistiksel sinirlidir denir [13].

Tamm 2.11. K € NxN ve j <m, k < n olmak iizere K(m,n) kiimesinin elemanlarin1 ( j, k) olarak
kabul edelim ve K (im, n) kiimesini

Kmmn) ={j < mvek < n:(j, k) €K}
seklinde tanimlayalim.

§,(K) = lim infM

mmn—oo mn

IK:lnr,ln)l kiimesinin limiti tek ise K kiimesinin dogal yogunlugu

ifadesi K kiimesinin dogal yogunlugudur.

asagidaki sekilde tanimlanir;

|K(m,n)|

5,(K) = (P) = lim —~

[14].

Ornek 2.12. K = {(j?,k?): j, k € N} olarak tanimlarsa K kiimesinin yogunlugu

1 1
olur [14].
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Tamm 2.13. x = (x;) reel terimli ¢ift indisli bir dizi olmak iizere,
62({(j,k); j<mvek<n: |xjk —L| = s}) =0
olacak sekilde bir L sayis1 varsa x = (xjk) dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve

Stz — lim xjk =L

Jj,k—ow
seklinde gosterilir. Tiim ¢ift indisli istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesi S, ile gosterilir [14].
Tamm 2.14. A = (4,;,) ve u = (u,) sonsuza giden, pozitif sayilarin azalmayan ve

Am+1 Slm‘i'l, 11:0
Pn+1 S Un + 1, P =0

kosullarini saglayan iki dizi olsun. K € NxN alalim ve K nin (4, u) yogunlugunu

Spu(K) = (P)mlrlgl {m—-2A,+1<j<mn—-—pu,+1<k<n: (k) €K}

men

seklinde tanimlayacagiz.

Am = m, iy, = n oldugu durumda &, , (K) yogunlugu 6, (K) yogunluguna indirgenir. Her K
NxN igin Ap,/m < 1ve p,/n < 1ise 6,(K) < 8, (K) tir [13].

Tamm 2.15. x = (xj;) ¢ift indisli bir dizi, ¥V € > 0 i¢in K € NxN
K={j €Jmk€lL:|xj,—L|l =€}

olarak tanimlandiginda & , (K) = 0 oluyorsa x = (x ) dizisi L’ ye (4, u) istatistiksel yakinsaktir denir.
Eger V € > 0 i¢in

1
Ambin

8, (K) = (P) lim_ | €Jm k€ Lyt |xj —L| = €}| =0

ise x = (xj)) dizisi L sayisina (4, u) istatistiksel yakinsaktir denir ve sty, — lim x; = L seklinde
m,n—co

gosterilir. Tiim (4, u) istatistiksel yakinsak ¢ift indisli dizilerin kiimesini S ,, ile gosterilir.
Eger Ay, =m, p, =nise Sp,, S, ye indirgenir. §,(K) < &, ,(K) oldugu igin S , € S,
kapsamasi elde edilir [13].

Tamm 2.16. x = (xj;) ¢ift indisli bir dizi, A, ve u, € A, I, = [n — up + 1,n] ve
Jm = [m — 1, + 1, m] olmak iizere

1
tm,n(x) =/1 0 § § Xjk
min

J€Jm kel

toplamina ¢ift indisli diziler i¢in De la Vallée-Poussin ortalamasi denir [13].

Tamm 2.17. x = (xy) ¢ift indisli bir dizi olmak tizere;
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(P = lim tmn(lxj —L|) =0

ise x = (xjx), L ye kuvvetli (V, 2, ) toplanabilirdir denir. Tiim kuvvetli (V,2, u) toplanabilir dizilerin
kiimesini [V, A, u] ile gosterecegiz.
Eger A, =m, pu, =n oldugu durumda kuvvetli (V,A, n) —toplanabilirlik, kuvvetli Cesaro
toplanabilirlige indirgenir [13].

Fark dizileri kavrami ilk kez Kizmaz [3] tarafindan 1981 yilinda tammlandi. x = (x;) kompleks
terimli dizi ve k € N olmak tizere

Ax = (Ax)x = (X — Xpe1)
£ (A), c(A) ve cy(A) dizi uzaylar1 Kizmaz [3] tarafindan
Lo(Bd) = {x = (xy): Ax € £}
c(d) = {x = (xy): Ax € ¢}
co(8) = {x = (x): Ax € co}
olarak tanimland1 ve
llxlla = 11| + llAx]lo
normuyla birer Banach uzay1 olduklar1 gosterildi.

x = (xi) kompleks terimli dizi ve k,m € N olsun. Et ve Colak [4]

A% = (X)i , Ax = (X — Xp41)
A"x = (A™ 1x — A™ xp0)
@ = D ' () wis

k - i k+i

olmak tizere yukaridaki dizi uzaylarim
Lo (A™) = {x = (x3): A™x € £}
c(A™) = {x = (x): A™x € ¢}
co(A™) = {x = (x}): A™x € ¢}

uzaylarina genellestirdiler ve bu uzaylarin

m
Ixlls = ) Ll + A7l
i=1

normuyla birer Banach uzayi olduklarini gosterdiler.

Tamm 2.18. Gamma fonksiyonu « ¢ {0, —1,—-2,—3, ...} ve a reel say1 olmak tizere;

o)

I'e =f e tte1dt
0

olarak tanimlanir ve o herhangi bir dogal say1 olursa I'(ar+ 1) = al. Ornegin I'(1) = 1!,I'(2) =
1!, r(3) =2!,r(4) =3! ..

w tlim reel degerli dizi uzayim gostermek iizere x = (x;) Ew, a € {0,—1,-2,-3,..} ve
reel say1 olmak {izere fark operatorlerini asagidaki gibi tanimlayacagiz;
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g = ;. Tla+1)
(A%x)x = Z(—l) (e =i+ 1) ki

'o+1)
i'Tlao—i+1) Y-

(A ax)k_Z( l'l"((l _a) ) Xi+i

. 1-
(A(—a)x)k = Z(—l)l—i! F((l — aa)— D Xp—i
i=0

ilk iki operatoriin agilimi yapilirsa;

(A@x), = Z(— )

an ala—1) ala—1)(a—2)
(A X)k =Xk — A Xp41 +Txk+2— 30 xk+3+...
ala—1) ala—1)(a—-2)

(A9 x), = xp — X1 +

21 k2T 31 Fe-z

elde edilir [5]. A% ve A igin;

i. a =1 durumunda A% operatorii Kizmaz [3] tarafindan tanimlanan
(A = (X = X+1)

operatoriine indirgenir.

ii. a =m (m € N) durumunda A% operatérii Et ve Colak [4] tarafindan
verilen

<Amx>k—2( D (") s
operatdriine indirgenir.

Fark operatorlerinde kesirli olan Iar & ile gosterilerek fark operatorii asagidaki gibi tanimlanir.

a i r@+1)
@ x)k—Z( D D

[5].

Kesir dereceli fark operatdrii ¢ift indisli diziler i¢in asagidaki gibi tanimlanir.

-~ i r@+ 1)2
Aa Z Z 1 m+n 3
(i) = O T @ —m £ DI @ —n 3 1) J+mktn

n=0

Z(_l)mm _ r@+17

mnr@—-m+0Dr@—-n+1) Xj-mk-n

8

2 () =

M8o

m=0n=0

A_a(x- ) = Z Z(_l)m+n ra - a)?= .
jk) = pays mnr(1—a&—-m)r(1—a—n) Tk

—(a _ AN m+n F(l — &)2
A7 () = Z Z(_D M T(—a—mI(1l—a—n) J-mkn

m=0n=0

8
8

o

[7].
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3. Bulgular
Tamm 3.1. x = (x;j,) reel terimli ¢ift indisli bir dizi K < NxN ve olsun. Her € > 0 icin
Kmn) ={G,k;j<mvek<n:|A%(xj) —L| =&}

kiimesinin yogunlugu sifir yani;

1 ~
— i —_— i < <n: Tix:) — > =
P m}rllrgoomnﬂ(],k),] <mvek<n |A (Xjx) L| _£]| 0
ise x = (xjk) ¢ift indisli dizisi L’ye A% —istatistiksel yakinsaktir denir. Xj =L (Aa (52)) ile gosterilir.

Tiim A% —istatistiksel yakinsak cift indisli dizilerin kiimesini A%(S,) ile gosterecegiz.

Tamm 3.2. x = (xjk) dizisi kompleks terimli ¢ift indisli bir dizi olmak {izere tim j,k € N igin

|A%(xj.)| < M olacak sekilde M > 0 var yani sup | A%x;;| < oo ise (A% (x ) cift indisli dizi sinirhdir
jk=1

denir. Biitin A% —simirl1 ¢ift indisli dizi uzayini

Lo’ (M%) = {x = (xjk):‘v’j,k € N igin sup| Aaxjk| < o}
Jk21

seklinde gosterecegiz.

Yakinsak ¢ift indisli bir dizi asikar olarak istatistiksel yakinsaktir fakat tersi her zaman dogru
degildir ancak cift indisli dizilerin kesirli farklarindan olusan dizinin sinirli ve istatistiksel yakinsak
olmasi gerekmez. Asagidaki drnekleri inceleyelim.

Ornek 3.3. x= (xjk) ¢ift indisli dizi olsun ve y = (yjk) = (Aaxjk) dizisini asagidaki gibi
tanimlayalim.
1, j=m3k=n3

o = 1 ) = 1,2,3,
Yik diger durumda wm

K
(¥jk) yakinsak olmamasina ragmen istatistiksel yakinsaktir, ger¢ekten
1 1 1 1 1
1+2 1+3 1+9
1 1 1 1 1
(y,k):2+1 2+2 2+3 2+8 2+9
g 1 1 1 1 1
3+1 3+2 3+3 3+8 3+9
olup
1 Vmin
im —|{(j,k);j < <n:ly,—0|=¢e} < I =
m,lrllrgoo — {G.k;i<mvek<n:|yx—0|=¢}| < m,lrllrgoo — 0
dir. Dolayisiyla (yjk) , 0 ‘a istatistiksel yakinsaktir, yani y;; — 0 (Aﬁ (Sz)) dr.

14+(=1)J*k

Ornek 3.4. x = (xjk) =
istatistiksel yakmsak degildir. A% (xjk) dizisini agagidaki gibi agarsak

dizisini géz Oniine alirsak x = (xjk) smirhdir, raksaktir ve
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m= n=

= 2281 itk cift
A%(xje) = { 2281 4k tek

seklinde ifade edebiliriz. A% (xjk) dizisi sinirhidir fakat ne istatistiksel yakinsak ne de yakinsaktir.
Ornek 3.5. x = (xjk) cift indisli bir dizi olsun ve Aa(xjk) asagidaki gibi tammladigimizda

a(, Y_{tk, j=mik=n>mnen
A% () { 0, diger durumda

A" (xjk) istatistiksel yakinsaktir fakat smirli degildir.
Gergekten,

(8%x) =

ohooRr O
curiooN ~
cocoococo o
cocoococoo
cCwo o U
cocoococo o

G, k) j <mk <n ::|Aa:xjk _ Oi > s}| N
Vmyn

m.lrilrﬂoo%mizrkz):i <mvek<n: |A%x, — 0] = &}| < W

Sonugclar 3.6. & kesirli bir reel say1 olmak iizere;
a. A%(S,) ve S, birbirini icermez.
b. A%(S,) ve I, (A%) birbirini igermez.
c. A%(c?) c A%(S,) ve bu kapsama kesindir.

Tamm 3.7. x = (xj;) cift indisli bir dizi olsun. Eger

ise x = (x;j,) dizisi L’ye A% —Cesaro toplanabilirdir denir. Tiim ¢ift indisli A% —Cesaro toplanabilir
dizilerin kiimesini (C, 1,1)(A%) ile gosterecegiz.

Tamm 3.8. x = (xjk) cift indisli bir dizi ve p pozitif bir reel say1 olsun. Eger
m n
limiz Z |A%x; —LIP =0
mnmn Jk
j=1k=1

ise x = (xjk) dizisi L’ye kuvvetli A% — Cesaro toplanabilirdir denir. Tiim kuvvetli A% — Cesaro
toplanabilir ¢ift indisli dizi uzaylarim WZ(AZ‘ ) ile gosterecegiz.

Teorem 3.9. i. @ kesirli bir reel sayr ve 0 <p <o olmak iizere eger xj—L (Wz(Ag‘)) ise
x5 —L (A7%(S,) ) dir.

i Eger x—L (A%(S;)) Ve () € 13(A%) ise xje L (w?(A%)) dir.
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ispat: i. K.(p) = {G,k); j < m,k < n:[A%g; — L|” 2 &} alalm,
g > 0 ve xj, —L (wz (A’d)) olsun. x = (xjk) dizisi L ye kuvvetli AZ — Cesaro toplanabilir oldugundan;

0= llm—z Z |A% Xjx — L|IP = p— Z |Aaxjk — LI+ Z |Aﬁxjk —L|P
j=1k= (J,k)EK:(p) (k) eKe(p)
1 p
—n|{(],k) ]<mk<n|A“xk L| 2£}|£

Boylece x = (xjk) dizisi L’ ye istatistiksel yakinsaktir.

~ " 1 .
ii. M = sup |A%x| + |L| ve I.(p) = {(j, k); j <mk < n:|A%x, —L| = (g)p} alahm. x = (x;,) dizisi
smirl1 istatistiksel yakinsak oldugundan V € > 0 ve tiim m,n = Ny ig¢in Oyle bir Ny € N vardir ki;

£ &
—|{(J,k) jEmk <n A% — L >( )" }| = 2. (1A%l + )P 2.MP

olur. Simdi tim m,n = N, igin;

m n
1 _ 1 . -
_Z Z |A0‘xjk — Llp = — z |Aaxjk — Llp + z |Aax]'k — Llp

j=1k=1 (j’k)EIS(p) (j:k)fle(p)
< £ MP + ! £
—.mn.—— —.mn.-=¢
mn 2MP mn 2

elde ederiz.
Bu da xj, —»L (W?(A%)) anlamina gelir.

Sonug 3.10. x = (x;;) € 1% (A%) ve Xjx —L (Aa (Sz)) ise ayn1 zamanda (C, 1, 1) (A%)dir. Fakat x =

(xjk) yakinsak olmak zorunda degildir.

Ornek 3.11. x = (x;;.) bir dizi ve her k € N igin A%x;;, = (—1)/ olarak tamimlarsak

olur. Ama x = (xjk) istatistiksel yakinsak degildir.

Tamm 3.12. x = () cift indisli bir dizi olsun.V & > 0 igin dyle Ny € N ve My € N sayilar1 var ve
tim j = Ny, k = M, icin
mlrllrgooﬁu(],k) j<mk <n:|A%(xy —xyom,)| =€} =0

oluyorsa x = (x) cift indisli bir A% — istatistiksel Cauchy dizisidir.

Teorem 3.13. Eger x = (x i) cift indisli bir A% — istatistiksel yakinsak bir dizi ise x = (x ke
A% — istatistiksel Cauchy dizisidir.
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ispat: Varsayalim ki V € > 0 ve xj; —L (Aa (52)) olsun. Dogaldir ki hemen hemen tiim j, k € N igin
|Aa(xjk) —-L| < %ve secilen Ny, My € N sayilari igin |Aﬁ(xNOMO) —-LI< %dir. Simdi biz hemen hemen
tim j, k € N i¢in

|A% (i) = A% (Xngmy)| = 1A% (xjic) — L+ L — A% (o, )| < 1A% (xjpe) — LI + |A% (ewgn,) — L

<€+€_
2727 ¢

yazabiliriz. Bdylece x = (), A% — istatistiksel Cauchy dizisidir.
Tamm 3.14. x = (xj;) ¢ift indisli bir dizinin kesirli De la Vallée-Poussin ortalamasi

Ih=n—pu,+L,njve J,=m—21,+1, m] olmak iizere

tmn(x) =

] €Jm k€I,
seklinde tanimlanur.

Tamm 3.15. x = (xj;) ¢ift indisli bir dizi olmak tizere

—LIP =
(P)mlrlgloolm . z z |A%xj;, — L

J€Jm k€ly

ise x = (xji), L ye kuvvetli Ag — De la Vallée-Poussin toplanabilirdir denir. Tim kuvvetli
WV, A w) (Ag ) toplanabilir dizilerin kiimesini [V, A, p] (Ag) ile gosterecegiz.

Eger A,,, = m, u, = n ise kuvvetli Ag — De la Vallée-Poussin toplanabilirligi, kuvvetli Ag‘ -
Cesaro toplanabilirlige indirgenir, yani [V, A, u] (Ag) = [C, 1,1](Ag) dir.
Tamm 3.16. x = (xji) cift indisli bir dizi, V € > 0 igin K € NxN
K={j € Jmk € L;:|A%, — L| = €}

olarak tammlandiginda &, ,(K) = 0 oluyorsa yani;

k € I |A%x, — L| > €}| = 0

SA,M(K) = (P)m%_)oo Aot
ise x = (x;x) dizisi L ye A% — (4, p) istatistiksel yakinsaktir denir. x = (xj,) cift indisli dizisi A% —

A, ) istatistiksel yakinsak ise st;, — lim A%x;, = L seklinde yazacagiz.
y n j Y g

m,n—oo
Tiim (A, p) istatistiksel yakisak ¢ift indisli dizilerin kiimesini A% (S 2, #) ile gosterecegiz.
Am = m, U, = n olmasi durumda Aa(S,W) yerine A%(S,) yazacagz.

82(K) < 6;,,(K) oldugu igin A% (Sl,u) c A%(S,) kapsammi elde ederiz.

Teorem 3.17. A = (1) ve u = (4y), A kiimesine ait olan iki dizi olsun. Bu takdirde
I Eger xj, = L( V, A ] (A“)) ise  xj, = L(A (Slﬂ)) dir, fakat tersi her zaman dogru
degildir,

624



K.I. Atabey, M. Cinar / BEU Fen Bilimleri Dergisi 9 (2), 615-628, 2020

ii. Eger  xj € 1,”(A%) ve Xjk = L(Aa(S/L#)) ise xj, —L ([V,A, u](Ag‘)) ve bdylece
xjk—>L([c 1,1(a%)),
iii. 22(S;,,)" = [V, A, 1 (82) n 1,°(4%)
dir.

Teorem 3.18. 1 = (4n) , 4 = (Un), 0 = (B), ¥ = (V) dizileri tim m,n € Ny icin Ay, < Oy, piy, <
¥n kosulunu saglayan A kiimesinin dort elemani olsun. Bu durumda;

i. Eger llm mf 9’"“" >0 (3.1)
ise A“(sg,y) S A%(S;,)-
i, Eger liminf2™ =1 ve liminft =1 (3.2)
m—oo 9m n—oo Yn

ise A%(S3,) € A%(Sg,).

Ambn

Ispat: i. tim m,n € Ny, i¢in A,y < O, Uy < ¥y kosullari saglansin ve llm lnf > 0 oldugunu
kabul edelim.

Jm, =M —An+1m], S, =[m—0,n+1,m], I, =[n—pu,+1n],

In2 [n—vyn+ 1,n] olarak tammlanirsa J,,, € [, V€ I, C I, olur ve bu nedenle biz her ¢ > 0 i¢in

{G,0):) € Jm, k € Lt 1A%, — L| > €} 2 {(,K):j € Jin,, k € I, |A%xj — L| > €}
elde ederiz. Buradan

k € Inzl |Aank - Ll = S}l

Om¥n
- Ambin

" Om¥Vn Amiin

|{(] ) ] E]mzl nz: |Aax}'k — Ll > g}l

yazabiliriz. Son esitsizlikte her iki tarafta Pringsheim limit alirsak (m,n — o) A%(S,,) € A%(S;,,)
elde ederiz.

.. & . Am .l 5 .

i. x = (x) € A%(S;,,) ve ygl%mfﬂ =1, T{l_)rgmfﬁ—n = 1 oldugunu kabul edelim. J,, € J,, Ve
I, < I, oldugundan tiim m, n € Ny, ve her € > 0 igin;

|{<f,k> J € Jmyk € In,: 1A% — L] = €}

1 em TL
= |{m—9m+1 <j<m—Ap,n—y,+1 Sk<n—,un:|A&xjk—L| Zs}|
Om¥n
+3 ,K):j € Jmy k € It |A%xj, — L| > €}
B ) as) , 1 2
< O nte) [ K):) € Jomyo k € I, 10%5 — L] 2 €}
<(1 —z—z) (1 —i—n) + = ({2 € gy e € Iy 1A% — L] = 6}
nllmgol— =1, 7{m;(t)mf— =1vex = (xjk) € A%(S,, u) oldugundan esitsizligin her iki tarafimn m,n -

oo iken limiti alinirsa A“(S,Lu) c A% (Sgly) elde edilir.

Teorem 3.19. 4 = (A1), 4t = (Un), 0 = (B), ¥ = (V) dizileri tim m,n € Ny i¢in A, < Oy, fy <
¥n kosulunu saglayan A kiimesinin dort elemani olsun.

I Eger (3.1) saglanirsa [V, 6,y] (Ag‘) c [V,A ] (Ag‘)’dir.
ii. Eger (3.2) saglanirsa I, (A%) n [V, A, u] (Ag‘) c[V,08,y] (Ag‘)’dir.
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Ispat: i. m,n € Ny, i¢in Ay < Oy, iy < Vn kosullari saglansin. Jp,, € [, Ve I, < I, oldugundan
her € > 0 igin;

|A%x L|p> z z A%xj, — L|P
Bmynz Z Tk Om¥n 4% %5 = LI

J€Jm, kEIn, J€Jm, k€ln,

yazip esitsizligin sag tarafin1 A, u,, ile ¢arpip bolersek

/’lmun
AT — LIP = NN g L

]E]m2 kely, J€Jm, KEIL,
1 1

yazabiliriz. Her iki taraftan limit alir ve (3.1)’i kullanirsak [V, 8, y] (Ag) c [V,Au] (Ag) elde ederiz.

iii. x = (%) € L," (%) n [V, A, ] (AF) ise x = (xj) € 1, (A%) dir. Bundan dolay: tiim j, k
ler i¢in 6yle bir M > 0 sayis1 vardir ki |Aﬁxjk - L| <M olur. J;, CJm, Ve Ip, €Iy,
oldugundan her &€ > 0 ve tim m, n € N igin;

1 _
Ay, —1LIP
oY Y

jE]mz kEI‘nz

1 _
— Aa . _Lp
- DD It -+

J€Jmy—Jmq k€In, —Iny ]e]ml k€ln,

O — A
< Om = Am) (= Mn)M+ z z AT — LJ?
mn

0
myn Je]ml kEITll

(-)0-E) i % 3 e

]E]ml kEI111

—LJP

Bu nedenle 1, (A%) n [V, A, u](A%) < [V, 6,y1(AZ) elde edilir.

Sonu¢ 3.20. 4 = (A4p,) , b = (), 0 = (On), ¥ = (V) dizileri timm, n € Ny, i¢in Ay, < Oy, lhy < Vn
kosulunu saglayan A kiimesinin dért dizisi olsun. Eger (3.2) saglanirsa 1, (A%) N [V, A, p] (A;’,‘) c
1, (A%) N [V,6,y](AZ) kapsamasini elde ederiz.

Teorem 3.21. 1 = (An) , 4 = (Un), 0 = (Om), ¥ = (Vn) dizileri tim m,n € Ny, i¢in Ay, < Oy, iy <
¥n kosulunu saglayan A kiimesinin dort dizisi olsun. Eger 6nce (3.2) sonra (3.1) saglanirsa;
xjx = L ([V, 6, y](Ag)) = xj > L(Aa(s,llu)) ve [V, 0,y](A%) c A%(S, ,,) kapsama kesindir.

Ispat: ¢ > 0 ve Xjxp = L ([V,H,y](Ag‘)) olsun. Biz
Z Z |A%x; — L|P > Z Z |A%x;, —L|”
jE]mz kEI‘r‘LZ je]ml ke’nl
> Z |A%x — L|P
jE]mlkEIﬂ.l
|Aank—L|ZS

2 (G, K):J € Jmy ke € L2 [0%05 — L7 2 3]

esitsizligini elde ederiz. Buradan tiim m,n € N i¢in
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1 - Aty 1 ] ] =
Om¥n Z Z A% = L7 = 9::)/: Ambin [{G, )5 € Jinyo K € Iy : |A%x — LIP = €} ¢

j€Tmy KEln,
elde edilir ve (3.1)’den dolay1 xj — L (Aa (Sl,u)) ulagilir.

4. Sonuc ve Oneriler

Bu ¢alismada P. Baliarsingh (2016) tarafindan tamimlanan ¢ift indisli dizilerin kesir dereceli fark
operatorleriyle;

Cift indisli kesirli fark dizilerinin istatistiksel yakinsakligini (A% —istatistiksel yakinsaklig1),
A% —simirlihgimi, A% —istatistiksel Cauchy dizisini, A% —Cesaro toplanabilirligini, kuvvetli Ag -
Cesaro toplanabilirligini, A* —De la Vallée-Poussin ortalamasimi, kuvvetli Ag —De la Vallée-Poussin
toplanabilirligini ve A% — (A4, u) istatistiksel yakinsakligi tamimlar1 verildi.

A% —istatistiksel yakinsak cift indisli bir dizinin ayn1 zamanda A% —istatistiksel Cauchy dizisi
oldugunu, kuvvetli Ag — Cesaro toplanabilir olan ¢ift indisli dizilerin A% —istatistiksel yakinsak
oldugunu ve kuvvetli A —De la Vallée-Poussin toplanabilirse A% — (4, ) istatistiksel yakinsak oldugu
sonuglarina ulasildi.

Yazarlarin Katkisi

Tiim yazarlar bu makalenin yazilmasinda esit katki1 saglamislardir.
Cikar Catismas1 Beyam

Yazarlar arasinda herhangi bir ¢ikar ¢atismasi bulunmamaktadir.
Arastirma ve Yayin Etigi Beyam

Yapilan ¢alismada arastirma ve yayin etigine uyulmustur.
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