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Oz

Bézier egrisi, bilgisayar grafikleri ve ilgili alanlarda siklikla kullanilan parametrik egri bigimidir. Miizik, en temel
ogesinden en karmasik 6gesine kadar, cesitli matematiksel yapilari icermekte olup, miizik ile matematik pek ¢ok
acidan birbiriyle iliskili iki disiplindir. Miizik eserlerinin matematiksel boyutta kodlanip incelenmesi, bilgisayar
destekli yazilimlar araciligiyla eserlerin analizlerinin yapilmasi, farkli yaklagimlarin iiretilmesi ve disiplinler arast
calisma olanaklarmin saglanmasi bakimindan 6nemli goriilmektedir. Bu caligmanin amaci, miizik sanatmnin
matematik dehasi olarak bilinen en 6nemli bestecilerinden J.S. Bach’in BWV 784 la mindr iki sesli envansiyonunu
meydana getiren seslerin matematiksel kodlama yoluyla Rasyonel Bézier egrileri kullanilarak gorsel modelinin
olusturulmasidir. Polifonik tarzda bestelenen eseri olusturan sag ve sol el partilerinin ses yiikseklikleri ile siire
degerleri matematiksel olarak kodlanmistir. Bu yolla elde edilen verilerin kullanildig1 bilgisayar programi
yazilarak, Rasyonel Bézier egrilerinin gorsel modeli olusturulmustur.

Anahtar kelimeler: Miizik ve Matematik, J.S. Bach, Matematiksel Kodlama, Rasyonel Bézier Egri.

Visual Model of Bach's BWV 784 La Minor Envansion of Musical Work
Formed by Rational Bézier Curves

Abstract

The Bézier curve is a parametric curve format commonly used in computer graphics and related fields. Music
includes various mathematical structures, from the basic element to the most complex element, and music and
mathematics are two related disciplines in many respects. It is considered important in terms of coding and
analyzing music works in mathematical dimension, analysis of the works through computer aided software,
producing different approaches and interdisciplinary work opportunities. The aim of this study is to form a visual
model of Rational Bézier curves by means of mathematical coding of the voices that make up BWV 784 la minor
two-voice envansion of J.S. Bach's who is one of the most important composers of music art known as
mathematical genius. The sound levels and duration values of the right and left hand parties, which are composed
in polyphonic style, are mathematically coded. A visual model of the rational Bézier curves was formed by writing
a computer program using the data obtained in this way.

Keywords: Music and Mathematics, J.S. Bach, Mathematical Coding, Rasyonel Bézier Curve.

1. Giris

Glinlimiize kadar bir¢ok filozof, matematik ve miizik insan1 tarafindan bu iki disiplin arasindaki iligki
lizerine aragtirmalar yapilmig, miizigin matematiksel yapisi anlasilmaya calisilmustir. “Genellikle
diziler, araliklar, ritim, 6l¢ii, form, melodi, akorlar, oktav esdegerligi, doguskanlar, tin1, akustik, esit
aralikl1 ses sistemi ve akordun alternatif yontemleri vb gibi bazi miiziksel kavramlarin matematiksel
olarak izah1 yapilmistir” [18].

*Sorumlu yazar: gfiliz@uludag.edu.tr
Gelis Tarihi: 25.11.2019, Kabul Tarihi: 08.04.2020

671


mailto:gfiliz@

F. Yagci, R.E. Demirbatir, R. Ezentas / BEU Fen Bilimleri Dergisi 9 (2), 671-681, 2020

Miizik ile matematik pek ¢ok acidan birbiriyle iliskili iki disiplindir. Bu iki disiplin tizerine ilk akademik
calismalarm MO 6. yiizyilda Yunan filozof ve matematik¢i Pisagor ile basladig1 diisiiniilmektedir.
Pisagor’un seslerin frekanslar1 arasindaki cesitli sayisal oranlar1 kesfiyle ortaya koydugu sesler
arasindaki iligkilerin sistematik yapisi, miizik kuraminin temelini olusturmaktadir [16]. Bu da miizik,
gizli bir aritmetik alistirmadir diyen Leibniz’in hakliligin1 géstermektedir [14].

19. yiizy1lda matematik¢i J. Fourier tarafindan miizikal seslerin niteligi incelenmis, insandan ve
miizik aletinden ¢ikan seslerin matematiksel ifadelerle tanimlanabilecegini gostermistir. Cikan seslerin
bir siniis fonksiyonu ile ifade edilebilecegini ispatlanustir [14]. Piyano tuslar1 italyan matematikgi L.
Fibonacci’nin olusturdugu Fibonacci dizisi (1,1,2,3,5,8,13,21,34,...) ile miizik arasindaki baglantinin
gorsel agiklamasma olanak saglar [12]. “Fibonacci dizisinde ardisik iki saymmin orani yaklasik olarak
Q=1.61804 olarak hesaplanir ve bu degere Altin Oran denir. Altin Oran uyum ve giizellik 6lgiitii olarak
sanat ve estetigin vazgecilmez kriterlerinden biridir. Ayrica Mozart, Beethoven, Bach, Chopin, Bela
Bartok gibi birgok iinlii bestecinin eserlerinde Fibonacci Dizisi ve Altin Oran’1 kullandig1 varsayilmig
ve ispat edilmeye ¢aligilmistir. Ornegin Mozart Sonati’ndaki Nol.K.279, No02.K.280, No7.K.309,
N010.K.330, No015.K.545, No016.K.570 eserlerinde Altin Oran’1t kullandigi ispatlanmustir. Bunun
yaninda, Fibonacci dizisini bilingli olarak kullanan ve bunu belirten besteciler de bulunmaktadir” [13].
B. Taylor, titresimi temsil eden bir diferansiyel denklem ¢Oziimiiniin bir sinus egrisi oldugunu
bulmustur. D'Alembert ve L. Euler gibi matematikgiler titresim dizisini bir diferansiyel denklem olarak
ifade etmigler ve J. B. Fourier, titresim dalgalarini trigonometrik fonksiyonlar: kullanarak tanimlamistir
[6]. 1869’da, miizik teorisyeni A.V. Oettingen, 20. yiizyilin miizik diinyasinda, ¢igir a¢tig1 harmoniklik
teorisini kurmustur [14]. Mandelbrot, (1983) bir¢ok bilim dalinda kullanilan fraktal geometrisini
tanimlamigtir. Campbell (2004) ve Wright (2009) fraktal geometrisini miizikte ilk kullanmiglardir
[5,19].

Bilgisayar ile geometrik modelleme yontemlerinin kullanimi son yirmi yilda biiyiik bir hizla
ilerlemektedir. Bilgisayar destekli olarak yapilan tasarim, yapmin gorsel olarak sunulmasini, veri
hazirlanmasini, analiz yazilimlarimin kullamlmasindan sonra sonuglarin degerlendirilmesini ve
bilgisayar destekli iiretimde kullanilmasim saglar. Genel olarak iki boyutlu (2D) geometrik egri
modelleme ve ii¢ boyutlu (3D) geometrik yiizey modelleme, bilgisayar grafikleri, bilgisayar destekli
tasarim ve tiretim teknolojileri alanlarmin hizli bir sekilde gelismesinde temel etkenlerden biridir.

Bézier egrisi ilk olarak Paul de Casteljau (1959) tarafindan ileri siirtilmiistiir. Fransiz mithendis
Pierre Bézier (1974), tarafindan otomobillerin tasariminda kullanilmasiyla taninmistir. Bézier egrisi ile
yiizeylerin tasarimi ve programlanmasi daha kolay hale gelmistir. Bu tiir 6zelliklerinden dolay1 Bézier
egrisi, simdilerde vektor temelli ¢izim, font tasarimi, endiistriyel ve bilgisayar destekli tasarim, ve 3D
modelleme gibi bir ¢ok alanda kullanilmaktadir [10]. Battey (2004), perde-siirekli melodik
ekspresyonlar ve siislemelerin bezier spline modellemesini incelemistir. Bu g¢alismasinda stirekli
ekspresyon verilerinin Bezier egri modellemesi, ister analitik ister kompozisyon amagli olsun, perde-
siirekli melodik malzemelerin manipiile edilmesi ve islenmesi zorlugunun ele alinmasi i¢in uygun bir
ara¢ sagladigi sonucuna varmustir [1].

Johann Sebastian Bach (1685-1750) diinyaca tinlii Alman barok miizik bestecisi ve orgcusudur.
Envansiyon ‘bulus’ anlamina gelmektedir. Kisa bir form tiirii olarak envansiyon, kontrpuan bigiminin
Ozgiirce islenmesi ile bestelenir. Kontrpuan yontemiyle yazilan biiyiik fiig formunun hazirlayicisi olarak
tanimlanabilir. Her biri farkli yapida olan envansiyona taklitli yazi hakimdir. Envansiyon formunda
birden fazla motif, ara miiziklerle tonal iliskileri ve gecisleri kurar. [8]’de envansiyon, bir miizikal fikrin
veya motifin serbest kontrpuan kurallarina gore islenmesidir. Bu kisa form Bach’la doruga ulasmustir.
Polifonik tiiriin en sade ve gevsek dokudaki yazisi olan envansiyonda motifin islenmeye uygun yapida
ve tonaliteyi belirtecek niteliklere sahip olmasi gerekir. Motif, her ses partisinde tekrarlanir ve taklit
edilir. Motifle birlikte kontrpuntal bir eslik partisi vardir. Motifin bulunmadig1 yerlerde ara miizigi yer
alr.

“Bach’in 1723 yilinda, Kéthen yillarinda besteledigi iki ve ii¢ sesli envansiyonlar, ¢ogunlukla
egitime yoneliktir. Bu envansiyonlar, ‘Aufrichtige Anleitung’ (Dogru Yonlendirme) baslhigiyla 30 ayr
parcadan olusmaktadir. Parcalar, teknik becerinin gelisimi igin bestelenmigtir. Envansiyon kolay bir
bicim olarak goriinse de, aslinda gelecek zor eserlere hazirlik olarak tasarlanmistir. Bu parcalarin 15’1
iki sesli, 15’1 ise ii¢ seslidir. iki ve {i¢ sesli envansiyonlarda tonalite diizeni aynidir ve do majér-do minér;
re major-re mindr; mi bemol major- mi mindr; fa major-fa mindr; sol major-sol mindr; la major-la mindr;
si bemol major-si mindr dizilimiyle yazilmistir” [3]. “Eserler incelendiginde her birinin ¢ok farkli bir
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yapiya sahip oldugu goriiliir. Her parcada motiflerin, ara miiziklerin ve tonal iligkilerin olusturdugu
kurgu birbirinden farklidir. Envansiyon olgusu, ¢calma teknigindeki buluslarla sinirli kalmayip, sanki her
parcanin yapisal 6zelliklerinde de gizli gibidir” [6]. Cokseslilik (polifoni), kanonik yapi, birden fazla
siisleme ve motifin eszamanl yer almasi, bestecinin iislupsal 6zelligini ortaya koymaktadir.

Bilgisayarlar ile geometrik modelleme yontemlerinin kullanimi son yirmi yilda bilyiik bir hiz
ile ilerlemektedir. Birgok materyalin geometrik modelinin olusturulmasinda Bézier egri ve yiizey
modelleme yontemlerinin kullanildigi bilinmektedir [8]. Miizik eserlerinin matematiksel boyutta
kodlanip incelenmesi, bilgisayar destekli yazilimlar araciligiyla eserlerin analizlerinin yapilmasi, farkh
yaklagimlarin iretilmesi ve disiplinler arasi ¢aligma olanaklarinin saglanmasi bakimindan yararh
goriilmektedir. Bu anlamda soyut boyutta olan seslerin geometrik ortama aktarilarak somut hale
dontiistiiriilmesi, eserleri olusturan seslerin yiikseklik ve siire degerlerinin farkli kombinasyonlarda ele
aliarak yapisal analizlerinin gergeklestirilme ¢aligmalar yenilik¢i bir yaklagim olarak goriilmektedir.
Bu ¢aligmada, J.S. Bach’in piyano i¢in yazdigi BWV 784 la minér iki sesli envansiyonunu meydana
getiren seslerin matematiksel kodlama yoluyla Rasyonel Bézier egrileri kullanilarak gorsel modelinin
olusturulmasi ve bu modelle eserin sag ve sol partilerinin ses yiikseklik degerleri ile siire degerleri ve
kullanim sayilarina uyumlu grafigi ¢izilmesi amaglanmigtir.

2. Materyal ve Metot

Bu calismada secilen eserin nota ses yiikseklikleri ve nota ses siirelerinin matematiksel kodlari
kullanilarak Rasyonel Bézier egrileri tasarlama yontemi ile goérsel model olusturulmustur. Calisma
verileri eserin biitiiniinii olusturan sag ve sol el partilerinde yer alan seslerin yiikseklik ve siire
degerleriyle elde edilmistir. Bilgisayar grafiklerinin dnemli bir uygulamasi olan Bézier egrisi, poligonun
koseleri ile birebir iligkilidir. Poligonunda sadece ilk ve son koseleri egri lizerinde bulunur ve diger
koseler ise egrinin seklini ve derecesini tammmlamaktadir. Bézier egrisi acik veya kapali poligon olarak
tanimlanabilir. Burada poligonlarin kontrol noktalarindaki degisiklikler egrideki degisiklige neden
olmaktadir. Kullanici koselerin kullanimi sayesinde gorsel olarak ulasabilecegi sonuglar: 6nceden fark
edebilmektedir [8]. Sekil 1’de gosterildigi gibi, Bézier egrileri kontrol noktalarini igeren bir konveks
¢okgen icerisinde tanimli Bernstein polinomlarindan olusan parametrik bir egri ¢esididir. Tasarimda
kullanim kolaylig1 acisindan oldukga yaygin bir bigimde tercih edilen Bézier egrileri i¢inde bulunduklari
konveks c¢okgenin baslangi¢ ve bitis noktalarimin degistirilmesi ile egrinin genel olarak degisimini
saglamaktadir. Bu nedenle Bézier egrisinin u¢ noktalarindaki teget ve egrilik hesaplar1 geometrik agidan
onemlidir.

Bézier egrileri, girdi olarak kullamilan kontrol noktalar1 ve bir dizi polinom fonksiyonlariyla
tamimlanir. n. dereceden, nt1 adet B; Kontrol noktasina sahip bézier egrisinin parametrik denklemi;
Bernstein polinomlari olarak bilinen katsayilar [, ;(t) = (Tll) ti(1 — )™t olmak iizere,

P(t) = (X(®),Y(®)) = o BiJni(t), 0<t<1 1)
seklinde tanimlanir. Bézier egrisi tizerindeki herhangi bir noktanin koordinati,

x(t) = Yo Xi Jni(®) , ¥(&) = XiloyiJn,i(®) (2)

formiilleri ile hesaplanir [17].

p2%.

", ."1 “'-'*.,__ .'. ‘.3
P2s Py T
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Sekil 1. Bézier Egrilerine Ornekler
Rasyonel Bézier egrileri, konik kesitlerin incelenmesinde pratik kullanimi agisindan oldukga
avantajli bir egri tiretme teknigidir [8]. Sekil 2°de goriildiigii gibi hepsi birden sifir olmayan w; skaler
agirlikli n. dereceden Rasyonel Bézier egrisi

Yo Bi Ini(®)wi
P(t) = (x(@®),y(®) = er_ow—,n(:)v x

seklinde tanimlanur.

Sekil 2. Rasyonel Bézier egrisi

Bilgisayar destekli geometrik modelleme yontemleri vasitasiyla, egri veya yiizey olusturmak
icin matematiksel ifadeleri ve bunlarin uygulanmasi i¢in gerekli algoritmalar mevcuttur. Bilgisayar
destekli olarak yapilan tasarim bize tasarimin gorsel olarak sunulmasini, veri hazirlanmasini, analiz
yazilimlarmin kullanilmasindan sonra sonuclarin degerlendirilmesini saglamaktadir. Rasyonel Bézier
egrileri tasarlama yontemi oncelikle kontrol noktalar1 secilir. Ilk ve son kontrol noktasi, egrinin
baslangic ve bitis noktalarini, diger noktalar ise egrinin yapisini belirlemek icin kullanilir. Bu kontrol
noktalarinin olusturdugu poligonsal bolge konveks ¢okgen (Convex Hull) olarak isimlendirilir. Konveks
cokgenin bir kdsesinin konumu degistirildiginde egrinin tiimii degil sadece belli bir kismi degisir. Daha
sonra belirlenen kontrol noktalartyla Rasyonel Bézier egrilerinin parametrik denklemi bulunur.
Denklemi bulunan bu egrinin gorsel modeli bir programlama dili araciligiyla olusturulur [8].

Bach’in BWV 784, la mindr iki sesli envansiyonun temel motifi, iki vurus boyunca onaltilik
notalardan olusmaktadir. Ilk 6lciide goriilen A motifi ve iiciincii dlciiden itibaren motifin hareketleriyle
olusan B motifi hemen hemen eserin sonuna kadar duyulmaktadir. Arada olan diger kontrpuan partileri
figiir olusturarak temalar1 birbirine baglar. Bu envansiyonun her kesitinde motiflerin diizeni, sol el ve
sag el paylasimi agisindan bir diizen olusturur ve kendi igerisinde bir kurgu yaratir. Eser boyunca bu iki
parti, siirekli olarak islenir ve birbirini taklit eder [3].

Bu calismanin verileri, segilen miizik eserinin ses yiikseklik ve nota ses siire degerlerinin
kodlama tablolar1 yardimiyla matematiksel ortama aktarilmasiyla elde edilmistir. Eseri olusturan sesler
[-39,49] araliginda ve seslerin nota ¢alinma siire degerleri [1,32] araliginda tanimlanmistir. Eseri
olusturan seslerin kodlamalar1 sag ve sol el partileri i¢in ayr1 ayr1 yapilmis, SPSS istatistik programi
yardimiyla elde edilen verilerin ¢apraz tablolar1 olusturulmustur. Sag ve sol el partileri i¢in capraz
tablolar Tablo 1 ve Tablo 2’de verilmistir.
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Tablo 1. Eserin sag el partisinin ses yiikseklik ve siire degerlerinin ¢apraz tablosu

Sag el partisi ses Sag el partisi ses siire degerleri Toplam
yiikseklik degerleri 4 8 16 N %
-6 0 0 1 1 0,3
-4 0 1 0 1 0,3
-3 1 0 3 4 1,2
-1 0 0 2 2 0,6
0 3 6 13 22 6,6
1 0 0 7 7 2,1
3 0 1 4 5 1,5
4 0 0 2 2 0,6
5 0 4 17 21 6,3
6 0 2 6 8 2,4
7 0 0 5 5 1,5
8 0 3 9 12 3,6
9 0 3 7 10 3,0
10 0 4 26 30 9,0
12 0 3 32 35 10,6
13 0 8 33 41 12,4
14 0 0 2 2 0,6
15 0 3 34 37 11,2
16 0 0 4 4 1,2
17 0 9 24 33 10,0
18 0 1 12 13 3,9
19 0 2 5 7 2,1
20 0 5 10 15 4,5
21 0 0 1 1 0,3
22 0 1 5 6 1,8
23 0 0 1 1 0,3
24 0 1 2 3 0,9
25 0 1 1 2 0,6
Toplam 4 58 268 330 100

Tablo 1 incelendiginde eserin sag el partisine ait ses yiiksekliklerinin tanim aralhigi [-6,25] ve
toplam 29 adet ses kombinasyonu olusturularak toplam 330 nota kullanilmistir. Bu seslerin 268 tanesi
16’11k, 58 tanesi 8’lik ve 4 tanesi ise 4’luk notalardan olusmustur. En yiiksek sag el partisi ses ylikseklik
degerleri sirastyla 13, 15, 12 ve 17 ve buna karsilik gelen ses siirelerinin frekanslar1 41(%12,4),
37(%11,2), 35(%10,6) ve 33(%10,0) iken en diisiik sag el nota ses yiikseklikleri ise -6, -4, 21 ve 23 ve
buna karsilik gelen ses siirelerinin frekansi 1(%0,3) oldugu goriilmektedir. Sekil 3°de eserin ag el partisi
ses ylikseklik ve frekans dagilimi; Sekil 4°de ise sag el partisi ses yiikseklik ve siire degerlerinin dagilimi
verilmistir.

45 40
40 35
35
30
30
75 25 4
20 20 —38
15 15 —16
10
10
- > 5
-10 0 10 20 30 0
Sekil 3. Sag el partisi ses yiikseklik ve frekans Sekil 4. Sag el partisi ses yiikseklik ve ses siire
dagilimi degerlerinin dagilimi
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Sekil 3’de eserin sag el partisini olusturan seslerin yiikseklik ve frekans dagilimi goriilmektedir.
Eserin sag el partisinde kullanilan toplam 330 notanin ses skalasi [-6,25] araligindaki seslerden
olugsmakta iken kullanim siklig1 en yiikksek deger 41, en diisiik deger ise 1’dir. Sekil 4’de bir onceki
grafikte yer alan ses yiiksekliklerine gore ses siirelerinin dagilimi goriilmektedir. Eserin 16’lik ses siire
degerinin 268 defa, 8’lik ses siire degerinin 58 defa ve dortliik ses siire degerinin 4 defa kullanildigi
goriilmektedir. Bu durum eserin yogunlukla 16’lik siire degerini igeren seslerle islendigini
gostermektedir. Buna gore eserin 16’lik ses siire degerinin, ses yiikseklik degerleri 1 ile 34 ve 8’lik ses
stire degerinin, ses yiikseklik degerleri 1 ile 8 arasinda dagilirken, 4’liik ses siire degerinin, ses yilikseklik
degerleri O ile 3 arasinda yer almigtir.

Tablo 2. Eserin sol el partisinin ses ylikseklik ve siire degerlerinin ¢apraz tablosu

Sol el partisi ses Sag El Ses Siireleri Toplam
yiikseklik degerleri 4 8 16 N %

-22 0 2 0 2 0,7
-21 0 2 0 2 0,7
-20 0 4 0 4 1,4
-19 0 2 0 2 0,7
-17 0 1 3 4 1,4
-16 0 4 0 4 1,4
-15 0 7 2 10 3,6
-13 0 8 4 12 4,3
-12 0 7 5 12 4,3
-11 0 1 0 1 0,4
-10 0 5 5 10 3,6
-9 0 0 1 1 0,4
-8 0 10 13 23 8,2
-7 0 3 4 7 2,5
-6 0 3 5 8 2,9
-5 0 4 13 17 6,1
-4 0 8 2 10 3,6
-3 2 7 18 27 9,3
-2 0 2 0 2 0,7
-1 0 7 15 22 7,9
0 1 4 8 13 7,9
1 0 9 21 30 10,4
2 0 0 1 1 0,4
3 0 2 15 17 6,1
4 0 1 1 2 0,7
5 0 3 21 24 7,2
6 0 0 5 5 1,8
7 0 1 4 5 1,8
8 0 1 5 6 2,2
9 0 1 0 1 0,4
10 0 0 1 1 0,4
Toplam 3 109 172 285 100

Tablo 2’de eserin sol el partisini olusturan seslerin yiiksekliklerinin tanim araligi [-22,10] ve
toplam 33 adet ses kombinasyonu olusturularak toplam 285 nota kullanildigi goriilmektedir. Bu
notalarin 172 tanesi 16’lik, 109 tanesi 8’lik ve 3 tanesi ise 4’luk notalardan olusmustur. En yiiksek sol
el nota ses degerleri sirastyla 1, -3 ve -8 ve buna karsilik gelen ses siirelerinin frekanslar1 30(%10,4),
27(%9,3) ve 23(%8,2) iken; en diisiik sol el nota ses ylikseklikleri ise -9, 2, 9 ve 10 ve buna karsilik
gelen ses siirelerinin frekansi 1(%0,4) oldugu goriilmektedir. Eserin sol el partisi ses yiikseklik ve
frekans dagilimi Sekil 5°de ve sol el partisi ses ylikseklik ve ses siire degerlerinin dagilimi Sekil 6’da
verilmistir.
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35 25

A A
30
20
4
15
—238
1 10 — 16
5
-22201816141210-8-6-4-20 2 4 6 810 0
Sekil 5. Sol El Partisi Ses Yiikseklik ve Frekans Sekil 6. Sol El Partisi Ses Yiikseklik ve Ses Siire
dagilimi dagilim

Sekil 5’de eserin sol el partisini olugturan seslerin yiikseklik ve frekans dagilimi goriilmektedir.
Eserin sol el partisinde kullanilan toplam 285 notanin ses skalasi [-22,10] araligindaki seslerden
olugmakta iken kullanim siklig1 en yiiksek deger 21, en diisiik deger ise 1°dir. Sekil 6’da bir dnceki
grafikte yer alan ses yiiksekliklerine gore ses siirelerinin dagilimi goriilmektedir. Eserin 16’11k ses siire
degerinin 172 defa, 8’lik ses siire degerinin 109 defa ve dortliik ses siire degerinin 3 defa kullanildig:
goriilmektedir. Bu durum eserin yogunlukla 16’lik siire degerini igeren seslerle islendigini
gostermektedir. Buna gore eserin 16°lik ses siire degerinin, ses yiikseklik degerleri 0 ile 21 ve 8’lik ses
siire degerinin, ses yiikseklik degerleri 2 ile 10 arasinda dagilirken, 4’liik ses siire degerinin, ses
yiikseklik degerleri O ile 2 arasinda yer almistir.

3. Bulgular ve Tartisma

Bu caligmada bilgisayar destekli egri tasariminda kullamlan ve x(t) = Xiox; J,:(t), y(t) =
BikoyiIni(®) ve P() = (x(0),y(0)) = Tl
egri tasarlama yontemi kullanilmistir. Rasyonel Bézier egri denklemleri birer polinom fonksiyondur.
Rasyonel Bézier egri parametrik denkleminde x;, Envansiyonun ses yiikseklikleri, i ses degerleri ve
w;, ise frekans degerleri ile gosterilmistir. Segilen eserin sag ve sol partilerini temsil eden Rasyonel
Bézier egri denklemini ve grafiklerinin bulmak i¢in de genel amag¢li matematiksel problem ¢6ziim
yazilimlart i¢cinde matematiksel hesaplama, programlama, modelleme yazilimi olarak diinyaca en
giivenilen yazilimlardan biri olan Maple 13 kullanilmistir. Segilen eserin kodlamalarina gére Maple 13
icin olusturulan program asagida verilmistir.

Sag el partisinin maple programu;
> #Sag El
> kl:=Matrix([[-6,16],[-4,8],[-3,4],[-3,16],[-1,16],[0,4],[0,8],[0,161,[1,16],[3,8], [3,16], [4,16], [5,8], [5,16],
[6,8], [6,16], [7,16], [8,8].[8,16], [9,8],[9,16],[10,8],[10,16],[12,8],[12,16],[13,8],[13,16], [14,16], [15,8],
[15,16], [16,16], [17,8], [17,16], [18,8],[18,16],[19,8],[19,16], [20,8], [20,16],[21,16], [22,8], [22,16],[23,16],
[24,8], [24,16], [25,8], [25,16]]):
> wl:=Matrix([[1,1,1,3,2,3,6,13,7,1,4,2,4,17,2,6,5,3,9,3,7,4,26,3,32,8,33,2,3,34,4,9,24,1,12,2 5,5,10, 1,1, 5,
1,1,2,1,1])):
> m,n:=Dimension(k1):
> b:=m-1:x:=0:y:=0:binomx:=0:binomy:=0:
> for i from O to b do
> x:=x+W1[1,i+1]*binomial (b,i)*(t"i)*(1-t)N(b-i)*k1[i+1,1]:
> y:=y+wl1[1,i+1]*binomial (b,i)*(t"i)*(1-t)N(b-i)*k1[i+1,2]:
> binomx:=binomx+w1[1,i+1]*binomial(b,i)*(t"i)*(1-t)"(b-i):
> binomy:=binomy+w1[1,i+1]*binomial(b,i)*(t"i)*(1-t)"(b-i):
> end do:
> x1:=x/binomx:
> y1:=y/binomy:
> egril:=plot([x1(t),y1(t), t=0..1], color=green, thickness=1,scaling=CONSTRAINED):
> k1_poligon:=plot(k1,scaling=CONSTRAINED):
> display({egril,k1_poligon});

denklemi ile temsil edilen Rasyonel Bézier
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olup, bu programin ¢alistirilmasi ile elde edilen ve sag el partisini temsil eden Rasyonel Bézier egrisinin
parametrik denklemleri:

_a;(1— D* + at(1 —)*3 + azt?(1 — )*2+ ... +ast®¥ (1 —t) + agt*t

x(0) = b1 (1 —t)** + byt(1 — t)*3 + b3t?(1 — )42+ ... +by3t*3(1 — t) + byyt**

(1 —O)* + ct(1 — ) 4+ 32 (1 — )*2+ ... +cazt®3 (1 — t) + cgqt*?
d;(1—t)* +dyt(1 —)*3 +dst?(1 — )24 ... +d3t*3(1 — t) + dyut*t

y(t) =

seklinde bulunmus ve bu denklemlerin olusturdugu egrinin grafigi Sekil 7°de verilmistir. Burada
katsayilar biiyiik reel sayilardan olusmasi nedeniyle aq,a,, as,...,a43, Qa4, b1, b2, b3,...,ba3, Dys,
€1,C2,C3,++.,C43,Ca4,dq1,d5,d3,...,dss3 Ve dy, seklinde alfabetik olarak yazimi tercih edilmistir.

AENE

3 o 5 1'u ® % %
Sekil 7. Bach’m Iki Sesli Envasiyonunun Sag Partisinin Rasyonel Bézier Egrisinin Gorsel Modeli

Parametrik denklemleri 44. dereceden birer egrisinin grafigi Sekil 7’ de ¢izilmistir. Bu egrinin
x ekseni tamm aralig1 [-6,25] olan sag el nota yiikseklikleri, y ekseni ise sag el ses siireleri ile
kodlanmustir. Grafikte anlasildigi gibi eserde [-6,-1] araliginda kullanilan pes seslerin [1,25]
araliginda tiz seslere daha az kullanildig: tespit edilmistir. Bulunan Rasyonel Bézier egrisinin grafigi
araciligiyla sag partinin gorsel modelinin olusturulmustur.

Envansiyonun sol partisinin maple programi;
> #Sol El
> k2:=Matrix([[[-22,8],[-21,8],[-20,8],[-19,8],[-17,8],[-17,16],[-16,8],[-15,8],[-15,16],[-13,8], [-13,16], [-12,8], [-
12,16], [-11,8], [-10,8], [-10,16], [-9,16], [-8,8], [-8,16].[-7,8], [-7,16],[-6,8],[-6,16],[-5,8],[-5,16],[-4,8],[-4,16],[-
3,4], [-3,8],[-3,16], [-2,8], [-1,8],[-1,16], [0,4], [0,8], [0,16],[1,8],[1,16],[2,16].[3,8], [3,16], [4.8], [4,16],
[5,8],[5,16], [6,16], [7,8],[7,16],[8.8],[8,16],[9,8],[10,1611]):
> w2:=Matrix[2,2,4,2,1,3,4,7,2,8,4,7,5,1,5,5,1,10,13,3,4,3,5,4,13,8,2,2,7,18,2,7,15,1,4,8,9,21,1,2,15,1,1,3,21,5,1,
4,1,5,1,11]):
> m,n:=Dimension(k2):b2:=m-1:x:=0:y:=0:binomx:=0:binomy:=0:
> for i from 0 to b2 do
> x:=x+W2[1,i+1]*binomial (b2,i)*(t"i)*(1-t)N(b2-i)*k2[i+1,1]:
> y:=y+w2[1,i+1]*binomial (b2,i)*(t"i)*(1-t)N(b2-i)*k2[i+1,2]:
> binomx:=binomx+w2[1,i+1]*binomial (b2,i)*(t i) *(1-t)*(b2-i):
> binomy:=binomy+w2[1,i+1]*binomial (b2,i)*(t"i)*(1-t)*(b2-i):
> end do:
> x2:=x/binomx:
> y2:=y/binomy:
> egri2:=plot([x2(t),y2(t), t=0..1], color=green, thickness=1,scaling=CONSTRAINED):
> k2_poligon:=plot(k2,scaling=CONSTRAINED):
> display({egri2,k2_poligon}):

olup, bu programin ¢alistirilmasi ile elde edilen ve sag partiyi temsil eden Rasyonel Bézier egrisinin
parametrik denklemleri;
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a;(1—6)5 + a,t(1 — )50 + ast?(1 — )*+ ... +a5ot°°(1 — t) + as, t>?

t) =
x(t) by (1 —t)51 + byt(1 — )50 + b3t2(1 — )%+ ... +bsot>0(1 — t) + bg, t51

(1 —t)°r + pt(1 = £)°° + c3t2(1 — £)*9+ ... +c5ot>°(1 — ) + cgq 2

y(®) = d;(1—t)°1 +d,yt(1 — )30 + d3t?2(1 — )49+ ... +dsot>°(1 — t) + dg,t5?

seklinde bulunmus ve bu denklemlerin olusturdugu egrinin grafigi Sekil 8’de verilmistir. Burada
katsayilar oldukga biiyiik reel sayilardan olugsmasi nedeniyle a4, a,, as, ..., asg, @s1, b1, b2, b3, ..., bso,

bs1,C1,€2,C3,..+,C50,C51,d1,d2, d3, ..., dso Ve dsq seklinde alfabetik olarak yazimi tercih edilmistir.

_ .

20 15 10 5 0 5 10

Sekil 8. Bach’mn Iki Sesli Envasiyonunun Sag Partisinin Rasyonel Bézier Egrisinin Gorsel Modeli

Sekil 8’de parametrik denklemleri 51. dereceden birer polinom fonksiyon olan P(t) =
(x(t), y(t)) ile taniml1 Rasyonel Bézier egrisinin grafigi ¢izilmistir. Bu egrinin x ekseni tanim aralhig:
[-22,10] olan sol el nota yiikseklikleri, y ekseni ise sol el ses siireleri ile kodlanmustir. Bulunan Rasyonel
Bézier egrisinin grafigi araciligiyla eserin sag partisinin gorsel modeli olusturulmustur. Bu modelle de
eserin sag partisinin [1,10] araliginda kullanilan tiz seslerin [-22,-1] araliginda pes seslere daha az
kullanildig: tespit edilmistir.

Envansiyonun sag ve sol partilerinin maple programi;
> #Sag-Sol El
> k3:=Matrix([[-22,8],[-21,8],[-20,8],[-19,8],[-17,8],[-17,16],[-16,8],[-15,8],[-15,16],[-13,8], [-13,16], [-12,8], [-
12,16], [-11,8], [-10,8], [-10,16], [-9,16], [-8,8], [-8,161,[-7,8], [-7,16],[-6,8],[-6,16],[-5,8].[-5,16],[-4,8].[-4,16].[-
3,41, [-3,8],[-3,16], [-2,8], [-1,8],[-1,16], [0,4], [0,8], [0,16], [1,8],[1,16],[2,16],[3,8], [3,16], [4,8], [4,16],
[5,8],[5,16],[6,8], [6,16], [7.81,[7,16],[8,8].[8,16],[9,8],[9,16],[10,8],[10,16],[12,8],[12,16],[13,8],[13,16],
[14,16], [15,8], [15,16], [16,16], [17,8], [17,16], [18,8],[18,16],[19,8],[19,16], [20,8], [20,16],[21,16], [22,8],
[22,16],[23,16], [24,8], [24,16], [25,8], [25,16]]):
> w3:=Matrix([2,2,4,2,1,3,4,7,2,8,4,7,5,1,5,5,1,10,13,3,4,3,6,4,13,9,2,3,7,21,2,7,17,4,10,21,9,28,1,3,19,1,3,7,38,
2,11,1,9,4,14,4,7,4,27,3,32,8,33,2,3,34,4,9,24,1,12,2,5 5,10, 1,1, 5, 1,1,2,1,1]):
> m,n:=Dimension(k3):
> b:=m-1:x:=0:y:=0:binomx:=0:binomy:=0:
> for i from O to b do
> x:=x+W3[1,i+1]*binomial(b,i)*(t"i)*(1-t)(b-i)*k3[i+1,1]:
> y:=y+w3[1,i+1]*binomial (b,i)*(t"i)*(1-t)(b-i)*k3[i+1,2]:
> binomx:=binomx+w3[1,i+1]*binomial(b,i)*(t"i)*(1-t)"(b-i):
> binomy:=binomy+w3[1,i+1]*binomial (b,i)*(t"i)*(1-t)"(b-i):
> end do:
> x3:=x/binomx:
> y3:=y/binomy:
> egri3:=plot([x3(t),y3(t),t=0..1], color=blue, thickness=2,scaling=CONSTRAINED):
> k3_poligon:=plot(k3,scaling=CONSTRAINED):
> display({egri3,k3_poligon});
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olup, bu programin ¢alistirilmasi ile elde edilen ve tiim partileri temsil eden Rasyonel Bézier egrisinin
parametrik denklemleri;

a;(1—0)7" +a,t(1 —t)"7 + azt>(1 —t)"°+ ... +a;,t"77(1 —t) + a,gt”®
b1 (1 —1t)78 4+ byt(1 — )77 + b3t?(1 — t)76+ ... +b;7t77(1 — t) + b,gt"8

x(t) =

(=0 +t(1 =) + c5t?(1 = )%+ ... +cypt77 (1 = t) + Crgt7®
T di (1 =078 +d,t(1 —t)77 +dst2(1 — )76+ ... +d,t77 (1 — t) + d,gt78

y(t)

seklinde bulunmus ve bu denklemlerin olusturdugu egrinin grafigi Sekil 9’da verilmistir. Burada
katsayilar oldukga biiyiik reel sayilardan olugsmasi nedeniyle a4, a,, as, ..., as7, @sg, b1,b,, b3, ..., b7,

bsg,C1,C2,C3, ..+, C77,Cz8,dq,d5,d3, ..., d7; Ve dsg seklinde alfabetik olarak yazimi tercih edilmistir.

20 10 ° 10 2
Sekil 9. Bach’m Iki Sesli Envasiyonunun Sagve sol Partilerinin Rasyonel Bézier Egrisinin Gorsel Modeli

Sekil 9°da parametrik denklemleri 78. dereceden birer polinom fonksiyon olan P(t) =
(x(t), y(t)) ile taniml1 Rasyonel Bézier egrisinin grafigi gizilmistir. Bu egrinin x ekseni tanim arahig:
[-22,25] olan sol el nota yiikseklikleri, y ekseni ise sol el ses siireleri ile kodlanmustir. Bulunan Rasyonel
Bézier egrisinin grafigi araciligiyla eserin sol partisinin gorsel modeli olugturulmustur. Bu modelle de
eserin sol partisinin pes sesleri temsil eden [-22,-1] araliginda artarak seyreder iken tiz seslerin yer aldigi
[1,25] aralikta daha stabil oldugu tespit edilmistir.

4. Sonug¢

Matematik ve miizik, bilimin ve sanatin iki 6nemli disiplinidir. Bu iki disiplin antik devirlerden itibaren
karsilastirilmig ve iliskilendirilmistir. Matematigin i¢ disiplininde ve uyumunda estetik ve giizellik
vardir. Matematikte iglemler arasinda renkler, notalar ve sozcilikler gibi uyumlu bir diizen
bulunmaktadir. Problemin ya da teoremin ispatindaki orijinallik, sira disilik ve ¢6ziime ulasabilme deki
distinme sekli matematigin estetigidir. Matematigin estetigini rahatlikla fark edilebilecek bu ¢alismada
J.S. Bach’in piyano i¢in yazdigi BWV 784 la mindr iki sesli envansiyonunu meydana getiren seslerin
matematiksel kodlama yoluyla Rasyonel Bézier egrileri kullamlarak gorsel modeli olusturulmustur.
Rasyonel Bézier Egri parametrik denkleminde ses yiikseklikleri, ses degerleri ve frekans degerleri olarak
kullanilmis ve buna bagh miizik eserinin sag ve sol partilerini temsil eden polinom fonksiyonlarin
grafikleri ¢izilmistir. Bu polinomlarin grafikleri ile eserin gorsel modeli elde edilmistir. Cizilen bu
grafikler eserinin ses yiikseklikleri ile siire degerleri ve kullanim sayilarina gore eserin gorsel modelini
olusturmustur.

Yazarlarin Katkisi

Yazarlarin makaleye katkisi esittir.
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Cikar Catismas1 Beyam

Yazarlar arasinda herhangi bir ¢ikar ¢atigmasi bulunmamaktadir.

Arastirma ve Yayin Etigi Beyam

Yapilan ¢alismada, arastirma ve yayin etigine uyulmustur.
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