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Özet: Bu çalışmada, diferensiyellenebilir bir manifold üzerinde tanımlı fonksiyon, 
vektör alanı ve 1-form gibi temel tensör alanlarının double tanjant demet üzerine 
yükseltilmişleri elde edildi. 
 
Anahtar kelimeler: Sasaki-Riemann metriği, double tanjant demet, Levi-Civita 
koneksiyonu 
 

LIFTS ON DOUBLE TANGENT BUNDLE 
 

Abstract: In this paper, it is obtained  lifts from a differentiable manifold has  basic 
tensor fields ie function, vector field, 1-form to its double tangent bundles. 
 
Key words: Sasaki-Riemannian metric, the double tangent bundle, Levi-Civita 
connection 
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1. GİRİŞ 
 
SASAKİ (1958), diferensiyellenebilir bir manifold üzerindeki vektör alanı, 1-form, 
(2,0) tipindeki tensör alanlarının tam yükseltilmişlerini genişletilmiş tensörler olarak 
tanımladı ve manifold üzerinde tanımlı bu vektör alanı ve 1-formun tanjant demet 
üzerine dikey ve yatay yükseltilmişlerini bileşenler cinsinden verdi. DOMDROWSKİ 
(1962), TM’nin tanjant uzayından, M’nin tanjant uzayına türev dönüşümlerini 
kullanarak, TM’nin tanjant uzayını, dikey ve yatay alt uzayların direkt toplamı olacak 
şekilde tanımladı ve M’deki parelel vektör alanlarının genişletilmişlerinin yatay vektör 
alanları olduğunu gösterdi. OPROIU & PAPAGHIUC (1988), TM’yi geren baz vektör 
alanlarının Lie parantez operatörü altındaki değerlerini bulduktan sonra (TM, Cg ) 
(pseudo-)Riemann manifoldunun Levi-Civita koneksiyonu ve Riemann eğrilik 
tensörünü bileşenler cinsinden hesapladı. YANO & ISHIHARA (1970) da M 
manifoldunun tensör alanlarının cebrinden, TM’nin tensör alanlarının cebrine dikey, 
tam ve yatay yükseltmeleri tanımlayarak yapılan tüm çalışmaları özetledi ve genişletti. 
Manifold üzerindeki fonksiyon, vektör alanı ve 1-formun double tanjant demet üzerine 
dikey ve tam yükseltilmişleri ESİN & CİVELEK (1989) tarafından ele alındı. (2,0), 
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(1,1), (0,2) tipinden tensör alanlarının double tanjant demet üzerine dikey ve tam 
yükseltilmişlerini AYHAN (1997, 2006) inceledi. 
 
Bu çalışmada, ),( DgTM  Riemann manifoldu üzerinde Dg  Sasaki metriğine bağlı ∇~  
Levi-Civita koneksiyonu kullanılarak TM deki temel tensör alanlarının TTM ye yatay 
yükseltilmişleri tanımlandı. M manifoldu flat kabul edilerek, M manifoldu üzerindeki 
temel tensör alanlarının TTM’ye yükseltilmişleri elde edildi.     
 
2. TTM ÜZERİNDEKİ İNDİRGENMİŞ LOKAL KOORDİNAT SİSTEMİ 
 
M n-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold, TM onun tanjant demeti olmak üzere 

Mp∈  nin U açık komşuluğu üzerindeki haritaya bağlı olarak M için bir lokal koordinat 
sistemi },...,{)( 1 nxxx =  olsun. O zaman pZ pM =)(τ  eşitliğini sağlayan MTMM →:τ  

kanonik izdüşüm olmak üzere /1 )( UUM =−τ  TM deki })({1 pM
−τ  noktasının bir açık 

komşuluğudur. Böylece /UZ p ∈∀  noktası için, 
])[],...,[),(),...,(())(,( 11 n

pp
n

p xZxZpxpxZyx =                                                         (1)                         
şeklinde tanımlı (x,y) dönüşümü /U  üzerinde lokal bir harita olup )1;,( niyx ii ≤≤  
sistemi TM için indirgenmiş lokal koordinat sistemidir. 
Ayrıca ZAZTM =)(τ  eşitliğini sağlayan TMTTMTM →:τ  kanonik izdüşüm olmak üzere 

///1 )( UUTM =−τ , TTM deki })({1 ZTM
−τ  noktasının bir açık komşuluğudur. Böylece 

TTMUAZ ⊂∈∀ //  noktası için 
)1()),(),(),(),(())(,,,( niAtAzZypxAtzyx ZZZ ≤≤=                                                  (2) 

olur. (x,y,z,t) dönüşümünün lokal koordinat fonksiyonları 
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şeklinde tanımlı olup (x,y,z,t), //U  için bir haritadır. Böylece )1;,,,( nitzyx iiii ≤≤   sistemi 
TTM için indirgenmiş lokal koordinat sistemidir (CİVELEK 1988). 
TM nin tanjant demeti TTM, TM üzerinde dikey dağılım olarak adlandırılan 

*)( MÇekVTM τ=  integrallenebilen altvektör demetine sahiptir. TM üzerinde bir non-
lineer koneksiyon HTM dağılımı ile tanımlı olup VTM nin tamamlayıcısıdır. Bu 
dağılıma TM üzerinde yatay dağılım denir. Böylece  

HTMVTMTTM ⊕=                                                                             (4)                             
dir. Bu direkt toplam ayrışımına uyarlanmış TM deki lokal çatı }1;,{ niii ≤≤∂δ  dir. 
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VTM deki lokal çatıdır. Ayrıca }1;,{ nidxy ii ≤≤δ  lokal 1-formlarının sistemi, 
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i
kj

k
j

ij
j

iii yNdxNdyy Γ=+= ,δ                                                     (7) 
 olmak üzere }1;,{ niii ≤≤∂δ  çatısının lokal dual çatısıdır.  
TM nin tanjant uzayını geren lokal baz vektör alanlarının Lie parantez operatörü 
altındaki değerleri 

,],[ h
h

jil
l

ji Ry ∂=δδ                                                                               (8) 

,],[ h
h

jiji ∂Γ=∂δ                                                                                 (9) 
   0],[ =∂∂ ji                                                                                    (10) 

dır (OPROIU & PAPAGHIUC 1988). 
 
3. TM ÜZERİNDE Dg  SASAKİ METRİĞİNE BAĞLI ∇

~  LEVİ-CİVİTA 
KONEKSİYONU 
 
M manifoldu üzerinde ijg  bileşenlerine sahip g metrik tensörünün TM üzerinde 
diagonal yükseltilmişi 
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olup TM nin uyarlanmış lokal baz vektör alanları üzerinde aldığı değerler 
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şeklindedir. h
jiΓ , g Riemann metriğine bağlı Kristoffel sembolleri ve h

jilR , Riemann 
eğrilik tensörünün bileşenleri olmak üzere TM de Dg  Sasaki metriğine bağlı ∇~  Levi-
Civita koneksiyonunun bileşenler cinsinden ifadesi 
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dir. TM üzerindeki lokal baz 1-formların kovaryant türevleri de 
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dir (YANO & ISHIHARA 1970). 
 
4. M DEKİ TEMEL TENSÖR ALANLARININ TTM YE DİKEY VE TAM 
YÜKSELTİLMİŞLERİ 
 
M üzerinde tanımlı bir f fonksiyonunun, bir h

h

x
XX

∂

∂
=  vektör alanının ve bir i

i dxωω =  

1-formunun TM ye dikey ve tam yükseltilmişleri TM nin indirgenmiş ve uyarlanmış 
koordinatlarına göre lokal gösterimi sırasıyla; 
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şeklindedir (YANO & ISHIHARA 1970). 
 
Ayrıca aynı temel tensör alanlarının TTM ye dikey ve tam yükseltilmişleri de TTM nin 
indirgenmiş koordinatlarına göre sırasıyla; 
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şeklindedir (ESİN & CİVELEK 1989).  
 
5. M ÜZERİNDE TANIMLI BİR FONKSİYONUNUN TTM YE 
YÜKSELTİLMİŞLERİ 
 
Bu bölümde, önce, ∇~ , Dg  Sasaki Riemann metriğine bağlı Levi-Civita koneksiyonu 
olmak üzere TM üzerinde tanımlı ∞C  bir f

~  fonksiyonunun, TTM ye yatay 
yükseltilmişleri tanımlandı. Sonra M üzerindeki f  fonksiyonunun TTM ye VH, CH, 
HH yükseltilmişleri elde edildi. 
 
Tanım 5.1 f

~  TM üzerinde tanımlı ∞C  fonksiyon olmak üzere,  
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şeklinde tanımlanan Cf
~  fonksiyonuna, f

~  nın TTM ye tam yükseltilmişi denir (ESİN & 
CİVELEK 1989).  
 
Tanım 5.2 f

~  TM üzerinde tanımlı ∞C  fonksiyon ve ∇~ , Dg  Sasaki Riemann metriğine 
bağlı Levi-Civita koneksiyonu olmak üzere, 
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eşitliği ile tanımlı Hf
~  fonksiyonuna f
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f~  fonksiyonunun kovaryant diferensiyeli ve γ~  dönüşümü ise  
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şeklinde tanımlı  lineer bir dönüşümdür.  
 
Teorem 5.1 f

~  TM üzerinde tanımlı ∞C  fonksiyon ve ∇
~ , Dg  Sasaki Riemann 

metriğine bağlı Levi-Civita koneksiyonu olmak üzere, Hf
~  nin bileşenler cinsinden 
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elde edilir. 
(19), (20) ve (24) deki bağıntılar yardımıyla 
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bulunur. 
 
Teorem 5.2 M manifoldu üzerinde f , ∞C  fonksiyon, ∇ , Levi-Civita koneksiyonu ve 
f  in TM üzerine sırasıyla dikey, tam ve yatay yükseltilmişleri HCV fff  , , olmak üzere  
f  in TTM üzerine sırasıyla VH, CH, HH yükseltilmişleri, 
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İspat i) (25) eşitliğinde f
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bir X vektör alanı için 0=VV fX  bağıntısından (YANO & ISHIHARA 1970), 
 
olduğu görülür. 

0=VHf
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ii) (25) eşitliğinde f
~  yerine Cf  alınırsa 

h

C
h
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y
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∂
Γ= iz  olur. M deki herhangi bir X 

vektör alanı için VCV XffX )(=  bağıntısından (YANO & ISHIHARA 1970), 

h
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x
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elde edilir. 
iii) M manifoldu üzerinde f , ∞C  fonksiyon, ∇ , Levi-Civita koneksiyonu olmak üzere  
f  in yatay yükseltilmişi 0=Hf  olduğundan (YANO & ISHIHARA 1970), 

0=HHf  
olur. 
 
6. M ÜZERİNDE TANIMLI BİR VEKTÖR ALANININ TTM YE 
YÜKSELTİLMİŞLERİ 
 
Bu bölümde, ilk olarak, TM üzerinde uyarlanmış koordinatlara göre verilen  

i
in

i
i XXX ∂+= +~~~ δ  vektör alanının TTM nin indirgenmiş koordinatlarına göre TTM ye 

tam yükseltilmişi bulundu. Sonra M üzerindeki X  vektör alanının TTM ye TTM nin 
indirgenmiş koordinatlarına göre VC, CC, HC yükseltilmişleri elde edildi. İkinci olarak 
TTM üzerinde  X~~

~
γ∇  vektör alanı elde edildi. Sonra X~  nın yerine sırasıyla HCV XXX  , ,  

konularak TTM nin indirgenmiş koordinatlarına göre VXγ~
~
∇ , CXγ~

~
∇ , HXγ~

~
∇  vektör 

alanları bulundu. Son olarak M üzerindeki X  vektör alanının TTM ye TTM nin 
indirgenmiş koordinatlarına göre VH, CH, HH yükseltilmişleri elde edildi. 
 
Tanım 6.1 X~  TM üzerinde tanımlı ∞C  vektör alanı ve ∇

~ , Dg  Sasaki Riemann 
metriğine bağlı Levi-Civita koneksiyonu olmak üzere, 
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eşitliği ile tanımlı HX~  vektör alanına X~  vektör alanının TTM ye yatay yükseltilmişi 
denir.  
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İspat: i
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i XXX ∂+= +~~~ δ  vektör alanının tam yükseltilmişi 
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Teorem 6.2 M manifoldu üzerinde bir X   vektör alanı ve X  in TM ye dikey, tam ve 
yatay yükseltilmişleri sırasıyla VX , CX  ve HX  olmak üzere X  in TTM üzerine VC, 
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İspat: X   vektör alanının TM ye dikey, tam ve yatay yükseltilmişleri TM nin 
uyarlanmış koordinatlarına göre 
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lokal bileşenlerine sahiptir. Bu vektör alanlarının bileşenlerini (27) eşitliğinde TM deki 











+in
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X
XX ~
~

:~  vektör alanının bileşenlerinin yerine konulursa teoremin doğruluğu kolayca 

görülür. 
 
Teorem 6.3 (M,g) flat Riemann manifoldu ve ∇~ , TM üzerinde Dg  Sasaki metriğine 
bağlı Levi-Civita koneksiyonu olmak üzere, TM üzerinde uyarlanmış koordinatlara göre 
verilen  i

in
i

i XXX ∂+= +~~~ δ  vektör alanı için X~~
~
γ∇  vektör alanının TTM nin indirgenmiş 

koordinatlarına göre bileşenler cinsinden ifadesi 
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İspat: (M,g) Riemann manifoldu flat olduğu için, (13) ve (22) deki eşitlikler yardımıyla  
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elde edilir. 
 
Teorem 6.4 (M,g) flat Riemann manifoldu, ∇~ , TM üzerinde Dg  Sasaki metriğine bağlı 
Levi-Civita koneksiyonu, X   vektör alanının TM ye dikey, tam ve yatay 
yükseltilmişleri sırasıyla VX , CX  ve HX  olmak üzere VXγ~

~
∇ , CXγ~

~
∇ , HXγ~

~
∇   vektör 

alanlarının TTM nin indirgenmiş koordinatlarına göre bileşenler cinsinden ifadesi  
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İspat: X   vektör alanının TM ye dikey, tam ve yatay yükseltilmişleri TM nin 
uyarlanmış koordinatlarına göre 
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lokal bileşenlerine sahiptir. Bu vektör alanlarının bileşenlerini (28) eşitliğinde TM deki 
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:~  vektör alanının bileşenlerinin yerine konulursa teoremin doğruluğu kolayca 

görülür. 
 
Teorem 6.5 (M,g) flat Riemann manifoldu, ∇~ , TM üzerinde Dg  Sasaki metriğine bağlı 
Levi-Civita koneksiyonu, X   vektör alanının TM ye dikey, tam ve yatay 
yükseltilmişleri sırasıyla VX , CX  ve HX  olmak üzere VHX , CHX , HHX   vektör 
alanlarının TTM nin indirgenmiş koordinatlarına göre bileşenler cinsinden ifadesi 
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dır. 
 
İspat: Tanım 6.1 de verilen denklemde Teorem 6.2 ve Teorem 6.4 deki eşitliklerin 
kullanılmasıyla X   vektör alanının TM ye dikey, tam ve yatay yükseltilmişleri VX , CX  
ve HX  ın TTM ye yatay yükseltilmişleri VHX , CHX , HHX  , TTM nin indirgenmiş 
koordinatlarına göre, bileşenler cinsinden elde edilir. 
 
7. M ÜZERİNDE TANIMLI BİR 1-FORMUN TTM YE YÜKSELTİLMİŞLERİ  
 
Bu bölümde, ilk olarak, TM üzerinde uyarlanmış koordinatlara göre verilen  

i
in

i
i ydx δωωω ++= ~~~  1-formunun TTM nin indirgenmiş koordinatlarına göre TTM ye tam 

yükseltilmişi bulundu. Sonra M üzerindeki ω  1-formunun TTM ye TTM nin 
indirgenmiş koordinatlarına göre VC, CC, HC yükseltilmişleri elde edildi. İkinci olarak 
TTM üzerinde  ωγ

~~
~
∇  1-formu elde edildi. Sonra ω~  nın yerine sırasıyla HCV ωωω  , ,  

konularak TTM nin indirgenmiş koordinatlarına göre Vωγ~
~
∇ , Cωγ~

~
∇ , Hωγ~

~
∇  1-formları 

bulundu. Son olarak M üzerindeki ω  1-formunun TTM ye TTM nin indirgenmiş 
koordinatlarına göre VH, CH, HH yükseltilmişleri elde edildi. 
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Tanım 7.1 ω~  TM üzerinde tanımlı ∞C  1-form ve ∇~ , Dg  Sasaki Riemann metriğine 
bağlı Levi-Civita koneksiyonu olmak üzere, 

ωγωω ~~
~~~ ∇−= CH                                                          (29) 

eşitliği ile tanımlı Hω~  1-formuna ω~  1-formunun TTM ye yatay yükseltilmişi denir.  
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İspat: i

in
i

i ydx δωωω ++= ~~~  1-formunun tam yükseltilmişi 
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Teorem 7.2 M manifoldu üzerinde bir ω  1-formu ve ω  nın TM ye dikey, tam ve yatay 
yükseltilmişleri sırasıyla Vω , Cω  ve Hω  olmak üzere ω  nın TTM üzerine VC, CC ve 
HC yükseltilmişleri sırasıyla 
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İspat: ω  1-formunun TM ye dikey, tam ve yatay yükseltilmişleri TM nin uyarlanmış 
koordinatlarına göre 

( )0: i
V ωω , ( )iij

jC y ωωω ∇:  ve ( )i
H ωω 0:  
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lokal bileşenlerine sahiptir. Bu 1-formların bileşenlerini Teorem 7.2 de TM deki 
( )ini +ωωω ~~:~  1-formunun bileşenlerinin yerine konulursa teoremin doğruluğu kolayca 

görülür. 
 
Teorem 7.3 (M,g) flat Riemann manifoldu ve ∇~ , TM üzerinde Dg  Sasaki metriğine 
bağlı Levi-Civita koneksiyonu olmak üzere, TM üzerinde uyarlanmış koordinatlara göre 
verilen  i

in
i

i ydx δωωω ++= ~~~  1-formu için ωγ
~~

~
∇  1-formunun TTM nin indirgenmiş 

koordinatlarına göre bileşenler cinsinden ifadesi 
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İspat: (M,g) Riemann manifoldu flat olduğu için, (14) ve (22) deki eşitlikler yardımıyla  
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elde edilir. 
 
Teorem 7.4 (M,g) flat Riemann manifoldu, ∇~ , TM üzerinde Dg  Sasaki metriğine bağlı 
Levi-Civita koneksiyonu, ω   1-formunun TM ye dikey, tam ve yatay yükseltilmişleri 
sırasıyla Vω , Cω  ve Hω   olmak üzere Vωγ~

~
∇ , Cωγ~

~
∇ , Hωγ~

~
∇   1-formlarının TTM nin 

indirgenmiş koordinatlarına göre bileşenler cinsinden ifadesi  
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İspat: ω  1-formunun TM ye dikey, tam ve yatay yükseltilmişleri TM nin uyarlanmış 
koordinatlarına göre 

( )0: i
V ωω , ( )iij

jC y ωωω ∇:  ve ( )i
H ωω 0:  

lokal bileşenlerine sahiptir. Bu 1-formların bileşenlerini Teorem 7.4 de TM deki 
( )ini +ωωω ~~:~  1-formunun bileşenlerinin yerine konulursa teoremin doğruluğu kolayca 

görülür. 
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Teorem 7.5 (M,g) flat Riemann manifoldu, ∇~ , TM üzerinde Dg  Sasaki metriğine bağlı 
Levi-Civita koneksiyonu, ω   1-formunun TM ye dikey, tam ve yatay yükseltilmişleri 
sırasıyla Vω , Cω  ve Hω   olmak üzere VHω , CHω  , HHω   1-formlarının TTM nin 
indirgenmiş koordinatlarına göre bileşenler cinsinden ifadesi 
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dir. 
 
İspat: Tanım 7.1 de verilen denklemde Teorem 7.3 ve Teorem 7.5 deki eşitliklerin 
kullanılmasıyla, ω   1-formunun TM ye dikey, tam ve yatay yükseltilmişleri Vω , Cω  ve 

Hω  ın yatay yükseltilmişleri VHω , CHω  , HHω   1-formları, TTM nin indirgenmiş 
koordinatlarına göre bileşenler cinsinden elde edilir. 
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