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Ozet: Bu ¢alismada, lineer cebirsel denklem sistemlerinin ¢dziimii i¢in (KESKIN &
AYDIN 2007) de verilen iteratif boyut indirgeme metodunu (IDDM) kullanarak verilen
regiiler matrisin tersini bulan bir metod gelistirdik. Bu metod iizerine kurulan bir
algoritma ve Maple programi verdik. Ayrica bazi niimerik drnekler de verdik.

Anahtar sozciikler: lineer sistem, iteratif metot, ters matris.

CALCULATION INVERSE OF MATRIX WITH IDDM

Abstract: In this study, we have developed a method to calculate inverse of given
regular matrix with Iterative Decreasing Dimension Method (IDDM) that its given in
(KESKIN & AYDIN 2007) to solve the linear algebraic equations systems. We have
given a algorithm which is based on this method and Maple program. So we also have
given some numerical examples.
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1. GIRIS

A = (ay) matrisi n boyutlu regiiler matris olmak lizere,

AY=1, I-birim matris , Y= (Y;) (1)
olacak sekilde Y matrisinin varligi ve tekligi iyi bilinmektedir (MIRSKY 1955, GOLUB
& VAN LOAN 1989). I=1(1)n (I=1, 2, ..., n) i¢in ¥; ler ¥ matrisinin ve I; ler de /-
birim matrisinin siitun vektorleri olmak tizere,

AY=AW ... Y, |=[AY1 AY, ... AY, 1= L1 ... 1] (2)
seklinde yazabiliriz. (2) esitliginden
AY[:[[, l=1(l)n 5 Y/Z(Yﬂ),I[:([ﬂ),l‘:l(l)n (3)

lineer cebirsel denklem sistemlerini olusturabiliriz. (3) sistemlerinin Y; ¢6ziim
vektorleri, aranan Y matrisinin siitun vektorleridir. Y matrisi, regiiler 4 matrisinin ters
matrisidir (SHAMPINE vd. 1997).

(3) denklem sistemlerinin ¢dziimii i¢in (KESKIN & AYDIN 2007) de bir iteratif boyut
indirgeme metodu (IDDM) ve bu metod iizerine kurulmus bir algoritma (IDDA)



A. O. CIBIKDIiKEN, K. AYDIN

99

verilmistir. Bu c¢alismanin 2. boliimiinde; IDDM gelistirilerek regililer A matrisinin
tersini bulan bir metod, 3. béliimiinde; verilen metodun {izerine kurulan bir algoritma ve
bir Maple programi, 4. boliimde ise bazi drnekler verilmistir.

2. METOD

Bu béliimde, (KESKIN & AYDIN 2007) da verilmig olan IDDM metodunun bir dzeti
verilmistir. Ayrica bu ¢alismadaki semboller, (KESKIN & AYDIN 2007) de kullanilan
sembollere uygun olarak se¢ilmistir.

2.1. SEMBOLLER

k

40
Y,

k k
o

Pxq

iterasyon sayist (k= 1, 2, ..., n)
indirgenen katsay1 matrisinin boyutu
indirgenen katsay1 matrisi

indirgenen sistemlerin ¢oziim vektorleri
indirgenen sistemlerin sag taraf vektorleri

A™ matrisinin 1. satir vektdriinden olusan matris

Al(k) nin sifirdan farkli ilk elemani
A" matrisinin diger satir vektdrlerinden olusan

matris

sifir matrisi

birim matrisi

A® Yl(k /=0 sisteminin ¢6ziim uzaymin baz
vektorlerinden olusan matris

strastyla f 2 Il(k) nin 1.elemanindan olusan

vektorler

strastyla f ® T ,( *) nin diger elemanlarindan olusan
vektorler
AP Y® =y sisteminin bir 6zel ¢oziimii

AP ¥® =0 sisteminin ¢oziimii

k=1(1)n
m=n—k+1
m X m matris
m-vektor
m-vektor

1 x m matris

skaler

(m —1) x m matris

p X g matris

p x p kare matris

m x (m —1) matris

1-vektor

(m — 1)-vektor

m-vektor

m-vektor
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2.2. ITERATIF BOYUT INDIRGEME METODU (IDDM)

AX = f; A - nxn -regiiler matris, X , f- n-vektor

lineer cebirsel denklem sistemini ele alalim. £ = 1(1)n iterasyon sayisi, m=n—k +1
indirgenen katsay1 matrisinin boyutu, sirasiyla

A0 = .=
A;k—l)R(k-l) ke = 2(1)n D Aék—l)X(()k—l)

ile tanimlanan indirgenen katsay1 matrisi ve indirgenen sistemin sag taraf vektort,

A k=1

Q]

) T
Xé’”:(o o0l OJ

als

ile verilen bir 6zel ¢oziim,

(%)
N (m—
Ix(m~1) } s—=1

](m—l)x(m—l)

](s—l)x(s—l) 0(s—l)><(m—s)

(k) —
le(s_l) mes) |» S= 2(1)ym—1
O(m—s)x(s—l) I

1
—)x(m-1
(m—=1)x(m-1) , S

le(m—l)

(m—s)x(m—s)

olmak tizere verilen lineer denklem sisteminin ¢éziimii,

n_( i-l i1
X=xW0= RY | x® : RY) =
Bt g

o\ - I

ile verilmektedir (KESKIN & AYDIN 2007).

2.3. IDDM YARDIMIYLA TERS BULMA

A lell

c1=1(1)n

lineer cebirsel denklem sistemlerini ele alalim. Burada

Il = (Iil)a

seklinde tanimhidir. Simdi / =1 i¢in (4) sistemine IDDM yi uygulayalim:

i=1
i#l

1
i, [=1D)n; I;=
it |

RORD R(i—l)

[ =1 igin; (4) sistemini
AV =40 YO = [V=],
seklinde yeniden yazalim. (5) sistemini,

i=1(1)
AV YO =4O 40 = (am " ul = (Il(ln)

) 1
)j:l(l)n

@O y® —,O @O _(,M
A=, 4 _(a i=2(1)n ?

i

“4)

(5

(6)
(7
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olacak sekilde ikiye bolelim. (6) sisteminin bir 6zel ¢6ziimii

M I '
=10 .0 50 .0 8)
1s

olarak secilebilir. Burada als(l) (1<s<n), Al“) matrisinin sifirdan farkl ilk elemanidir.
(7) sisteminin homojen ¢oziimi
Y;g) — R(]) Yl(z) (9)

olarak bulunur. Burada Y”, Y; (i = 1(1)n, i #s) parametrik degiskenlerden olusan
(n—1) boyutlu vektor ve R" ¢éziim uzaymin baz vektérlerinden olusan

O]
rlx(n—l) s=1
I(n—l)x(n—l)
1(s71)><(s71) O(sfl)x(nfs)
[y O] —
R= 01><(s—1) Fix(n—s) §= 2(1)1’1 -1
O(n—s)x(s—l) I(n—s)x(n—s)
](nfl)x(nfl) s=n
0y
seklinde nx(n—1) matristir. Burada (), = r¥= (rl((lsﬂl) TR rl(n')) ;
rl(j” = —%, j=st1(l)n dir. (5) sisteminin genel ¢oziimii ise
1s
R S S A S (10)
olusan matristir. ¥" ¢6ziimii (7) de yerine yazar ve diizenlersek (n-1) boyutlu
A(2) Yl(2)211(2); A(2) — Aél)R(l), 11(2): vl(l)_Aél) Ylgl) (11)

yeni denklem sistemine ulasilir. (6)-(10) aras1 adimlar (11) sistemine uygulanirsa biri
digerini takip eden sistemler 4% =A% RED [0 = ED_ gDy ©g = o (1)n
olmak iizere
A® Yl(k)zll(k) (12)
seklinde elde edilir. £ = n olmas1 durumunda ortaya ¢ikan lineer denklem sisteminin
boyutunun 1 olacag aciktir. Bdylece k = n(-1)2 igin Y vektérlerini, ¥*™
vektorlerinde yerine koyarsak (5) sisteminin ¢ozimii
n i1
st e o B
i=1\_j=1
olarak bulunur. Buraya kadar olan kistm IDDM nin (5) sistemine adim adim

uygulanmasidir.
I =2()n i¢in; I = 1 durumunda bulunan R® ve AW matrisleri sag taraf vektorlerine

bagli olmadigindan
AY=1, 1=21)n (14)
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sistemlerinde (6)-(13) arasindaki hesaplamalardan sadece

(k)
Yﬁ’”:(o Lo

(k)
als

T
0 ... oj L I = D gDy D = o1y

vektorlerini hesaplamak yeterli olacaktir. Bu vektorler hesaplandiktan sonra (14)
sistemlerinin ¢6zliim vektorleri

n i-1
Y= y"= Z(HR(”JY,?, [=2(1)n

i=l \_j=l

seklinde elde edilir.

Simdi (KESKIN & AYDIN 2007) de verilen Teorem 1 in, A Y = I sistemine
genisgletilmis hali olan ve 4 matrisinin tersini veren teoremi verelim.

Teorem 1. A regiiler matris, /-birim matris olmak lizere 4 Y =17 sisteminin ¢éziimd,

i=1

n i—1
Y=A"=["\Y, ... Y,]; ¥ =Z[HR(-’)JY,§”, I=1(1)n
Jj=1

m o [RWR®  RGD . s
dir. Burada []R"’ :{ ; ’ l'>1 seklinde tanimlanmaktadir.
j-1 ;0=

Ispat. Ispat, KESKIN & AYDIN (2007)’deki Teorem 1 in ispatindan ve metodun
aciklamasindan aciktir.

3. ALGORITMA

Veri: A4 - regiiler matris.

Adim 1. n =boyut(4).

Adm?2. k=1n-1,m=n—k+1;4Y=4

A(k) =1 =
k k k (l)m k k l(l)m

A® 1 i Ji=2(ym
2

2.2. a%® bul. a¥ a/?'#0, j=1(1)milk eleman. s; =s al.

Is

2.3.Eger 1 <s<mise,
()

®) _ ( (k) () <k)) RS N VA
re= r1><(5+1) rl><(s+2) rlxm H ]/i_/‘ __a(k) s _S+1(1)m

1s

2.4.R® hesapla.
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(k)
I
Ix(m—-1) s=1
I(m—l)x(m—l)
I(Avfl)x(sfl) 0(s71)><(m7s)
k k
R® =21 04y Hns) s=2)m—-1

O(m—s)x(s—l) ](m—s)x(m—s)
[(mfl)x(mfl) ]

le(mfl)

2.5. 4% D= 4P R® hesapla.
Adm3./=1(1)n

o ) 1 i=Il
3.1.[1 :I[,I]:(Iﬂ),lzl(l)n;I,']: 0 i;tl

32.k=1(n-1,m=n—k+1,s=s;

3.2.1. 10 = ( J u®= (1), v = (1) oy

. 7% T
322 YP= L

(k)
als

3 2 3 ] (k+1) (k) (k)Y(k)

33.k=n; A" —(af;”), " Z(IFI”))

I(Vl)
(n) _ 11
33.1. 1 ( fi”j

34. Y= i(ﬁR(])JYIéi)
i=1 \_ =l

Cikti:
Y=A"=["1Y...Y,]

1 2 0
Ornek 1. A=| 0 1 4| matrisinin tersini bulalim.
-1 0 6
1 20
Veri: A= 0 1 4
-1 0 6

Adim 1. n =boyut(4) =3
Adm2. k=1,m=3,4Y=4

21 ol 1 4
s=s;=1= r0 =[-2 o],Rm{0 . },Am{ }

1 2 6
k=2, m=2
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s=sn=1= =[], R =[-4 1, 47=[-2]
Adm3.I=1= I"=[l 0 o]

k=1,m=3,s=s,=1= Y"=[1 0 o], ,”=[0 1],

k=2,m=2s=s,=1= ¥"=[0 o, 17=[1],

k=3,m=1= Y=[-05]

3 i-1
Y1=Z[HRU>JK§>=[—3 2 -05]

i=1\_j=1

1=2= I1"=[0 1 o]

k=1,m=3,s=s;=1= YP=[0 o o, =1 of,
k=2,m=2s=s,=1= v2?=[ o], ,”=[-2],

k=3,m=3= v9=1l]
3 i-1
Y2=Z[HRU)]Y;Q=[6 -3 1
i=1 \_ j=1
1=3=1"=[0 0 1]
k=1,m=3,s=s;=1= YP=[0 0 o], ,”=[0 1],
k=2,m=2s=s,=1= YP=[0 0 o], ,”=[1],
k=3 = Y9=[-05]
3 i—-1
Y3=Z[ RV 0=[-4 2 -05]

i=1\_j=1

-3 6 -4
Cikti: Y= A"=| 2 -3 2
-05 1 -05
4. MAPLE PROGRAMI

> restart:

> with(LinearAlgebra, SubMatrix, SubVector, MatrixMatrixMultiply,
MatrixVectorMultiply, RowDimension);

> with(linalg, blockmatrix);

> tersbul:= proc(A::Matrix)

#IDDM Yardimiyla Ters Matris Hesaplama ig¢in Maple Procedure
global B, Al, A2, YO0, r, Bl1, B2, B3, B4, B5, B6, Hl, H2, R, RR, S, Y, C, e, d,

c, s, u, v;
local n, j, m, k, z, i, 1;

n := RowDimension (A); B[1l] := A;

printf ("A[1]="); print(B[1]);

for k from 1 to n-1 do m := n-k+1;

Al[k]:= SubMatrix(B[k], 1..1, 1..m); A2[k]:= SubMatrix(B[k], 2..m, 1..m);

#Al Matrisinde 0 dan Farkli Ilk Elemanin Yeri Bulunuyor
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for z from 1 to m do
if A1[k][1, z] <> 0 then c[k]:= z; break; end if:
end do:

#r Vektorid Olusturuluyor
s:= c[k]; r[k]:= Matrix(l, 1 .. m-s);
for z from 1 to m-s do r[k][1l, z]l:= -B[k][1l, s+z]/B[k][1l, s]; end do:

#R[k] Matrisi Olusturuluyor
Hl:= Matrix(m-1, m-1, shape = identity
Bl:

); H2:= Matrix(l, m-1, 0);
Matrix(s-1, s-1, shape = identity); B2:= Matrix(s-1, m-s, 0);
B3:= Matrix (1, s-1, 0); B4:= r[k]; B5:= Matrix(m-s, s-1, 0);
B6:= Matrix (m-s, m-s, shape = identity);

if s = 1 then R[k]:= convert (blockmatrix (2, 1, [r[k], H1]), Matrix); end

if:
if s = m then R[k]:= convert (blockmatrix (2, 1, [H1l, H2]), Matrix); end if:
if s >> 2 and s <= m-1 then
]:= convert (blockmatrix (3, 2, [B1, B2, B3, B4, B5, B6]), Matrix); end
if:
Bl[k+1l]:= MatrixMatrixMultiply (A2[k], R[k]);
printf ("R[%d]=", k);
print (R[k]);
printf ("A[%d]=", k+1);
print (B[k+1]);
end do:
for 1 from 1 to n do
e[l]:= Vector(l .. n);
for i from 1 to n do
if 1 = 1 then e[l][i]:= 1; else e[l][i]:= 0; end if:
end do:
dfl][1l]):= ell];
for k from 1 to n-1 do m:= n-k+1; s:= cl[k];
ull][k]:= SubVector (d[1l][k], 1); vI[1l][k]:= SubVector(d[1l][k], 2 .. m);
YO[1l][k]:= Vector(l .. m);
for z from 1 to m do YO[1l][k][z]:= 0; end do: YO[1l][k][s]:=
ull] [k][1]1/AL[k][1, s];
d[l] [k+1]:= vI[l][k]-MatrixVectorMultiply (A2[k], YO[1l][k]);
end do:
YO0[1l][n]:= d[1][n]/B[n][1, 11;

#Y GCoézumleri Hesaplaniyor
RR[0]:= Matrix(n, n, shape = identity); Y[1l] := YO[1l][1];
for i to n-1 do
RR[1]:= R[1];
RR[i]:= MatrixMatrixMultiply(RR[1-1], RR[i]);
S[i]:= MatrixVectorMultiply (RR[i], YO[1l][i+1]); Y[1l]:= Y[1]+S[i];
printf("Y[%d]l=", 1);
print (Y[1]);
end do:
end do:

#Ters Matris Olusturuluyor

C:= Y[1];

for j from 2 to n do C := convert (blockmatrix(l, 2, [C, Y[]J]], Matrix)); end
do:

end proc:

> A:= Matrix([[1,2,0],[0,1,4],[-1,0,61]);

1 20
A=/0 1 4
1 0 6

> Y:= tersbul (A);
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1 2 0 2 0 U4
Alll=0 1 4|, R[1]=|1 0]; A[z]{2 6}, R[z]—m, A[3]1=12]
10 6 0 1
e o ) )
2 6 2 2
Y[1]= , Y[2]=|3]|, Y[3]= , Y=
1 1 1 1
2] 12 ] 12 2]
>A=Matrx [ 1,2 O 3 2111110]1[_316IOI1]I[OI2I 3I4]])I
1 2 0 3
210
36 0 1
02 3 4
> Y:= tersbul (A);
1 20 3 2 0 3 106
5 1 6 5 5
All]= 2 1 1o R[l]—l 0 0 A[2]=/12 0 10|, R[2]=
136 0 1 o1 of B ’ _10
2 3 4
0 2 3 4 0 0 1 0
1222 11
5 5 6
A[3]= RBI=| |5 AT41= {47}
178 1 °
5 5
o 24] z (8] 19 24 7 8]
94 47 94 47 04 47 94 47
3 15 11 5 3015 11 5
47 47 47 47 |. 47 47 47 47
Yl=|  Pyp=| | YRI=] P Y[El=] Y=
16 14 4 u 16 14 115
47 47 47 47 47 47 47 47
21 18 17 6 21 18 17 6
| 94 | 1 47 | 1 94 | 147 | 0L94 47 94 47 |
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