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Fibonacci Sayilarinda Gizli Uggensel Sayilar

ANTALYA

Hidden Triangle Numbers in Fibonacci Numbers iL MILLI EGITIM MUDURLUGU
OZET
Bu aragtirmada, “{1, 2, 3, 4, 5, ..., n} kiimesinin herhangi iki ardisik tam say1 icermeyen kag¢ alt kiimesi

"

vardir?” probleminden yola gikilarak Fibonacci Sayilarinda gizli olan Uggensel Sayilar kesfedilmistir. “n.
Fibonacci Sayisini olusturan Uggensel Sayilarin diizeni nasildir?” problemine cevap aranmistir. {1, 2, 3,
4,5, ..., n} kiimesinin eleman sayis1 sifirdan baslatilarak n = 12’ye kadar incelenmistir. Ardisik herhangi
iki elemana sahip olmayan tiim alt kiimeler sistematik olarak diizenlenerek ¢izelgeler olusturulmustur.
n. Fibonacci Sayisini olusturan Uggensel Sayilarin diizeni gésterilmis ve Tiimevarim Yontemiyle ispat
edilmistir. Sonug olarak Fibonacci Sayilarinin Uggensel Sayilarin toplami seklinde yazilabildigi ve bu
yazimda Uggensel Sayilarin katsayilarinin da yine Fibonacci Sayilarindan olustugu gérilmiistiir.

Anahtar Sézciikler: Fibonacci sayilari, Uggensel sayilar, Alt kiime.

ABSTRACT

In this research, “How many subsets of set {1, 2, 3, 4, 5, ..., n} have no two consecutive integers?”
based on the problem, the Triangular Numbers hidden in the Fibonacci Numbers were discovered. The
answer to the problem was sought “How should we write Triangular Numbers to compose n. Fibonacci?”.
The number of elements of: {1, 2, 3, 4, 5, ..., n} set is examined from n = 0 to n = 12. All subsets that do
not have two consecutive elements are arranged systematically and charts are created. n. The order of the
Triangular Numbers forming the Fibonacci Number is shown and proved by the Inductive Method. As a
result, it has been observed that Fibonacci Numbers can be written as the sum of the Triangular Numbers,
and in this article, the coefficients of the Triangular Numbers are also composed of Fibonacci Numbers.

Keywords: Fibonacci numbers, Triangular numbers, Subset.

*Bu ¢aligma, TUBITAK 50. Lise Ogrencileri Arastirma Projeleri Yarismasi Samsun Bolge Sergisinde sunulmustur (2019).
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1. GiRi$
1.1. Fibonacci Sayi Dizisi

Fibonacci dizisi, her sayinin kendinden hemen
onceki iki sayinin toplanmasi sonucu olusan bir
say1 dizisidir. Bu durumda, genel olarak n’inci
Fibonacci Sayist F| su sekilde ifade edilir:

F,=F_ +F_, n>3

n

Buna gore Fibonacci Sayilarinin ilk birkag tanesi
soyle siralanacaktir: 1,1, 2,3,5,8,13, 21, 34, 55,
89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181, ...
(Sertoz 1997).

1.2. Ucgensel Sayilar

Bir Uggensel Sayi, 1’den n’ye kadar olan n

dogal sayinin toplamidir. Bu sayilara {i¢gensel
denmesinin sebebi, bir tiggen seklinde dizilebilecek
esit capli toplarin sayilarina karsilik gelmeleridir.

n. Uggensel Sayinin formiilii sdyledir:

n(n+1)

U =) k=1+2+43+._.+(@n-1)+n=

k=1

ilk 20 Uggensel Say1 sunlardir: 1, 3, 6, 10, 15, 21,
28, 36, 45, 55, 66, 78, 91, 105, 120, 136, 153, 171,
190 ve 210 (Wells 1997).

Bu arastirmada, “{1, 2,3, 4,5, ..., n} kiimesinin
herhangi iki ardisik tam sayi igermeyen kag alt
kiimesi vardir?” probleminden yola c¢ikilarak
Fibonacci Sayilarinda gizli olan Uggensel Sayilar
kesfedilmistir. Boylece Fibonacci Sayilar: igin yeni

bir esitlik olusturulmustur.

2006
olan

2018
tim c¢aligmalar

kadar
incelendiginde

yilindan yilina

yapilmis
Fibonacci,
Uggensel Sayilar ve alt kiime iizerine yapilmis baz1
calismalara ulasilmistir. Fibonacci Sayilari ile ilgili
bir dizi ¢alisma yapilmistir (Uzun ve Kelestemur
2012, Kosar 2013). Bunlardan 2009 yilinda yapilmisg
olan “Fibonacci Agac1” isimli bir c¢alismada,
herhangi bir kiimenin ardisik elemanlarinin birlikte
bulunmadig: alt kiime sayis1 tizerine galisilmis ve
¢oztiim ic¢in Fibonacci Say1 Dizisine ulasilmistir.
Buradan hareketle bazi formiiller bulunmus ve
Fibonacci Sayilar1i kombinasyonlar toplami seklinde
ifade edilmistir (Ozer ve Unlii 2009). Bulut (2017) un
yaptig1 baska bir calismada da benzer sonuglar
elde edilmis: Pascal Uggeninden faydalanilarak
Fibonacci Dizisinin n. elemanini dogrudan bulabilen
bir formiil Onerilmistir. Alt kiime sayilariyla
ilgili 2015 yilinda yapilan “Alt Kiimelerin Uretici
ardisik

elemanlari

Fonksiyonlar1” isimli bir g¢alismada,

elemanlar bulunduran bir kiimenin

arasindaki fark 2’den biiyiik, 3“ten biiytik ve k’den
biiyiik olan durumlar incelenmigtir. Buna bagh
olarak da en az iki ardisik elemani arasindaki
fark k olan r elemanli alt kiimelerinin sayisini
tretici fonksiyonlar

yardimi ile bulunmustur.

Sonugta alt kiime sayilar1 kombinasyonlardan
yararlanarak hesaplanmigtir (Takkin ve Korkmaz
2015). Ayrica, alt kiime elemanlarinin toplamini
Pascal Uggeninden bulma iizerine bagka bir calisma
yapilmigtir (Tasgin ve Tasgin 2016). 2017 yilinda
yapilmig olan bir ¢alismada ise parabol serilerinden
Ucggensel Sayilara ulasilmistir (Aksoy ve Sari
2017). Tim arastirmalarimiz sonucunda, Fibonacci
Sayilarinin Uggensel Sayilar cinsinden ifadesine

ulagilamamistir.

Calismamizda ise {1, 2, 3, 4, 5, ..., n} seklindeki
bir kiimenin herhangi iki ardisik say1 icermeyen alt
kiime sayilar1 incelenirken ardisik sayi toplamlar:
fark edilmis ve Fibonacci Sayilari, Uggensel Sayilar
cinsinden gosterilmistir.

1.3. Amag

Bu c¢aligmada, “{1,2,3,4,5,..,n} kimesinin
herhangi iki ardisik tam say:i icermeyen kag alt
kiimesi vardir?” probleminden yola c¢ikilarak bir
Fibonacci Sayisinda gizli olan Uggensel Sayilari

kesfetmek amacglanmistir. Alt problemler ise:

1. {1,2,3,4,5,...,n} kimesinin herhangi iki
ardisik tam say1 igermeyen kag¢ alt kiimesi
vardir?

2. n.
Sayilarin diizeni nasildir? seklindedir.

Fibonacci Sayisini olusturan Uggensel

2, MATERYAL VE METOT

A={1,2,3,4,5, ..., n}
kiimesinin

kiimesinin bir alt

eleman sayist sifirdan baglatilarak
n = 12’ye kadar incelenmistir. Ardisik herhangi iki

elemana sahip olmayan tiim alt kiitmeler sistematik

olarak yazilarak, alt kiime sayilar1 c¢izelgeler
halinde diizenlenmistir.
Ozer ve Unli (2009) ile Bulut’un (2017)

aragtirmalarindaki gibi ardisik herhangi iki eleman
bulundurmayan toplam alt kiime sayisinin bir
Fibonacci Sayist oldugu goriilmiistiir. Cizelgeler
olusturulurken ¢6ziimi olusturan alt kimeler
eleman sayilarina gore diizenlenmigtir. Yani sifir
elemanl: alt kiimeler, 1 elemanli, 2 elemanl:, ...vb.
alt kiimeler ayri ayri siitunlara yerlestirilmigtir.
Bu sttunlar kendi ig¢lerinde olusturulurken de;
icinde say1 degeri olarak en kiig¢iik “1” elemanini
bulunduran, “2” elemanini bulunduran geklinde
satirlar halinde diizenlenince Uggensel Sayilarin
varligi fark edilmistir. Oyleyse toplam sayi olan
Fibonacci Uggensel cinsinden

Sayisi, Sayilar
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yazilabilmelidir. Herhangi ardisik iki eleman
bulundurmayan toplam alt kiime sayisint olugturan
Uggensel

Fibonacci

Sayilarin adetleri hesaplanarak ilgili

Sayisina esitligi gosterilmistir. n.
Fibonacci Sayisini olusturan Ucgensel Sayilarin
diizeni gosterilmis ve Tiimevarim Yontemiyle ispat

edilmisgtir.

3. BULGULAR

Sifir elemanl:t bir A ={} kimesi i¢in ardisik
eleman icermeyen alt kiimeler ve alt kiime sayilar:
Cizelge 1’de gosterilmistir.

Sifir elemanli bir kiimenin alt kimesi de bos
kiimedir, alt kiime sayist da her daim 1 olacaktir.
Bundan sonraki incelemede alt kiime olarak bos
kiimeyi ifade eden 1 sayis1 toplam alt kiime say1isina
eklenecektir.

Bir elemanl: bir A = {1} kiimesi i¢in n = 1 olup
Cizelge 2’de alt kiimeler gosterilmistir.

Bir elemanli alt kiime say1s1 da her daim kiimenin
eleman sayisina esit olacagindan, daima n’dir.
Cizelge 2'ye gore ardisik herhangi iki eleman
icermeyen toplam alt kiime say1s1: 2 =1+ 1 =1+ n

olmaktadir.

ki elemanl: bir A = {1, 2} kiimesi icin n = 2 olup
Cizelge 3’te alt kiimeler gosterilmistir.

Ardisik herhangi eleman igcermeyen toplam alt
kiime say1s1: 3 =1 + 2 = 1 4 n’dir.

iki elemanl: bir kimenin alt kiimelerinden

kendisi, ardisik iki eleman igerdiginden dolay:

¢6zlim cizelgesine alinmamistir.

Bundan sonraki incelemede bos kiime ve bir
elemanli alt kiime sayilart toplamini ifade eden
1 + n sayisi, toplam alt kiime sayisina eklenecektir.
Alt kiime sayilarinin Uggensel Sayilar ile iliskisi dig
elemanli bir kiimenin alt kiimelerinde ilk defa fark
edilecektir.

Uc elemanli bir A = {1, 2, 3} kiimesi icin n = 3
olup Cizelge 4’de alt kiimeler gosterilmistir.

Ardisik herhangi eleman igcermeyen toplam alt
kiime say1s1: 5 =1+ 3+ 1 =1+ n + U,/ dir.

Dort elemanlt bir A = {1, 2, 3,4} kiimesi igin
n = 4 olup Cizelge 5'te alt kiimeler gosterilmistir.

Ardisik herhangi iki eleman icermeyen toplam
alt kiime say1s1: 8 =1+ 4 + 3 =1 + n + U, dir.

iki elemanli alt kiimeleri inceledigimizde iginde
say1 degeri olarak en kiigiik “1” eleman: olan 2
alt kiime; i¢cinde en kiicik “2” elemani olan 1 alt
kiime oldugu goriiliir. 2 + 1 = 3 = U,/dir. Bu ardigik

diizen cizelgelerde devam etmektedir.

Bes elemanli bir A = {1, 2, 3,4, 5} kiimesi i¢gin
n = 5 olup Cizelge 6’da alt kiimeler gosterilmistir.

Cizelge 1. Sifir elemanli kiimenin alt kiimeleri ve toplam alt kiime
sayilari

Alt kiimelerin eleman sayisi 0
Ardisik eleman icermeyen alt kiimeler {}
Alt kiime sayilari 1

Ucgensel Sayilarla iligkisi -

Cizelge 2. Bir elemanli kiimenin alt kiimeleri ve toplam sayilari

Alt kiimelerin eleman sayisi 0 1
Ardisik eleman icermeyen alt kiimeler {} {1}
Alt kiime sayilari 1 1

Ucgensel Sayilarla iligkisi - -

Alt kimelerin eleman sayisi 0 1
{r {1
Ardisik eleman icermeyen alt kiimeler
{2}
Alt kiime sayilari 1 2

Ucgensel Sayilarla iligkisi - -

Cizelge 4. Uc elemanli kiimenin alt kiimeleri, adetleri ve Ucgensel

Sayilarla iliskisi

Alt kiimelerin eleman sayisi 0 1 2
{tr {1y {13}
Ardisik eleman icermeyen alt kiimeler {2}
{3}
Alt kiime sayilari 1 3 1
Uggensel Sayilarla iligkisi - - U,

Cizelge 5. Dort elemanl kiimenin alt kiimeleri, adetleri ve Ucgensel

Sayilarla iliskisi

Alt kimelerin eleman sayisi 0 1 2
£ {1 {13y {14}

{2r {24}

Ardisik eleman icermeyen alt kiimeler —_——
{3}
{4}

Alt kiime sayilari 1 4

Ucgensel Sayilarla iligkisi - - U

Cizelge 6. Bes elemanli kiimenin alt kiimeleri, adetleri ve Ucgensel

Sayilarla iliskisi

Alt kiimelerin eleman sayisi 0 1 2 3
£ {1 {13) {14}, {150 {135}
{2p {24} {25}
Il/:\(r](;irl]gel::fleman icermeyen alt 31 {35}
{4}
{5}
Alt kiime sayilari 1 5 6 1
Uggensel Sayilarla iligkisi - - U, U,
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Ardisik herhangi eleman igermeyen toplam alt kiime sayis1: 13
=1+5+6+1=1+n+0U,+ 0/ dir.
ki elemanli alt kiimelerin 3 + 2 + 1 seklinde devam ettigi goriilmektedir.

Alt1 elemanli bir A = {1, 2, 3,4, 5, 6} kiimesi igin n = 6 olup Cizelge 7’de alt kiimeler gosterilmisgtir.

Cizelge 7. Alti elemanli kiimenin alt kiimeleri, adetleri ve Ucgensel Sayilarla iliskisi

Alt kiimelerin eleman sayisi 0 1 2 3

{3y {13} {14}, {15}, {16} {1.3,5}, {1.3.6}

{1,4,6}

{2} {24}, {2,5}, {2,6} {2,4,6}
Ardisik eleman icermeyen alt kiimeler (3} {35} {36}

{4y {46}

{5}

{6}
Alt kiime sayilar 1 6 10 3+1
Ucgensel Sayilarla iligkisi - - U, U,+ 0,

Ardisik herhangi eleman icermeyen toplam alt kiime sayisi: 21
=1+6+10+B3+1)=14+n+70U, +(0,+ U)dir.

iki elemanli alt kiimelerin 4 + 3 + 2 + 1 seklinde devam ederken; ii¢ elemanli alt kiimelerden icinde 1
elemanini bulunduranlar, {1, 3, ...} ve {1, 4, ...} seklinde ayrildiginda yine ardisik toplamlar (2 + 1) elde
edilmektedir.

Yedi elemanli bir A = {1, 2,3, 4,5, 6, 7} kiimesi i¢cin n = 7 olup Cizelge 8'de alt kiimeler gosterilmistir.

Cizelge 8. Yedi elemanli kiimenin alt kiimeleri, adetleri ve Ucgensel Sayilarla iliskisi

Alt kiimelerin eleman sayisi 0 1 2 3 4

{} {1} {13}, {14}, {15}, {16}, {1.,7} {1,3,5}, {1,3,6}, {1,3,7} {1.3,5,7}
{1,4,6}, {1,4,7}

{1,5,7}
{2} {24}, {25}, {2,6}, {2,7} {2,4,6}, {2,4,7}
{2,5,7}
Ardisik eleman icermeyen alt kiimeler {3} {3,5}, {3.6}, {3,7} {3,5,7}
{4 {46} {47}
{5y {57}
{6}
{7}
Alt kiime sayilar 1 7 15 6+3+1 1
Uggensel Sayilarla iliskisi - - U, U,+0,+0, U,

Ardigsik herhangi eleman icermeyen toplam alt kiime say1si: 34
=1+7+154+(6+3+1)+1=1+n+0,+ (U,+0,+0U) + U, dir.
iki elemanli alt kiimeler 5+ 4 + 3 + 2 + 1 = 15 = U, seklinde olup;

Ug elemanl: alt kitmeler (3 +2 + 1) + (2 + 1) + 1 = U, + U, + U, seklindedir.
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Sekiz elemanlibir A = {1, 2,3,4,5,6, 7, 8} kimesii¢inn = 8 olup Cizelge 9’da alt kiimeler gosterilmistir.

Cizelge 9. Sekiz elemanli kiimenin alt kiimeleri, adetleri ve Ucgensel Sayilarla iliskisi

Alt kiimelerin eleman sayisi 0 1 2 3 4
{} {1} {13}, {14}, {15}, {1,6}, {17}, {1.8} {1.3,5}, {1,3,6}, {1,3,7}, {1,3,.8} {1,3,5.7}. {1,3,5.8}, {1,3,6,8}
{174,6}7 {174,7}7 {174,8} {1,4,6,8}
{1,5,7}, {1,5,8}
{1,6,8}
{2} {24}, {2,5}, {2.6}, {2,7}, {2,8} {2,4,6}, {247}, {2,4,8} {2,4,6,8}
{2,5,7}, {2,5,8}
{2,6,8}
Ardisik eleman icermeyen alt kiimeler {8} {35}, 43,6}, {37}, {38} g:g:g’ {3.5.8}
{4} {4,6}, {4,7}, {48} {4,6,8}
{5t {57}, {58}
{6} {6.8}
{7}
{8}
Alt kiime sayilari 1 8 21 10+6+3+1 B+1)+1
Ucgensel Sayilarla iliskisi - - U, U,+0,+0,+7, (U, +0) +7,

Ardisik herhangi eleman icermeyen toplam alt kiime say1si: 55
=14+8+4+214+(10+6+3+1)+(3+1)+1

Dokuz elemanli bir A ={1,2,3,4,5,6,7,8,9} kiimesi i¢in n =9 olup Cizelge 10’da alt kiimeler
gOsterilmistir.

Cizelge 10. Dokuz elemanli kiimenin alt kiimeleri, adetleri ve Ucgensel Sayilarla iliskisi

Alt klimelerin elemanssayisi 0 1 2 3 4 5
{} {1} {13}, {14}, {1,5}, {1,3,5}, {1,3,6}, {1,3,7}, {1,3,8}, {1.3,9} {1,3,5,7}, {1.3,5,8}, {1,3,5,9}, {1,3,5,7,9}
{1,6}, {1,7}, {1.8}, {19} {1.4,6}, {147}, {148}, {1.4,9} {1,3,6,8}, {1,3,6,9}, {1,3,7,9}
{1,5,7}, {1,5,8}, {1,5,9} {1,4,6,8}, {1.4,6,9}, {1,4,7,9}
{1,6,8}, {1,6,9} {1,5,7,9}
{1,7,9}
{2} {24}, {2,5}, {2,6}, {2,4,6}, {2.4,7}, {248}, {24,9} {2,4,6,8}, {2.4,6,9}, {2,4,7,9}
{2,7}, {2,8}, {2,9} {2,5,7}, {2,5,8}, {2,5,9} {2,5,7,9}
{2,6,8}, {2.6,9}
{2,7.9}
{3} {35}, {3,6}, {3,7}, {3.5,7}, {3,5.,8}, {3,5,9} {3.5,7.9}
Ardisik eleman icermeyen {3,8}, {3,9} {3,6,8}, {3.6,9}
alt kiimeler {3.7.9}
{4} {46}, {47}, {48}, {49} {468}, {469}
{4,7,9}

{5} {57} {58}, {59} {5,7.9}
{6} {6.8}, {6,9}

{7} {7.9}

{8}

{9}
Alt kiime sayilari 1 9 28 15410 +6 +3 4+ 1 6+3+1)+@B+1)+1 1
Ucgensel Sayilarla iliskisi - - U, U,+0,+0,+0,+ 0, (U,+0,+0)+(U,+0)+70, U,

Ardisik herhangi eleman icermeyen toplam alt kiime sayis1: 89
=14+94+28+(154+10+6+3+1)+[(6+3+1)+(3+1)+1]+1

=1+n+0,+((U,+0,+0,+0,+0)+[(U,+0,+0) + (U, +0)+ U]+ U/dir.
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On elemanl: bir A ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} kiimesi i¢in n = 10 olup Cizelge 11’de alt kiimeler

gOsterilmigtir.

Cizelge 11. On elemanli kiimenin alt kiimeleri, adetleri ve Ucgensel Sayilarla iliskisi

Alt kiimelerin

eleman sayisi 01 2 3 4 5
£ {1y {13}, {135}, {1,3.6}, {1.3.7}, (1,357}, {1,358}, {1,3,5,9}, {13,510}, {1,3.6,8}, {2,4,6,8,10}
14}, {138}, {1.3.9}, {1,3,10} {1,3,6,9}, {1,3,6,10}, {1,3,7.9}, {1,3,7,10}, {1,3.8,10}
{15}, {146}, {147}, {1.4,8}, {1,4.6,8}, {1,4,6,9}, {1,4.6,10}, {1,4,7.9}, {1.4,7,10},
{16}, {149}, {1.4,10} {14,810}
(1.7, {157}, {158}, {1.5.9}, {1,579}, {1,5,7,10}, {1,5.8,10}
{1.8}, {1.5,10}
{1,9}, {1,6,8}, {1,6,9}, {1.6,10}
{1,10} {1.7,9}, {1,7,10}
{1,8,10}
{2} {24}, {246}, {247}, {248}, {2.4.6,8}, {2,4,6,9}, {2.4,6,10}, {2.4,7.9}, {2,4,7,10}
{2,5}, {249}, {24,10} {2,5,7.9}, {2,5,7.10}, , {2,5.8,10}
{26}, {257}, {2.5.8}, {2,5,9},
{27}, {2510}
{28}, {2,6,8}, {2,6,9}, {2,6,10}
{2,9}, {279}, {2.7.,10}
{2,10} {2.8,10}
{3} {35}, {357} {358}, {359}, {3.5.7.9}, {3,5,7,10}, {3,5,8,10}
{3,6}, {3,5,10} {3.6,8,10}
{3.7}, {3.6,8}, {3.6,9}, {3.6,10}
{38}, {3.7.9}, {3,7.10}
Ardisik eleman {39}, {38,10}
icermeyen alt {3,10}
kiimeler
{4} {46}, {4638}, {469}, {4.6,10} {4,6,8,10}
{47}, {479}, {4.7.10}
{48}, {48,10}
{4.9},
{4.10}
{5 {57}, {5.7.9}, {5,7,10}
{58}, {5810}
{5.9},
{5,10}
{6} {6.8}, {6,8,10}
{6.9},
{6,10}
{13 {79},
{7.10}
{8} {8.10}
©
{10}
Alt kiime sayilari 1 10 36 21 +15+10+6 +3 + 1 (I0+6+3+1)+(6+3+1)+(B+1)+1 B+1)+1+1
Usgensel sayilarla S U, U U U U, LU, U, (U, U+ U, 4 U 4+ (U, 4 U+ U) 4 (0,4 0) 40, (U, 4+ ) + 0] +0,

8

iligkisi

Ardisik herhangi eleman icermeyen toplam alt kiime sayisi: 144

=14+10+36+(214+154+104+6+3+1) +[(10+6+3+1)+(6+3+1)+B+1)+1]+(3+1)

+14+1

=1+4+n+0,+ 0, +0,+0,+0,+0,+0)+[(U,+0,+0,+0)+ (U, +0,+0)+ U0,+0)+ 0]+

(U, + T,) + U] + U/dir.

n=11 icin A=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11} ve n=12 icin A ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12}

kiimeleri i¢in de benzer ¢izelgeler olusturulmustur. Sonug olarak hesaplanan alt kiime sayilar::

n=111i¢in A ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11} kiimesinin ardisik herhangi eleman icermeyen toplam alt

kiime say1s1: 233
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=1+4+n+0,+ U0 +0,+0,+0,+0,+0,+0)+[(0,+U0,+0,+0,+0)+ (U, +0,+0,+0) +

U, +0,+0)+ O, +0)+0]+[[(U,+0,+0)+ U, +0)+ 0] +[(0,+0)+ 0]+ 0]+ 0/dir.

n=12i¢in A ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12} kiimesinin ardisik herhangi eleman icermeyen toplam

alt kiime sayisi: 377

=1+n+0,+ (0, +0.+0,+0,+0,+0,+0,+0)+[(0,+0,+0,+0,+0,+0)+

(U,+0,+0,+0,+0)+ (U0, +0,+0,+0) + U, +0,+0) + U, +0)+ 0]+

U, +0,+0,+0)+ U, +0,+0)+ U,+0)+ 0] +[(U,+U) + U]+ 0]+ U] seklindedir.

3.1, Toplam Alt Kiime Sayisinin iginde Bulunan {icgensel Sayilarin Adetleri

Elde edilen toplam alt kiime sayilarindaki Uggensel Sayilar: toparlarsak:

+ U,

+ U,

+0,+ 1.0,

+ U, +1.0,+ 1.0,

+U0,+1.0,+1.0,+ 2.0,

+U,+1.0,+1.0,+2.0,+ 3.0,

n+ U, +1.0,+1.0,+20,+3.0,+5.0,

=10i¢in1 +n+ U, + 1.0, + 1.0, + 2.0, + 3.U, + 5.0, + 8.0,

n=0i¢in 1+ n
n=1i¢cin 1+ n
n=2ig¢in1+n
n=3ic¢cin1l +n
n=4ic¢in 1+ n
n=>5i¢cin 1 + n
n=6icin 1+ n
n=7ig¢in1l+n
n=28icin1l +n
n =9 icin 1 +
n

n=

n=

1ligin1 4+ n+ U, + 1.0, + 1.0, + 2.0, + 3.0, + 5.0, + 8.0, + 13.0,

12i¢inl1 +n+ U, + 1.0+ 1.0, +2.0,+3.0,+5.0,+8.0,+13.U, + 21.0,

3.2. Ucgensel Sayilarin Katsayilarinin Fibonacci Sayisi Olarak ifade Edilmesi

Ucgensel Sayilarinin katsayilarinin yine bir Fibonacci Sayist oldugu goériilmektedir. Oyleyse toplam alt

kiime sayilarini tekrar diizenlersek:

n=0i¢in 1+ n

n

=1 igin
= 2 i¢in
=3 icin
=4 i¢in
= 5i¢in
= 6 i¢in
=7 i¢in
= 8 icin

=9 i¢in

1

+ n

+ n

_l’_
=]

+
B

+ n

+ U,

+ U,

+ U, + F,.

+ U, +F,
+ U, + F,
+ U, + F,

+ U, + F,

U, + F,.U,
.U, + F,.U, + F,.U,
U,+F,U, +F,.U,+F,.0,

.U, + F,.U, + F,.U, + F,.U, + F,.U,
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n=10i¢in1 +n+ U, + F,.U,+F,.U, + F,.U, + F,.U, + F,.U, + F ..U,
n=11i¢inl1 +n+ U, +F.U, +F,.U,+F,U, + F,.U,+ F,.U, + F,.U, + F,.U,
n=12i¢in1 +n+ U, ,+ F .U+ F,.0, +F.0,+F.0, +F.U0,+F.0,+F,.U,+F.U,

diizenini elde ederiz.

3.3. Bir Fibonacci Sayisinin Uiggensel Sayilar Cinsinden ifadesi

Herhangi iki ardisik eleman icermeyen toplam alt kiime sayisinin bir Fibonacci Sayist oldugu (Ozer ve
Unlii 2009) bilindigine gore:

n

0igin1 +n=F,
n=1i¢inl +n=F
n=2iginl +n=F,
n=3i¢inl+n+ U, =F,
n=4i¢inl+n+ U,=F,

=F

n=5i¢inl+n+ U, + F.0

7

n=6icgin1 +

=

+U,+ F.U0,+ F,.U, = F,

n=7i¢inl+n+ U,+ F.0,+F,.0,+F,.U, =F

=

n=8i¢inl+n+ U,+F.0,+F,.0,+F.U,+F,.U =F,

=}
1

9i¢inl+n+ U, +F.U0,+F,.U0,+F,0,+F,.U,+F.U, =F,
n=10i¢in1 +n+ U, + F.U0,+F,.0, +F,.U,+F,U, +F,.U,+F.0,=F,

n

11i¢inl1 +n+ U, +F.U.+F, U, +F,.U,+F.U,+F.U,+F.U,+F.U =F,
n=12i¢in1 +n+ U, +F.U+F,. 0, +F.0,+F.0,+F,.U,+F.U0,+F,.U,+F.U =F,
n elemanl: bir kitmenin herhangi iki ardisik eleman igermeyen toplam alt kiime sayisinin

F,=1+n+0_,+F.U_ +F.0_ +F.0U, +..+F_.0,+F .U oldugu goriillmektedir.

n yerine (n-2) yazarak F esitligini elde edersek:

F =n-1+4+70

n+2 n-4 + Fl'Un—G + FZ'Un—T + F:}'UU—B +.t Fn—7'U2 + Fn—G'Ul

Buradan hareketle Fibonacci Sayilari i¢in yeni bir tanim yapabiliriz:

n—1, 1<n<5b
F =n-140_, 5<n<7
n—6

n-140U_,+> F +U 7<n
k=1

n—k—5’

n elemanli kitmenin alt kiitme sayilarindan (n+2). Fibonacci Sayis: elde edildiginden bu tanim ile F, elde

edilemez.
F,=n-1=1
F,=n-1=2
F,=n-1=3
F,=n-1+0_,=4+1=5

o]
Il

n-1+U_, =5+3 = 8i¢in tanimin dogru oldugu agikardir.
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n > 7 icin yazdigimiz tanimi ispatlamamiz gerekir. Ispat igin gerekli olan tanimlar:

Tanim 1: Fibonacci dizisi, her sayinin kendinden hemen 6nceki iki sayinin toplanmasi sonucu olusan bir

say1 dizisidir. Bu durumda, genel olarak n’inci Fibonacci Sayis1 F su sekilde ifade edilir:
F, = 1,
F,= 1,

F,-F_ +F_, n>3

n n-1

Tanim 2: U : n. Uggensel Sayisi olmak iizere {j — M0+Y olup; U, ~ U = n'dir.

1

Teorem 1: n > 7 ve n € N olmak tizere her Fibonacci Sayis1:

Y . . .. .. .o . 16 . . -
F,=n-1+0U_,+F.U +F, U +F.U +.+F U, +F U=n-140_+>F+U_ . seklinde ifade
k=1

k=5

edilir.
Ispat 1: Ispat1 timevarimla asagidaki sekilde yapariz.

Onermemiz P(n): F, =n-1+0_+F .0 +F,0 +F,0 +..+F .0,+F .0 seklindedir.

n-6

1. n=7Ti¢inF, =6+ U, +F,.U =6+ 6+ 1.1 =13 oldugundan P(7) dogrudur.
2. n=8i¢inF,=7+0,+F.0,+F, U, =7+ 10+ 1.3 + 1.1 = 21 oldugundan P(8) dogrudur.
3. n=k-1 icin ve n=k i¢in dnerme dogru olsun. Yani P(k-1): F _,=k-2+0_ +F. .0, +F,.

U+ ..+F U, +F U veP(k): F,=k-1+0U_ +
F,U0,+F, U .+F, .0 ,+.+F_.0,+F_.0U olsun.

n=k+1 i¢in P(k+1):F, , =k+0_,+F. .0, +F, U0 +F,. 0. .+..+F_,.0,+F .U dogru oldugunu
gosterelim.

Tanim 1l'den F,  + F =F,  'dir.

k+1

F,+F =2k-340_+0_, +F .U, +(F +F,)U0,+F,+F) 0, ,+F, +F) 0, ,+.+(F_ +F_).0,+
(F .+ F,_).0,
=2k-3+0,+0,+¥F.0 +F,.0,+F,. 0, +F. U ,+..4+F_.U, +F_.U0/'dir
F, =F, =1 oldugundan U_, ve U_'in katsayilar1 yeniden diizenlenirse;
=2k-3+0,+F.0,+F, 0, ,+F, U, +F. U +F. U ,+..+F  0,+F_ .0
=k+k-3)+0U_,+F.0,+FU0,+F.0.,+F,. 0, ,+F.0,+..+F_ U, +F_.0,
Tanim 2'den U,_, = (k- 3) + U_, oldugundan
=k+U0,+F .U ,+F,0,+F,. 0. +F. 0 +F.U,+..+F U, +F_.0U
=F,_  'dir.

Yani P(k+1) de dogru olur. Boylece P(n) dnermesinin n = k —1ve n = k i¢in dogru ise n = k + 1 igin de

dogru olacagin: gosterdik. Béylece P(n) 6nermesi her n > 7 dogal sayis1 i¢in dogrudur.

4, SONUG VE TARTISMA

“{1, 2, 3, 4, 5, ..., n} kiimesinin herhangi iki ardisik tam say1 igermeyen kag¢ alt kiimesi vardir?”
probleminden yola ¢ikilan bu gcalismada, bir Fibonacci Sayisinda gizli olan Uggensel Sayilar kesfedilmistir.

Fibonacci Sayilari, U¢gensel Sayilarin toplami alinarak:
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n—1, 1<n<5
F = n—l-l—Uw47 5<n<7
n—6
7<n

n—k-5’

n-1+0  +> F+0U
k=1

seklinde tanimlanmistir. n > 7 ve n € N olmak iizere her Fibonacci Sayis1:

n

edilerek ispat: Tiimevarim Yontemiyle yapilmistir.

{1, 2,3, 4,5, ..

.. .. .. .. .. .o s n—§ ..
Fo=n-1+U_ +F.U,+F, U, +F.U;+.+F U+F U= n—1+U +2Fk +U_
k=1

seklinde ifade

k—5

, n} kiimesinin iki ardigik tam say1 icermeyen alt kiime sayis1 Fibonacci Sayis1 olup

kendinden onceki iki sayinin toplami ile hesaplanmistir.
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