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Polinom Denklemlerin
Mutlak Degerce En Biiyiik Reel Kokiinii Veren Bir Metot
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- A Method to Find the Dominant Real Root of a Polynomial Equation iL MiLLT Eg'i‘lT-li-aLl\\l{leDURLUGU

OZET

Fibonacci Tavsan Problemi 6nemli bir sayi dizisi olan Fibonacci dizisini vermektedir. Bu dizi
incelendiginde karsilagilan indirgeme bagintisinin karakteristik denklemi 2. dereceden bir polinom
denklem oldugu goriiliir. Bu dizinin ardisik terimlerinin oraninin limiti ise bu 2. derece polinom denklemin
koklerinden biri olan Fi sayisina yakinsar. Peki neden Fi sayisina yakinsar? Sadece pozitif kok oldugu igin
mi?

Bu calismada tavsan problemindeki bazi veriler degistirilmistir. Degistirilen veriler “Canlinin
yetiskinlige ulasma siiresi” ve “Canlinin yetiskinlige ulastiktan sonra hangi araliklarla dogum yaptig1”
dir. Bu degiskenlerin aldiklar: degerlere gore ortaya, farkli indirgeme bagintilari ¢ikmistir. Bu indirgeme
bagintilarinin karakteristik denklemlerinin 2. dereceden daha yiiksek mertebelerde polinomlar olduklar:
gorilmistiir. Bu dizilerin karakteristik denklemi olan Polinom denklemlerin koklerinden birinin
Fibonacci dizisinde uygulanan algoritmada oldugu gibi “Dizinin ardisik terimlerin oranlarinin limiti”
ile bulunabilecegi gosterilmistir. “Bu durumda olusan dizinin ardisik terimlerin oraninin limit degeri her
zaman bir kéke yakinsar mi1? Hangi kéke yakinsar? Bu metot hangi kosullar altinda saglanir?” sorularina
cevap verilmistir.

Bu calismada ytliksek mertebeden polinom denklemlerin koklerinden mutlak degerce en biiyiik kok
reel ise bu reel kokiin bulunmasi i¢in bir metot ortaya koyulmustur. Bu metot ayni zamanda polinom
denklemlerin reel kokleri igin tist veya alt sinir bulunmasina da katk: saglamaktadir.

Anahtar Sézciikler: indirgemeli diziler, Polinom denklemler, Fibonacci tavsan problemi.

ABSTRACT

The solution to the Rabbit Problem is the famous Fibonacci sequence. When this sequence is analyzed, it
is found that the characteristic equation of this sequence is a quadratic equation. Furthermore, the ratio of
the consecutive terms of the sequence converges to one of the roots of the characteristic equation. So why
does it converge to the number of phi? Is it just because it is a positive root?

In this study, some data in the rabbit problem have been changed. The changed data are “The time that
the creature reaches adulthood” and “At what intervals the creature gives birth after reaching adulthood”.
According to the values of these variables, different recurrence relations emerged. It has been observed
that the characteristic equations of these recurrence relations are polynomials of higher order than the 2nd
degree. It has been shown that one of the roots of the polynomial equations, which are the characteristic
equation of these sequences, can be found with the “Limit of the rates of consecutive terms” as in the
algorithm applied in the Fibonacci sequence. “In this case, does the limit value of the rate of consecutive
terms of the resulting array always converge to a root? Which root does it converge? Under what conditions
is this method provided?” questions were answered.

This paper suggests a new method to find the dominant root —the root with the largest modulus- of a
polynomial equation. The method also helps to find lower and upper bounds for the roots.

Keywords: Recursive sequence, Polynomial equations, The Fibonacci sequence.

*Bu ¢aligma, TUBITAK 50. Lise Ogrencileri Arastirma Projeleri Yarismasrnda Tiirkiye Finalinde sergilenmistir (2019).
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1. GiRi$

Matematik olimpiyat sinavlarinda karsilastigimiz
yiiksek dereceli polinom denklemlerin ko&klerini
bulmay1 gerektiren sorular i¢in ¢ogu zaman uzun
ve tahmin edilmesi zor ¢arpanlara ayirma islemleri
gerekebilir. Bu sorular farkli soru tipleri i¢in farkl:
yontemler denemeyi gerektirebilir. Bu nedenle
koklerin varligi, koklerin reel, sanal, rasyonel ya
da tamsayi olup olmadigi, kok katsayr iliskisi,
katsayilarin isaretleri gibi kék hakkinda edinilecek

her tiirli bilgi ¢ok degerlidir.

Fibonacci tavsan problemini ¢dzerken, Fibonacci

dizisinin ardisik terimlerinin lim |2

n—o0

degeri ikinci

n

dereceden x*> - x -1 =0 denkleminin ¢dzim
kiimesinin elemanlarindan birine yakinsadigini
goriiriiz. Fibonacci dizisinin karakteristik
denkleminin kdoklerinden Dbirinin Altin orani

vermesi su soruyu akla getirmektedir; Her polinom
denklemin bir kokiiniin yaklasik degerine benzer
sekilde ulasabilir miyiz?

Bolim 2 de: Calismamizin c¢ikis noktas:
olan Fibonacci tavsan problemi incelenecektir,
problemin degiskenleriyle oynandiginda farkl

diziler ve denklemlere ulasildig1 ve metodumuzun
burada da caligtig1 goriilecektir. Daha sonra daha
genel yiliksek mertebeden denklemler ele alinarak
metodun hangi kosullarda ¢alistig1 goriilecektir. Bu
metodun reel kokler icin dst sinir1 veren mevcut
yontemlerle karsilastirmasi

yapilacaktir. Ayrica

metot Matematik Olimpiyatlarinda ¢ikmis bazi

sorular tizerinde uygulanacaktir.

Bolim 3 de: Metodun

metodun algoritmasini veren Python programlama

ispati1 yapilacak ve

dili kodlar1 verilecektir.

Cizelge 1. Aylara gore tavsan popilasyonu

2. MATERYAL VE METOT

2. Fibonacci Tavsan Problemi ile Polinom
Denklemlerin Goziim Kiimelerinin iligkilendirilmesi

Bu bolimde

lireme

Fibonacci tavsan probleminde

verilen dongtisti  degistirilerek  yeni

problemler kurgulanacaktir. Amacimiz Fibonacci
tavsan probleminde Fi sayisini veren algoritmay1
kurguladigimiz  bu

problemlere uygulayarak

¢6ziimlerinde zorluk yasadigimiz bazi polinom
denklemlerin  koklerinin  yaklasik degerlerini
bulmakta kullanmaktir. Bu béliimde “Problem

degistirildiginde her zaman metot ¢alisir mi1? Ya
da hangi durumlarda c¢alisir? Buldugumuz kok,

denklemin hangi koktadur?” sorularina cevap
verilmistir.

2.1.1. Fibonacci Tavsan Problemi

Fibonacci tavsan  problemi kisaca sgsdyle

tanimlanabilir. “Bir ¢ift tavsan, iki ayliktan 6nce
yeni bir ¢ift tavsan diinyaya getiremez. Fakat bir
tavsan ¢ifti yetiskinlige ulastiinda, her ay bir ¢ift
yeni tavsan diinyaya getirir. Bir ¢ift yeni dogan
tavsanla bagsladigimizda bundan sonra her ayin
basinda kag tavsan ¢iftine sahip olacagimiz bilgisini
veren ve her ay sonunda karsilagilan toplam tavsan
sayisinin olusturdugu bu dizi Fibonacci dizisidir
(Barbeau 1989).

Bu boliimde

degiskenleri tanimlayalim.

problemlerimizde kullandigimiz

ile 2
i aylik canlilar1 K, ile

Yetiskin olmayan; 1 aylik canlilar1 K

1
aylik olan canlilar1 K, ile
gosterelim. Yetigkinlik diizeyine ulasan canlilar1 K|

ile gosterelim.
a = “Canlinin yetiskinlige ulagsma stiresi’’,

f = 7Canlinin yetiskinlige wulastiktan sonra

hangi araliklarla dogum yaptig1” olsun.

Bu durumda Fibonacci dizisindeki degiskenleri
a =2, B =1 olarak aldigimizda karsilastigimiz
tavsan popiilasyonuna ait veriler Cizelge 1 deki

gibi olur.

2 0 0 1
3 1 1 2
4 1 1 3
5 2 2 5
6 3 3 8
7 5 5 13
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n >1ven € Z* olmak tizere Fibonacci indirgeme baglantisi, ¥, = F + F olur. Her terim kendisinden

onceki iki terimin toplamidir. Fibonacci dizisi (F,)) = (1,1, 2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89, ...)ve ardisik
terimlerinin oraninin

Fn+1

F

n

=(1,2,1.5,1.666, 1.625, 1.615, 1.619, 1.617, 1.618, ...)

F
,IILIIolo[F_H] ~1.618 oldugu goriilmektedir.

Bulimitdegeriise (F ) dizisinin karakteristik denklemiolanikinci derecedenx? - x — 1 = 0 denkleminin,

¢6ztim kiimesinin C.K. = {1.6180, -0.6180} elemanlarindan birine yakinsadig: bilinmektedir.

hm[ﬂ] limit, degeri ikinci dereceden x? - x — 1 = 0 denkleminin ¢6ziim kiimesinin elemanlarindan
e
n

birine yakinsar. Yakinsadig: bu kok ise, bizim altin oran sabiti olarak bildigimiz Fi sayisin1 vermektedir.

Peki, Fi sayisina yakinsamasinin sebebi sadece pozitif kok olmas1 midir?

degerinin neden pozitif koke yakinsadigi, neden diger kdke yakinsamadigi, bu

n

F
Bu calismada lim [I‘J‘—“

algoritmanin her zaman calisip calismadigi, bu algoritma ile yiiksek mertebeden polinom denklemlerin

koklerinin bulunup bulunamayacagi sorularina cevap aranmigtir.
2.2. Uyarlama Problemler

2.2.1. Problem

Bir x canlisi, ii¢ ayliktan 6nce yeni bir ¢ift tavsan diinyaya getiremez. Fakat bir tavsan ¢ifti yetiskinlige
ulastiginda, her ay bir ¢ift yeni tavsan diinyaya getirir. Bir ¢ift yeni dogan tavsanla basladigimizda bundan
sonra her ayin basinda kag tavsan ¢iftine sahip olacagimiz bilgisini veren ve her ay sonunda karsilasilan
toplam x canli sayisinin olusturdugu ¢izelgeyi inceleyelim. Bu problem i¢in degiskenlerimiz a = 3, f = 1

olarak alinmis ve tavsan popiilasyonundaki degisimler Cizelge 2 yi olusturmustur.

Cizelge 2. Aylara gore tavsan poplilasyonu

6 1 1 1 1 4
7 2 1 1 2 6
8 3 2 1 3 9
9 4 3 2 4 13
10 6 4 3 6 19

Bu durumda karsilasilan indirgemeli dizi

a, =a, ; ta.,

n

(a)=(1,1,1,2,3,4,6,9,13, 19, 28, 41, ...)

a
[;—“]=(1, 1,2,1.5,1.333, 1.5, 1.5, 1.44, 1.4615, 1.4736, 1.4642, ...)

n

n—oo
n

1im[h]11.46
a
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ve bu dizinin karakteristik denklemi olan 3. dereceden x* = x> + 1 polinom denklemi elde edilir. Bu
denklemin (Wolframalpha 1987) internet sitesinden elde edilen kokleri asagidaki gibi bulunur.

C.K. = {1.4656, —0.23279 £ 0.79255i} elemanlarindan birine yakinsadig: bilinmektedir.

Bu dizinin terimlerine bakarak lim[h] limit degeri hesaplandiginda sonucun mutlak degerce biiyiik

n—oo| g
n

reel koke yakinsadig: goriilecektir.

2.2.2. Problem

Bir x canlisi, ti¢ ayliktan once yeni bir ¢ift tavsan diinyaya getiremez. Fakat bir tavsan ¢ifti yetiskinlige
ulastiginda, iki ayda bir ¢ift yeni tavsan diinyaya getirir. Bir ¢ift yeni dogan tavsanla bagsladigimizda
bundan sonra her ayin basinda kag tavsan ciftine sahip olacagimiz bilgisini veren ve her ay sonunda
karsilasilan toplam x canli sayisinin olusturdugu gizelgeyi inceleyelim. a = 3, p = 2

Cizelge 3. Aylara gore tavsan poptilasyonu

5 0 1 0 0 1 2
6 1 0 1 1 0 3
7 1 1 0 1 1 4
8 1 1 1 1 1 5
9 2 1 1 2 1 7
10 2 2 1 2 2 9
1" 3 2 2 3 2 12
12 4 3 2 4 3 16
13 5 4 3 5 4 21
14 7 5 4 7 5 28

Bu durumda kargsilasilan indirgemeli dizi

a:a'112+3’n3

n

(a)=(1,1,1,2,2,3,4,5,7,9,12, 16, 21, 28, 37, ...)

a
[;H]_(l’ 1,2,1,1.5,1.3333,1.25, 1.4, 1.285, 1.3333, 1.333, 1.3125, 1.3333, 1.3234, ...)

n

=1.32

n—oo

hm an+1
n

ve bu dizinin karakteristik denklemi olan x?P=x + 1 dginci derece denklemin
C.K. = {1.3247, -0.66236 £ 0.56228i} oldugu bilinmektedir.

a'rH»l

a

n

gorilmistir.

lim

n—00

limit degeri hesaplandiginda sonucun mutlak degerce en biiyiik reel kéke yakinsadigi

Peki mutlak degerce esit z1t isaretli iki reel kok olmasi durumunda ne olur? Sorusuna cevap aramak icin
Problem 2.2.3 i inceleyelim.

2.2.3.Problem

Bir x canlis1, dort ayliktan 6nce yeni bir ¢ift tavsan diinyaya getiremez. Fakat bir tavsan ¢ifti yetiskinlige



42 POLINOM DENKLEMLERIN MUTLAK DEGERCE EN BUYUK REEL KOKUNU VEREN BiR METOT

ulastiginda, her iki ayda bir ¢ift yeni tavsan diinyaya getirir. Bir ¢ift yeni dogan tavsanla bagladigimizda
bundan sonra her ayin basinda kag tavsan ciftine sahip olacagimiz bilgisini veren ve her ay sonunda
kargilagilan toplam x canlisayisinin olusturdugu cizelgeyiinceleyelim. K canlininyetigkin olarak gegirdigi
1. Ay ve K canlinin yetigskin olarak gecirdigi 2. Ay1 ifade etsin. Bu iproblemde fibonacci probleminde
degigkenler{n iki katlar1 verildiginde asagidaki gibi Fibonacci dizisinin terimlerinin tekrarlarindan olusan
bir cizelge ile karsilasilmigtir. Bu durumda degiskenlerimiz a« = 4, B = 2 olacaktir.

Cizelge 4. Aylara gore tavsan popllasyonu

1 1 0 0 0 0 0 1
2 0 1 0 0 0 0 1
3 0 0 1 0 0 0 1
4 0 0 0 1 0 0 1
5 1 0 0 0 1 0 2
6 0 1 0 0 0 1 2
7 1 0 1 0 1 0 3
8 0 1 0 1 0 1 3
9 2 0 1 0 2 0 5
10 0 2 0 1 0 2 5
11 3 0 2 0 3 0 8
12 0 3 0 2 0 3 8
13 5 0 3 0 5 0 13

Bu durumda karsilasilan indirgemeli dizi

n

a, =a, ,ta.,

(a,)=(1,1,1,1,2,2,3,3,55,8,8, 13,13, ...)

a

n

a
[Ll]=(1, 1,1,2,1,1.5,1,1.66667,1,1.6,1,1.625, 1, 1.615, 1, 1.619, 1, 1.617, 1, 1.618, ...)

[k bakista bu problemde uyguladigimiz algoritma calismadi gibi goriinmektedir. Dizinin pargali
yakinsak olmasi, mutlak degerleri esit ve zit isaretli iki kok durumuyla karsilasti§imizi géstermektedir.

Mutlak degerce esit zit isaretli iki kok oldugu i¢in ¢arpimlarinin karekokii bizi pozitif koke ulagtirmaktadir.

lim 2ot Pae g P 1 618,

n—00 n—00
an a'nJrl an

a
lim —2 ~+/1.618... 2 1.2720...

n—oo g
n

(a,) indirgemeli dizisine karsilik gelen karakteristik denklem x* = x? 4+ 1 ve ¢ozim kiumesi

C.K. = {-1.2770, 1.2770, -0.78615i, 0.78615i} oldugu bilinmektedir. Yaptigimiz calismalarda gordiik ki eger

Lt Gizisi pargali yakinsak ise yani iki farkli degere birden yakinsiyorsa mutlak degerce en biiytik kokten
a

iki tane vardir ve bunlar zit isaretledir. Bununla ilgili ¢ikmis olimpiyat sorusu ilerleyen bd&liimlerde

verilecektir.

2.3. Metodun Uygulamalari

Caligmamizda asil amacimiz “Verilen herhangi bir polinom denklemin mutlak degerce en biiyiik koki
eger bir reel say1 ile algoritmamizi kullanarak bu kéke ulagsabilir miyiz?” sorusuna cevap aramaktir. Bu
nedenle bu béliimde farkli kok durumlari igeren denklemlere 6rnekler verilecektir. Uygulamalarda kolaylik

saglamasi amaciyla metodun bilgisayar kodlar1 yazilmistir. Bilgisayar kodlar1 Boliim 3 de yer almaktadir.
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2.3.1. Ornek

ikinci dereceden iki farkli reel kok igeren x? = 2x + 4 denklemini ele alalim. Bu denklemi asagida
verilen bagintinin indirgeme dizisinin karakteristik denklemi olarak diistinelim.

an = 2anfl + 43‘1‘72

(a,) dizisinin baslangi¢ kosullarint a, = 1 ve a, = 2 segersek dizinin terimleri

(a,) = (1, 2,8, 24, 80, 256, 832, 2688, 8704, 28160, ...) olusturuldugunda ardisik terimler orani

a
[j“]=(1, 2,4, 3,3.33,3.2,3.25, 3.23077, 3.2381, 3.23529, 3.23636, 3.23596, ...) olmak iizere

n

hm[h]'—vs.zs

n—oo| g
n

olur ve 3.23 degerine yakinsadig: goriilmektedir. Bu denklemin gercek ¢6ziimiinii inceledigimizde
CK.={1-+5,5 + 1} yani C.K. = {-1.2361, 3.2361}. Limit degerinin, ¢c5ziim kiimesinin mutlak degerce
en biiyiik olan kokiine yakinsadig: gortilmektedir.

2.3.2. Ornek

Ucilincti dereceden ii¢ farkli reel koke sahip 2x3 — 17x? + 48x — 45= 0 denklemini ele alalim. Bu
karakteristik denkleme karsilik gelen indirgeme bagintis:

23‘u+3 = 17an+2 - 48an+1 + 453‘:;

olur ve (a,) dizisinin baslangi¢ kosullarini a, = a, = 1 ve a, = 2 segelim. Dizinin terimleri

2

(a,) =(1,1,2,15.5,106.25, 576.125, 2695.8, ...) olarak bulunur. Ardisik terimlerin orani ise

[a"+l]=(l, 1.0, 3.0, 8.0, 6.4375, 5.20874, 4.56337, 4.18733, 3.94592, 3.77951, 3.65866, 3.56736, 3.49625,
3.43948, 3.39326, 3.355, 3.32289, 3.29562, 3.27222, 3.25195, 3.23426, 3.2187, 3.20494, 3.19269,
3.18173, 3.17188, 3.16298, 3.15491, 3.14757, 3.14085, 3.1347, 3.12904, 3.12383, 3.119, 3.11453,
3.11037, 3.1065, 3.10288, 3.0995, 3.09633, 3.09335, 3.09055, 3.08791, 3.08541, 3.08306, 3.08083,

3.07871, 3.0767, 3.07479, 3.07298) olacaktir. Bu dizinin limitinin

lim

n—oo

s

a
n

oldugu Grafik 1. den de goriilebilir. Bu 6rnekte oldugu gibi dizinin koke yakinsama hizi yavas
olabilmektedir.

a
84 - ® oran
— DK
74
S
6
sS4 -
§ =

‘ ...\—‘
3 —
24
1 -

o 10 20 30 40 50

Grafik 1. N. adimda ardisik terimler orani
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Simdi bu denklemin gercek c¢6ziimiinti inceleyelim. Karakteristik denklemin gergek ¢oztimiini

carpanlarinaayirarakbulalim. (x — 3)? (2x — 5) = Ove¢dziimkimesi C.K. = {3, 2.5} oldugu gorilmektedir.

Mutlak degerce en biiyiik olan kokiin gakisik iki kok olmasi durumunda da algoritmanin calistig:
gorilmektedir.

2.3.3. Ornek

Ugiincii dereceden reel koke sahip olan x* — 2x? + x — 2 = 0 denklemini inceleyelim. Bu karakteristik
denkleme karsilik gelen indirgemeli dizi

a = 2a

n+3 - a + 2a

n+2 n+1 n

olur. Baslangig¢ kogullarinit a, = a, = a, = 1 alalim. Dizinin terimleri ve ardisik terimler orani

(a,) =(1,1,1,3,7,13,25, 51, 103, 205, 408, ...)

aJn\l

a

n

=(1,1,3,2.33,1.85714, 1.92307, 2.04, 2.0196, 1.99029, 1.99024, ...)
oldugu gortlir. Bu dizinin limiti ise

lim

n—oo

a““]:z
an

oldugu goriilmektedir. Verilen 3. Derece denklemin carpanlarina ayrilmig halinin (x - 2) (x2 4+ 1) = 0
ve ¢6zim kiimesinin de C.K. = {2, +i} oldugu bilinmektedir. Dizinin limit degeri de kiimenin en buyitk
degerine 2’ye yakinsamaktadir.

2.3.4, Ornek

Mutlak degerce en biiyiik kokii negatif reel say1 olan 4. dereceden bir polinom denklemin koklerini
inceleyelim.

x4+ 3x% - 3x2+3x-4=0

a = —3a + 3a

n n-1

3a_ ., + 4a

n2 n-3 n-d

(a) = (1,1,1,2, -2, 13, 47,194, 770, 3089, ...)

a
[ “1](1, 1,2,-1,-6.5,-3.61, -4.12, -3.96, -4.00, -3.99, ...)

lim

n—oo

a
n

Denklemin ¢6zim kimesi ¢.K. = {-4, 1, +i} oldugu bilinmektedir. Bu bilgi Teorem 2.4 ile birlikte
kullanildiginda reel koklerin hangi aralikta bulunduguna dair bilgi sahibi olmamiza yardimeci olur.

2.4. Polinom Denklemlerin Reel Kdklerinin Uist Sinirini Veren Teorem

(Barbeau 1989) kitabinda reel katsayili bir polinomun, reel koklerinin tist sinirin1 veren bir formiil
sunmustur.

2.4.Teorem

a, > 0 olmak tizere f(x) = a x* + a,_,x*! 4 ... +ax + a,polinomun en az bir negatif katsayis: bulunsun.
En yiiksek dereceli terimden baslamak tizere saga dogru gidildikge karsilastigimiz ilk negatif katsayidan
onceki “sifir” veya “pozitif” katsayili terim sayis1 k olsun.

G = {max]|a,|: a, < 0} olmak tizere polinomun pozitif reel kéklerinin iist sinirin1 veren baginti, f(x)’in
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herhangi pozitif bir kokii r olmak tizere r<1+ G olarak ifade edilebilir.
Va

2.4.1. Ornek

5x% — 16x* + 8x — 1 = 0 polinomu verilsin. Teorem 2.1 e gére k = 1, G = 16 oldugu icin polinomun en

biiytik reel kokii igin 1JrE _2 4.
5 5

Ust sinir1 yaklasik 4 olarak hesaplamaktadir. Bizim metodumuz ile mutlak degerce en biiyiik koki
aradigimizda
5an = 1634“ - Saka + a

-1 n-3

(a,) =(1,1,2,5,13, 34,89, 233, 610, ...)

a

n

a
[LIJ—(L 2,2.5,2.6,2.61538, 2.61765, 2.61798, ...)

limit degerinin 2.61 e yaklastig1 goriliir. Dolayist ile polinomun kéklerinin [-2.61, 2.61] araliginda
oldugunu soyleyebiliriz. Teorem 2.4 de buldugumuz pozitif deger 2.61 den kii¢iik olsayd: kokler icin
buldugumuz sinir araligini daraltmamiza imkan saglayabilirdi.

3445

2

1
Problemde verilen denklemin ¢6ziim kiimesi C.K. = { 5 } ve bu kiimede yer alan kok degerlerinin

x = 0.2, x~0.38197, x~2.6180 oldugu gorilmektedir.

Sonug¢ olarak mutlak degerce en biiyiik koki veren Teorem 3.1 ile pozitif tist sinir1 veren Teorem 2.4
birlikte kullanildiginda reel koklerin alt ve iist sinirlar1 hakkinda bilgi sahibi olabiliriz.

Bu duruma bir érnek daha vermek gerekirse, Ornek 2.3.4 de bizim metodumuzla buldugumuz alt sinir
ve Teorem 2.4 den gelen st sinir birlikte kullanilarak reel koklerin hangi aralikta oldugu sdylenebilir.
Ornek 2.3.4 de;

x* 4+ 3x% - 3x? + 3x — 4 = 0 polinomum reel koklerin iist sinir1 Teorem 2.4 e gore 1 + Ji =3 oldugu
i¢in, polinomun reel kéklerinin [-4,3] araliginda oldugunu sdylemek miimkiindiir.

2.5. Metodun Olimpiyat Sorularina Uygulamasi

Polinom denklemlerin koklerinin bulunmasi, kék katsayi iliskisi, polinomlarda b6élme ve ¢arpanlarina
ayrilmasi Matematik Olimpiyatlarinda 6nemli bir yer tutmaktadir. Tiim bu soru tipleri igin bir tek koékiin
varligi hakkinda bilgi sahibi olmak bile oldukg¢a 6nemlidir.

2.5.1. Ornek

x? - x? - x — % = 0 polinomunun en biiyiik gercel kékii nedir? (Tibitak UMO 2005).

1 1 L.
C) ﬁ D) i E) Higbiri

o - p) ot

3a,=3a,, + 3a,,+ a

n-3

(a,)=(1,1,2, 3.33,5.66,9.66, 16.44, ...)

a
[;](1, 2,1.66, 1.7, 1.705, 1.7011, 1.7027, 1.70238, ...)

n

Limit degeri 1.70 e yakinsadig: gorilmektedir. Siklara bakildiginda A ve B siklar: 1 den kiigtik oldugu
icin C sikk1 2 den biiytik oldugu igin elenir. D sikki ise 1.7024 oldugu icin dogru secenek D secenegidir.
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2.5.2. Ornek

x5+ x' - x* - x2 - 2x — 2 = 0 polinomunun kac¢ gercel kokii vardir? (Tiibitak UMO 2002).
P ¢ gerg

(oziim

+ 2a + 2a

n-4 n-5

3’11:78“11 1 + a’nZ + an?j

(a)=(1,1,1,1,2,4,3,7,6,16, 11, 31, 22, 64, 43, 127, 86, 256, ...)

a

n

a
["—“]—(1, 1,1,2,2,0.75, 2.33, 0.85, 2.666, 0.68, 2.81, 0.70, 2.90, 0.67, 2.95, 0.67, ...)

—% dizisinin pargali yakinsak oldugu goriilmektedir bu da bize mutlak degerce en biiyiik kdkten iki

tane ve zit isaretli oldugunu hatirlatmaktadir. Bkz problem 2.2.3. Bu ¢6ziim ile ilgili agiklama 3. Béliimde

verilecektir.
a a
lim L 242 — iy 242 — 2.9 x 0.7
n—oo a a n—oo a

lim [h} ~/2.03... = 1.4247

n—oo| g,
n

Buradan limitin \/5 ye yaklastig1 ve burada zit isaretli iki reel kokiin varligindan s6z edilebilir. Yani
ilk denememiz gereken +v2 koklerinin denklemi saglayip saglamadigidir bunun igin polinom x* - 2 e
béliiniir. Sonug olarak (x? — 2)(x + 1)(x? + 1) seklinde ¢arpanlarina ayrilir ve 3 reel kdke sahip oldugu

soylenebilir.

2.6. Metodun Niimerik Analiz le iligkilendirilmesi

Polinomlarin yaklasik degerlerini bulmak ig¢in kullanilan niimerik metodlarin hizli bir sekilde kdke
yakinsamasi igin kékiin iginde bulundugu bir aralik tanimlanmalidir. Ornegin x = 2 kékiine ulagmak ve
iterasyonun hizli yakinsamasi igin iterasyonun [1.8, 2.3] araliginda uygulanmasi istenir. Kékler hakkinda
hi¢bir bilgi verilmedigi durumda metot caligmayabilir. Calismamizin bize sagladig: kok bilgisinden
yola ¢ikarak diger mevcut reel koklerin bulunduklar: yerler de kabaca soyleyebiliriz. Mutlak degerce
en biiyiik reel kok bulunduktan sonra polinomun tiirevi alinarak elde edilen denkleme ayni algoritma
uygulandiginda mutlak degerce en biiyiik apsisli tepe noktas: bulunacaktir. Her ne kadar kokler 2.
Dereceden biiyiik polinomlarda her zaman tepe noktasina gére simetri géstermese de kokiin bulundugu
yer konusunda (iterasyona baslayacagim uygun bir aralik) bilgi sahibi olmamiza fayda saglayabilir. Bu
metot gelistirilerek tiim reel kéklerin niimerik yolla bulunmasina kolaylik getirilebilir.

Olimpiyat sinavlarinda da siklikla karsilastigimiz yiiksek mertebeden polinomun koéklerini bulmay1
gerektiren sorularda verilen polinomlar1 garpanlara ayirmak ¢ogu zaman kolay degildir. Reel koklerin
say1s1 ve isaretleri konusunda bilgiye ulasmak mimkiindiir bunun igin gesitli yontemler verilmektedir.
Olimpiyat sinavinda rasyonel bir kok hakkinda ulasilacak basit ve kiigiicitk bir bilgi bile isimizi
kolaylastirmaya yardimci olacaktir. Bu sebeple bu metodun kullanisli olacagini diistinmekteyiz.

2.6.1. Ornek

C.K. = {3,1, 2} olan 3. derece x* -~ 2x2 - 5x + 6 = 0 denklemini ele alalim. Uciincii derece bir
denklemde mutlak degerce en biiyiik kokiin bulunmas1 diger koklerin bulunmas: igin yeterlidir. Mutlak
degerce en biiyiik kokii kendi metodumuzla bulduktan sonra denklem polinom b&lmesiyle 2. dereceye
distrilir ve 2. derece denklemin kokleri bulunur.

Ancak diger kokleri de kendi metodumuzla bulmak icgin 3. derece denklemin katsayilarini Python da
yazdigimiz programa girerek ¢alistirdigimizda mutlak degerce en biiyiik kokiin 3 e yaklastig1 goriilir. Diger
kokleri bulmak i¢in polinomun tiirevi alinip algoritma tekrar galistirildiginda ise 2 ye yakinsayacaktir.
Dolayisiyla diger kokiin 3 apsisli noktanin 2 ye gore simetrigi olan 1 civarinda olacagr sdylenebilir.
Polinom boélmesi yerine bu algoritma kullanilabilir.
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3. BULGULAR

Bu boéliimde 2. béliimde verdigimiz problem ve 6rneklerde uyguladigimiz metot, Teorem 3.1 olarak

verilmig ve ispat1 yapilmigtir. Ardindan metodun algoritmasini veren bilgisayar kodlar:1 verilmigtir.

3.1.Teorem
A, =0,A, A, A, ...,A ven, k € Z* olmak tizere n. dereceden polinom denkleminin
Axr + At + Axn2 4 .0+ A =10 (1)

ve indirgeme bagintisina sahip (u,) dizisinin karakteristik denklemi

A, +Au +Au L, + + .o+ Au =0 (2)

olsun. n. dereceden (1) denkleminin kokleri r, r,, r,, ..., r, € Cve ¢ =1,2,3, ..., n i¢in r, sayilari
birbirinden farkli olmas1 gerekmeyen, karmasik veya reel sayilar olsun. Bu kdklerden mutlak degerce en

biuyik kokiimiiz reel kok olsun. Bu durumda

.u
a) 1 < i < k olmak tizere -1 < 5 < 1 igin|r| > |r,| > |r,] > ... |1,| ve r, € R ise lm =1
T n—oo u
1 n
b) 1 < i < k olmak tizere -1 = L olacak sekilde, r, kokiine mutlak degerce esit zit isaretli en az bir

5

n—oo

’u
kék bulunsun. Bu kéke r, diyelim. |r | = [r,| > [r,] > ... || ver, 1, e R ver >0 > r,ise lim ];;”:rl
n

c) [r,| > |r,] > |r,| > ... |r,| ve mutlak degerce en biiyiik kokiin reel olma zorunlulugu olmasin fakat

u
o ‘
r,' € R olsun. Bu durumda ise lim—*=r1 olur.
n—oo u
n

Ispat
k. dereceden polinom denkleminin mutlak degerce en biiytik kokii yada kokleri reel olsun.

a) 1 < i<k olmak iizere -1 < 5 < 1igin |r,| > |r,] > |r,| > ... |r,| ve r, € R alalim. u, dizisinin

e

genel terimi, u =P /()" +P,(n)) 4...4+ P (n)’ olacaktir. Ardigik terimlerin oran:

u.,  Po+Dr" +Pm+D "+ 4P 0+ 1)
u, P ()" +P(n)) +...+P (n)r’

ile gosterilebilir. Kesrin pay ve paydasini P()r terimine bolerek limitini aldigimizda

Pl(n+1)r P2(1[1+1)r nl o, Pk(n—l-l)r I,
B T R@) s ORE
= L4 B 1«2] +...+P“(n)rk rk]

Pl(n) I Pl(n) i

|-~

. P(n+1
1 < i<k igin -1 < < 1 olur. Bu durumda hm%rl:r1 olarak bulunur. Limit degerin mutlak
oo n

1

el

degerce en biiyiik reel koke yakinsadigr gortilmiis olur.

b) u, dizisinin pargali yakinsak oldugu bu durumda. 1 < i < k olmak tizere -1 = % olacak sekilde,

5

r, kokiine mutlak degerce esit zit isaretli en az bir kok bulunsun. Bu kéke r, diyelim.

v, = |r,| > |r,l > ... |r| ver, r,eRver >0 >r,ise
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0l
Pl(n-‘,-l)lr P,(n+1) (71>.,+M+Pk(n+1)r T P‘(n+2)r P,(n+2) (71>n+1 P(n+2) T,
i et g Sase P(m) ' P(n) °* P(m) "t XP](n+1) ! P(11+1) P(n+1) I
T 1erz(n)(_l)u RAQ rk] Pm+1)(1,) PR ACERIN rk]
P (n) P(n) *|z, P(m+1)|r Pn+1) "z
. +P2(n+1) (_ )n Pl(n+2) Pz(n+2) ( )n+1
! P(m) °* Pn+1) "' Pm+1)
a P " Pn+1),
) ey
P (n) P(n+1)
. _PQ(H'FD( )n _Pz(n+2) (_ )n+1
' B T Bary
a P . P(n+1),
1 2(1’1)( 1) 1+ 2(n+ )(_ )+l
P (n) P(n+1)
1+P2(I1+1)( )n+1 PZ(II-FQ) <_ )n
e P (n) P(n+1)
o P " P(n+1),
2(11)(71) 1+ 2(H+ )(71) +1
Bn) P+
2
=1
lim un+1 lim un+2 = lim —&+2 un+2 — 1"12
- noc
n+l1 n
o Wi
lim .~ Lile hesaplanir.

Sonug olarak Polinom denklemlerde mutlak degerce en biiyiik kokiin kompleks say1 olmas1 disindaki
tim durumlarda bu metot ile en az bir kék bulmak mimkiindiir.

) Polinom denkleminin mutlak degerce en biiyiik kokii yada kokleri reel olma sartr gerekmeksizin.

1 < i <k olmak tizere -1 < & < 1igin [r,| > |r,| > |r,] > ... |r,| ve r,' € R olsun. u, dizisinin genel

el

terimi, u _P( )r +P(n) o+ +P(n)r“ olacaktir. Ardisik terimlerin orani

W, PO+ +P o+ ™+ 4+ B+ o™
u P ()" +P,(n)) +...4+P (n)r

n

ile gosterilebilir. Kesrin pay ve paydasini P(n+t)' terimine bdlerek limitini aldigimizda

(n+t)rl+Pz(n+t) ks +M+Pk(n+t)rkt T
lig Mest P(n+t) P(n+t) *|r P(m+t) *(
e, P (n) i P,(n) I, P, (n) T
Pn+t)r P+t P(m+t)(x
. . e I uu+g t
1 < i< kigin-1 < 2 <1 olur. Bu durumda hm =1 olarak bulunur.
I'l " n

Limit degerinin mutlak degerce en biiyiik reel olmasi gerekmeyen kokiin t. kuvvetine yakinsadig:
goriilmis olur. Yani kompleks kok mutlak degerce en biiytik kok ise ve t. kuvvetireel ise dizinin terimlerinde

kokii bulmak mimkiin olabilir.

Hata Analizi

Ikinci dereceden bir polinomun kokiinti bulmak i¢in uygulanan metodun n. adiminda yapilan hata, e,
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ile gosterilsin. Yani hata, Hata Analizi

Ar1n+1 +]3rzn+1
Ar" + Br)

n

—1|ile ifade edilebilir. Simdi hata i¢in bir tist sinir bulalim.

n-1
I

e =
n

Ar]n+1 + Br2n+1 _ Ar]n+1 _ Br;.r]| _ 9 ‘ B |
Ar" +Br |~ A

r1
Hatanin tistel olarak azalmasi metodun iyi ¢alistigin1 gosterir.

Metodun Bilgisayar Kodlari

Bu bolimde uyguladigimiz algoritmanin daha yiiksek mertebeden polinom denklemlerin ¢6ziim
kiimelerinde c¢alisip calismadigini inceleyebilmemizde bize kolaylik saglamasi amaciyla yazdigimiz
programin kodu yer almaktadir. PYTHON programinda yazilan algoritma, katsayilarini girdigimiz polinom
denklemi karakteristik denklem kabul eden indirgeme dizisinin terimlerini ve ardisik terimlerinin oranini
¢iktr olarak vermektedir. Programda katsayilari girilen n. dereceden indirgeme dizisine baslangi¢ kosulu
olarak, ilk (n-1) terime 1 degeri, n. terime ise 2 degeri atanmaktadir.

class Polynomial: # Herhangi bir polinom olusturmak i¢in kullanacagimiz sinif
def __init__(self):
self.coeffs =[]
self.elements = []

self.degree = 0

def init_coeffs(self, arr): # katsayilar1 belirledigimiz fonksiyon
self.coeffs = arr

self.degree = len(arr) - 1

def init_series(self, num_elems):

# 0 dan num_elems'e kadar olan elemanlar1 bulup bir array(dizi)'nin i¢ine kaydeder

self.elements = []

self.elements = (self.degree -1) * [1] + [2]
for j in range(num_elems-self.degree):

acc =0
for i in range(1, self.degree+1):

acc -= self.elements[-i] * self.coeffs[i]/self.coeffs[0]
self.elements.append(acc)

def get_ratio(self):
# 0 dan n e kadar dizinin elemanlarinin oldugu array'in

# sonuncu elemani(n'inci) ile sondan 1 énceki elemani(n-1'inci)'nin
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# oranini verir

return self.elements[-1]/self.elements[-2]

def get_value(self, x):
# P(x) i hesaplar

accumulator = 0

for i in range(0, self.degree + 1): # sum over i: a_i * xi

*

accumulator += self.coeffs[i] * math.pow(x, self.degree - i)

return accumulator

def print_info(self):

ratios = []

for i in range(len(self.elements)):

if i > 0:
ratios.append(round(self.elements[i] /self.elements[i-1], 5))
else:
ratios.append(1)
print("an= " + str(self.elements))

"

print("an+1/an= " + str(ratios))

pl = Polynomial() # p1 isimli bir polinom olusturduk

coeffs = [1, -9, 35, -79, 104,-60]
polinomun katsayilarini belirliyoruz
yani polinomun derecesi d ise x"dli terimin katsayis1 ilki xA(d-1) in ikinci yani

[x~d, x~(d-1), ..., xA1, x~0] seklinde gider

coeffs = input("Polinomun katsayilarini aralarinda bosluk birakarak giriniz. ").split(' ')

for i in range(len(coeffs)):

coeffs[i] = int(coeffs[i])

pl.init_coeffs(coeffs) # coeffs adli arrayi kullanarak polinomun katsayilarini belirledik

pl.init_series(20) # dizinin ilk n elemanini buldurur. (20 yazarsa 20, 30 yazarsa 30 vs.)
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pl.get_ratio() son eleman ile sondan 6nceki elemanin orainini verir
yani pl.init_series(20) cagirirsak sonra da pl.get_ratio() ¢agirdigimizda

a_20/a_19 degerini verir

pl.print_info()

4, BULGULAR

Bu calismada asagidaki sonuclara varilmistir.

Polinom denklemlerin mutlak degerce en biiyiik kok(ler)i reel ise, bu denklemi karakteristik denklemi
kabul eden u, indirgeme dizisinin ardisik terimleri orani bu kéke yakinsar.

oWy

lim 2 =r

n—oo 11 1
n

Polinom denklemlerin mutlak degerce en biiyiik kokleri ters isaretli ve reel ise, bu denklemi karakteristik
denklemi kabul eden pargali yakinsak u indirgeme dizisinin pozitif olan kokii

u u u
lim n+l lim n+2 lim n+2 I‘12
1w 1 m—oo e 11
n n+1 n
M un+2 .
lim =rile hesaplanir.

n—0o00
n

Yontemin dezavantaji; denklemin mutlak degerce en biyik kokiu karmasik (kompleks) ise metot
calismaz. Ancak bu karmasik kokiin t. kuvveti reel ise ardisik terimlerin orani t. kuvvete yakinsar. Ayrica
dizinin kag¢inci adimda koke yakinsadigini bileyemeyiz.

Mutlak degerce en biiytik kokii veren Teorem 3.1 ile Pozitif tist sinir1 veren Teorem 2.4 birlikte
kullanildiginda reel koklerin alt ve iist sinirlar: hakkinda bilgi sahibi olabiliriz.

Okuyuculara onerilerimiz; Bu calismada Fibonacci Tavsan probleminden yola ¢ikarak iki degisken
tizerinden kurgulama yapilmistir. a = Canlinin yetiskinlige ulasma siiresi, p = Canlinin yetiskinlige
ulastiktan sonra hangi araliklarla dogum yaptigi. Bu probleme iigiincii bir degisken olarak canlinin tek
seferde diinyaya getirdigi yavru sayist dahil edilerek daha iist seviyede zorluklar getirilebilir.

Karmagik koklerin biuytkligi (modiilii, mutlak degeri) polinom grafiklerine nasil yansimaktadir?
Bu bilgiyle birlestirildiginde metodumuzun farkli alanlarda sorularin ¢éziimiine de 1s1k tutacagini
diistintiyoruz.

Ayrica bu ¢alismamizin hata analizi yapilarak genellestirmelere ulasilmasi ve dizinin kaginct adimda
koke yakinsadiginin belirlenmesi beklenmektedir.
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