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Salgin Hastaliklarin Yayilmasinda Yiiksek Riskli Bireylerin
Dikkate Alindig1 Bir Matematiksel Modelin Analizi

Analysis of a Mathematical Model in which the High Risk
Individuals is Considered in Spread of Epidemic Diseases

Onemli noktalar (Highlights)

« Salgin hastaliklarin bir popiilasyondaki yayilmasimin gecikmeli bir diferensiyel denklem sistemi ile
modellendigi bu ¢alismada hastaliga duyarl bireyler yiiksek risk tagiyanlar (susceptible individuals with
high risk) ve digerleri (susceptible individuals) olmak tizere iki alt grubun toplamindan olugmaktadur./ In this
study, in which the spread of epidemics in a population is modeled with a delayed differential equation
system, the individuals who are susceptible to the disease are formed two separate groups: susceptible
individuals with high risk and others susceptible individuals.

Grafik Ozet (Graphical Abstract)

Bu ¢alismada bir popiilasyon icindeki yiiksek riskli bireylerin oranumin orammn salgimin yayilmasina etkisi
incelenmigtir.
Yuksek Riskli Bireylerin Oraninin Etkisi
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Sekil 1. m = 0.2 i¢in yiiksek riskli birey oran1 h’ya bagh olarak hasta sayisinin zamana gore degisimi (Figure 1. the course
of the number of infectious over time, depending on the rate of high risk susceptibles h, for m = 0.2)

Amag (Aim)

Bu ¢alismada salgin hastaliklarin yayimasinda yiiksek riske sahip duyarli bireylerin toplam niifus igindeki
oraminin ve bu bireylerin izolasyonunun etkisi a¢iklanmaya ¢alisilmigtir./In this study, it is tried to explain the
ratio of susceptible individuals with high risk in the spread of epidemic diseases in the total population and the
effect of isolation of these individuals.

Tasarum ve Yontem (Design & Methodology)

Modelin global kararliligi incelenirken Lyapunov fonksiyonu ile birlikte LaSalle Invariance prensibi
kullanilmistir./LaSalle Invariance principle was used together with the Lyapunov function while analyzing the
global stability of the model

Ozgiinliik (Originality)

Bu modelde hastaliga duyarl bireyler yiiksek risk tasiyanlar ve digerleri olmak tizere iki alt grubun toplamindan
olusmaktadir. Béylece elde edilen modelin klasik SEIR modellere gore daha ger¢ek¢i oldugu diistintilmektedir./In
this model the susceptible individuals consist of the sum of two subgroups: susceptible individuals with high risk

and other susceptible individuals. Thus, the model obtained is considered to be more realistic than classical SEIR
models.

Sonuc (Conclusion)

Popiilasyon i¢indeki yiiksek riskli bireylerin oraninin kontrol edilemeyecegi ger¢egi goz ontine alinirsa, Covid-19
gibi bir pandemi ile miicadelede bu bireylerin izolasyon oranimin artirilmast: uygulanabilecek en iyi stratejilerden
biri olacaktir./Considering the fact that the rate of high-risk individuals in the population cannot be controlled,
increasing the isolation rate of these individuals will be one of the best strategies to struggle a pandemic such as
Covid-19.
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bir izin gerektirmedigini beyan ederler. / The author(s) of this article declare that the materials and methods used
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oz
Salgin hastaliklarin bir popiilasyondaki yayilmasinin matematiksel olarak incelendigi bu ¢aligmada kompartmental bir epidemik
model olusturulmustur. Gecikmeli bir diferensiyel denklem sisteminden olusan bu modelde hastalia duyarl bireyler yiiksek risk
tagtyanlar (susceptible individuals with high risk) ve digerleri (susceptible individuals) olmak iizere iki alt grubun toplamindan
olugsmaktadir. Béylece elde edilen modelin klasik SEIR modellere gore daha gergekei oldugu diisiiniilmektedir. Calismanin giristen
sonraki ilk boliimiinde model tanitilmug ve ardindan hastaliktan bagimsiz denge noktasi elde edilmigtir. Daha sonra “next generation
operator” yontemi kullanilarak salginlarin yayilmasinda hayati bir 6nem tastyan R esik degeri hesaplanmistir. Bulunan R degeri

dikkate alinarak modelin hastalikla iliskili denge noktasinin varlig1 arastirilmigtir. Son boliimde ise mevcut olan denge noktalarinin
lokal ve global kararliliklar1 analiz edilmistir.

Anahtar kelimeler: Lyapunov fonksiyonu, lokal ve global kararhihk, matematiksel model, epidemik model, ikincil
enfeksiyon sayisi.

Analysis of a Mathematical Model in which the High
Risk Individuals is Considered in Spread of Epidemic
Diseases

ABSTRACT

In this study, in which the spread of epidemic diseases in a population has been examined as mathematically, a compartmental
epidemic model is presented. In this model, which consists of a system of delay differential equation, the individuals who are
susceptible to the disease are formed two separate groups: susceptible individuals with high risk and others susceptible individuals.
Thus, the model obtained is considered to be more realistic than clasical SEIR models. In the first section of the study after the
introduction, the model is introduced and then the disease-free equilibrium point is obtained. Then, using the next generation
operator method, the threshold value R, which is very important for the spread of diseases, is calculated. Taking into consideration
the value of R, existence of the endemic equilibrium point of the model is investigated. In the third section, the local and global
stabilities of existing equilibrium points are analyzed.

Keywords: Lyapunov function, local and global stability, mathematical model, epidemic model, reproduction number.
1. GiRiS (INTRODUCTION)

Bilindigi lizere salgin hastaliklar ge¢misten giiniimiize

birgok problem diferensiyel veya integro-diferensiyel
denklemler yardimiyla modellenebilmektedir, [1-7].

kadar insanoglu i¢in biiylik saglik sorunlarindan biri
olmustur. 20. yy. baslarinda goriilen ve ¢ok biiyiik bir etki
olusturmus olan Ispanyol Gribi ile yakin gegmiste
yasanan Kus Gribi (H5N1) ve Domuz Gribi (H1IN1)
bunlardan bazilaridir. Ozellikle salginlarin kiiresel olarak
biiyiik ¢apta meydana gelmesi, yani pandemiye
doniigmesi durumunda ise neredeyse biitiin diinya bu
durumdan etkilemektedir.

Diger taraftan matematiksel modelleme gercek hayat
problemlerinin kapsamli olarak anlagilmasi adina bir
disiplin iginde ele alinip analiz edilmesinde ve ¢oziime
iliskin sonuglar elde etmede onemli bir yere sahiptir.
Ozellikle fen, miihendislik ve saglik alaninda karsilasilan

* Sorumlu Yazar (Corresponding Author)
e-posta : umitcakan@gmail.com

Stiphesiz ki; genis bir etkiye sahip olan salgmlar ile tek
yonlii bir miicadele yeterli olmayabilir. Bu acidan
salgimin epidemiyolojik olarak matematiksel modelinin
olusturulmast son derece Onemlidir. Yayilimin
matematiksel modeli salgmin seyri hakkinda on
goriilerde bulunmada ve olasi senaryolar1 tahmin etmede
kayda deger katkilar sunmaktadir. Bu kapsamda yapilan
caligmalarin  Onciisii konumunda olan Kermack ve
McKendrick [2] tarafindan 1927 yilinda olusturulan
model literatiirde SIR model olarak yer almaktadir. Bir
adi diferensiyel denklem sisteminden olusan bu Oncii
model bir popiilasyonun birbiriyle kesismeyen ii¢ gruba
ayrilmasina ve gruplar arasi gecislere dayanmaktadir.
Dahas onraki yillarda gerek bu modeli gelistirmeye
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gerekse yeni modeller olusturup analiz etmeye yonelik
pek ¢ok galisma yapilmustir, [8-10].

Literatiirde SEIR model olarak bilinen ve duyarlt sinifi
tek bir dinamik ile temsil eden birgok model mevcuttur,
[11,12]. Kulucka doneminden kaynaklanan gecikme
stiresinin de dikkate alindig1 klasik SEIR modelin yapisi
asagidaki gibidir.

dS—b NG S

2 = b BSOI®) —uS®)

dE

T BSI() — BS(t — DIt — 1)~ — uE(t)

dl
i BS(t—1D)I(t —1)e % — (a +d + p)I(t)

drR ; R
2 = A® —uR®

Burada duyarli bireylerin etkin bir temas ile patojene
maruz kalarak E sinifina gecisinin katsayisi olan 3 sayist
S smifinin tamamu igin gecerlidir.

Diger taraftan, 6zellikle bagisiklik sistemini baskilayici
etkilere sahip kronik hastaliklar1 olan veya belirli bir
yasin izerindeki bireylerin Covid-19 gibi salgin
hastaliklara karst duyarlilik seviyeleri diger duyarli
bireylere gore daha yiiksektir, [13].

Bu calismada 6zellikle 2019 yilinin sonunda Cin’den
baslayarak neredeyse biitiin diinyaya yayilan ve DSO
tarafindan pandemi olarak ilan edilen Covid-19’un
yayillmasinda daha agir sonuclar goriilmesindeki
etkisiyle daha ¢ok giindeme gelen yiiksek risk grubunun
salginin seyrindeki etkisinin dikkate alindigi bir
matematiksel model olusturulmustur. Modelde duyarli
bireyler risk durumuna gore iki alt sinifa ayrilmis ve bu
alt smiflarin hem izolasyon hem de bulagicilik
katsayilarinin farkli olabilecegi gercegi g6z Oniine
almmuistir. Boylece S sinifindan E sinifina gegis katsayisi
yiksek riskli  bireylerin oranina bagli olarak
degisebilmektedir.

2. boliimde ilk olarak modelin detaylar1 verilmistir. Daha
sonra hastaligin yayilmasinda bir esik olarak hayati
o6neme sahip olan ikincil enfeksiyon sayist R,
tanitilmustir. 3. bolimde olusturulan model dinamik
acidan analiz edilmistir. Bu kapsamda R degerine bagl
olarak modelin her iki denge noktasinin lokal ve global
kararliligr irdelenmistir. Bu asamada model igin
olusturulan bir Lyapunov fonksiyonu yardimiyla LaSalle
Invariance prensibi [14] temel ara¢ olarak kullanilmistir.
Son olarak yiiksek riskli bireylerin oraninin salginin seyri
iizerindeki etkisini gosteren bir 6rnek sunulmustur.

2. MODELIN OLUSTURULMASI VE IiKINCIL
ENFEKSIiYON SAYISI (INSTRUCTION OF

THE MODEL AND REPRODUCTION
NUMBER)
Olusturulan modelde bir popiilasyonun birbirleriyle
kesigsmeyen dort farkli gruptan olustugu

varsayilmaktadir. Tlk grubu hastaliga kars1 herhangi bir
bagisiklig1 bulunmayan ve dolayisiyla hastalanmaya acik

olan, duyarli (S: Susceptibles) bireyler olusturmaktadir.
Modeldeki diger gruplar sirasiyla; hastalik etkenine
maruz kalanlar (E: Exposed), hasta olanlar (I: Infectious)
ve iyilesip bagisiklik kazananlardan (R: Recovered)
olugsmaktadir. Boylece model gruplarin ingilizce bas
harfleri ile SEIR seklinde kisaca ifade edilecektir.

Modelde S sinifinin tamaminin popiilasyon iginde serbest
dolagimda olmadigi, belirli bir oranda self izolasyon
sagladig1 varsayilmistir. Hemen belirtelim ki klasik SEIR
modelden farkli olarak bu modelde S sinifi kendi iginde
farkli duyarlilik seviyelerine sahip iki alt gruba ayrilmis
ve dolayisiyla bu alt gruplarin bulasicilik katsayilar: ve
self izolasyon oranlar1 birbirinden farkli alinmustir.
Duyarli smifin alt smuflar1 farkli kriterlere gore
olusturulabilecegi gibi “yiiksek riskli” ve “normal”
duyarl bireyler seklinde de diistiniilebilir.

S sinifi iginde yiiksek riskli bireylerin oran1 h (0 < h <
1) olmak tizere bu bireylerin bulasicilik katsayisi garpani
q, normal duyarli bireylerin ¢arpani ise p ile temsil
edilmistir. Buradan hareketle, yiiksek riskli bireylerin
hastalik etkeni ile karsilastiginda hasta olma olasiliginin
normal seviyedeki duyarli bireylere gore daha fazla
olabilecegi gergegi [15] gdz Oniine alinirsa 0 < p < q <
1 siralamasinin anlaml olacagi sonucuna varilir. Ayrica
yiiksek riskli ve normal duyarl bireylerin self izolasyon
oranlar sirasiyla m ve n ile gosterilmistir. Modelde her
gruptaki bireylerin hastalik kaynakli olmayan 6liim orani
esit ve d olarak alinmistir. Popiilasyona katilim hangi
grup lizerinden olursa olsun, yeni katilan bireylerin
baslangicta S sinifinda olacagi ve bu yeni katilim
oranmin b oldugu varsayilmistir. Bunlara ek olarak f:
bulasicilik katsayisi, a: hasta bireylerin iyilesme orani, y:
hastalik etkenine maruz kalan bireylerin bagisiklik
kazanma orani, t: kulucka siiresi ve p: hastalik kaynakli
0lim orani olmak iizere; s6z konusu model asagidaki

gecikmeli diferensiyel denklem sistemi ile temsil
edilmektedir.
as

Frinian [(1 —m)hq + (1 —n)(1 — h)plBS()I(t)

—ds(t) 1)

dE
— =[0-mhqg+ (1 -n)(1 - h)p]BSOI)

dt
—[(1 -=m)hq + (1 —n)(1 — h)p] X
X BS(t — DIt — e % — (y + d)E(t) (2

dl
= [(1—=m)hg + (1 —n)(1 — h)p] x

XBSt—DIt—1e ™ —(u+a+d)I(t) 3)

dR
— = al(®) + YE(®) — dR(®) (4)

Yukaridaki T haricindeki biitiin parametreler [0,1]
arah@inda olmak tzere; S(t), E(t), I(t) ve R(t)
fonksiyonlart sirasiyla t anindaki duyarli bireylerin,
maruz kalan bireylerin, hasta bireylerin ve iyilesen (veya
bagisik olan) bireylerin sayilarini gostermektedir. Ayrica
her t aninda S(t) + E(t) +1(t) + R(t) = N(t) oldugu
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kabul edilmektedir. e~9T ifadesi ise t aminda t kadar
zaman Once

hastalik etkenine maruz kalan bireylerin sayisindaki bu
stire zarfinda (kulugka donemi boyunca) dogal dliimler
ile meydana gelen azalmay: temsil etmektedir. Aslinda
bu azalma, t aninda hastalik etkenine maruz kalali T
kadar zaman gegen bireylerin sayisin1 temsil eden E (¢, T)
fonksiyonuna iligkin baslangic deger probleminin
¢oziimiinden elde edilmektedir. Ozel olarak gecikmenin
olmadigi, yani Tt =0 durumunda s6z konusu model
klasik SIR modele doniismektedir.

Buradaki bilinmeyenlerden E ve R fonksiyonlar1 (1) ve
(3) denklemlerinde mevcut olmadigindan bu sistemin
sadece (1) ve (3) denklemleri lizerinden ele alimmast
epidemiyolojik olarak anlamli ve yeterlidir. Dolayisiyla
bundan sonraki kisimda model agagidaki (5) sistemi
olarak anilacaktir.

ds
< = b= [ —mhg + (L= m)(1 ~ WPIESOI®)
—dS(t)
©)
dl
== [ =mhg + (1 = m)(1 - p] x

X BS(t — DIt —1)e ™ — (u+ a+ d)I(t)

Lemma 1:

0= {(s, E,LR) € C([~1,00),R% ): N(t) < %} kiimesi
yukaridaki model i¢in pozitif invaryanttir.

Ispat.
(1)-(4) denklemlerinin toplanmasiyla

dnN
pr Al OBy 10 (6)

elde edilir. Buradan

dN
o HAN@® = b—w(®)

ve

dnN

— +dN(t) <b

dt

esitsizligine ulasilir. Diger taraftan
dN

—+dN(t)=b

dt
diferensiyel denkleminin ¢6ziimiiniin

b
N(0)e %t + E(l — e~

oldugu g6z Online alinirsa, Standard Comparison
Theorem [16] geregince (6) denkleminin maximal
¢Ozumu

N(t) = N(0)e™ +§(1 — e~

olarak elde edilir. Kolaylikla goriilebilecegi gibi N(0) <
Z olmasi her t > 0 igin N(t) SS olmasii gerektirir.
Boylece 2 kiimesi model i¢in pozitif invaryanttir. I

Modelin sabit fonksiyon seklindeki (S°,1°) ¢oziimleri,
yani denge noktalar1 arastirilirken, kritik sinif olan /’nin
durumuna gore irdeleme yapilacaktir. 1lk olarak I(t) =
1°=0 durumu gdz oniine almacaktir. Bu durumda
modelden elde edilen cebirsel denklem sisteminin
¢ozlilmesiyle, modelde hasta sinifi yok oldugu igin
hastaliktan bagimsiz denge noktasi (disease-free
equilibrium point) olarak adlandirilan, P° = (§°,1°) =
(S, 0) denge noktasi elde edilir.

Ele alinan model next generation operator yontemi ile iki
stitun matrisinin farki olarak yazilirsa,

H

0

L+ a+ )

olmak tizere

al
dt

as
dt

seklinde ifade edilir. Hastaliga sebep olan patojeni
bulunduran sinif I oldugundan H ve £ matrislerinden
tiirev alinarak elde edilen karesel H ve L matrislerinin P°
noktasindaki karsiliklari,

Hyxq = [[(1 =m)hq + (1 = n)(1 = h)p]BS°e~ "]
ve
Lixi = [p+a+d]

olarak elde edilir. Bir M karesel matrisin spektral yarigap1
p(M) olmak {izere next generation operator yontemi
uyarinca R, = p(H X L™1) esitligi géz oniine alinirsa
modelin ikincil enfeksiyon sayis;

o = PlA-mhg+ 1A -m)(1 - hplpe™™
o~ d(u+a+d)
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olarak elde edilir.

I(t) = I" # 0 durumunda ise model asagidaki cebirsel
denklem sistemine doniisiir.

0=b—[(1-—m)hg+ (1 —n)(1—h)plBS*Ie
—ds”
(7

0=[(1-mhqg+ (1 —-n)(1—h)plBS e
—(u+a+ad)r

(7) sistemi ¢oziiliirse

¢t = pn+a+d
T [A-m)hg+ (1 —n)(1 — h)p]B e~
ve
. b—ds*
~ [(1-m)hg+ (1 —n)(A - h)plBS*
dRo(Ry — 1)

[(1 —m)hqg + (1 —n)(1 — W)plB

olarak elde edilir.

Ayrica S* > 0 oldugu goz 6niine alinirsa, ancak Ry > 1
durumunda (5) sisteminin bir tek
P* = (§*,I") denge noktasinin var oldugu soylenebilir.

3. MODELIN KARARLILIK ANALIZi
(STABILITY ANALYSIS OF THE MODEL)

Teorem 1: Ry <1 olmast durumunda (5) sisteminin
hastaliktan bagimsiz denge noktas1 P° lokal asimptotik
kararlhidir.

Ispat.

(5) sisteminin P° noktasindaki Jakobiyen matrisi,

J4 =-[1-mhg+ (1 —n)(1 — h)plBI° —d,
J% = —[(1 —=m)hg + (1 —n)(1 — h)p]BS°,
J3 = [ —m)hqg + (1 —n)(1 — K)p]pI°e~,

J32 = [A =m)hg + (1 = n)(1 — B)p]BS%e~*"

—(u+a+d)
olmak iizere;
Ji1 Ji2
J(P®) =
J21 J2a
—d —-[(1-m)hq+(1-n)(1-h)p]Bb
d
0 (p+a+d(Ry—1)

olarak elde edilir.

Boylece J( P°) matrisinin karakteristik denklemi
(d=-Dlp+a+dDRy—-1) -1 =0

olup bu denklemin reel kokleri A, = —dve A, = (u+
a+ d)(Ry, — 1) dir. Ry, < 1 iken her iki reel kok negatif
olacagindan (5) sisteminin hastaliktan bagimsiz denge
noktasi

P = (5°,1° Ilokal asimptotik kararlidir. Ayrica R, =
1 durumunda P° kararli ve R, > 1 durumunda ise A, >
0 olacagindan P° kararsizdir. OJ

Teorem 2: R, <1 olmasi durumunda (5) sisteminin
hastaliktan bagimsiz denge noktas1 P° global asimptotik
kararlidir.

ispat.

Bu kisimda LaSalle Invariance prensibinden
yararlanilarak ispat yapilmistir. R, < 1 olmak iizere;
L(t) fonksiyonu

L) =11t) +[(1 —m)hg + (1 —n)(1 — h)p] %

X ﬁe‘drft SC)I(x)dx

it

seklinde tanimlansin.

Bu durumda her ¢ {t > 0:(S(t),1(t)) = P°} igin
L) >0vete{t=0:(5(),I(t)) =P} iken L(t) =
0 dir.

Diger taraftan
d—L—ﬂ 1-m)hg+ (1 —n)(1 — h)p] X
- at [(1 —m)hq n p

x Be~ 4TS (t)I(t)

—[(1 —=m)hq + (1 —n)(1 — h)p] X

x Be~ %S (t — It — 1)
=[(1 —m)hq + (1 —n)(1 — h)p]X
X Be~ T S()I(t) — (u+ o+ d)I(t)

=I1(®)[Be " ((1 —m)hq + (1 —n)(1 — h)p)S(t)
—(u+a+ d)]

bBe~4*((1 —m)hq + (1 —n)(1 — h)p)
d

<I(t)
—(u+a+d)

=IOMm+a+d)(R,—1)

olup Ro <1 iken = <0 elde edilir. Boylece L

fonksiyonu 2 kiimesinde (5) sistemi i¢in bir Lyapunov
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fonksiyonudur. Ayrica {(S, I): %z 0} kiimesinin en
genis invaryant alt kiimesi {P°} oldugundan LaSalle
Invariance prensibi geregince (5) sisteminin biitiin
¢oziimleri P° noktasina yakinsar. Dolayistyla P° noktast
global asimptotik kararlidir. O

Teorem 3: R, > 1 olmasit durumunda (5) sisteminin
endemik denge noktast P* lokal asimptotik kararhdir.
ispat.

(5) sisteminin P* noktasindaki Jakobiyen matrisi

Ji1=—-[A-m)hqg+ (1 —n)(1 - h)plBI" —d,
Ji = —[(A =m)hq + (1 —n)(1 — h)p]pS™,
J31 =[(1 —m)hg + (1 —n)(1 — h)p]pIre™ %,

J32 = [(1—m)hg + (1 —n)(1 — h)plpSTe ™"

—(u+a+d)

olmak tizere;

Ji1 J12

J(PY) =
J21 J22
—-[(1-m)hq+(1-n)(1-h)p]b
R R - 1)~ d TR b
dR()(RO - 1)e_dT 0

olarak elde edilir.
Boylece J( P*) matrisinin karakteristik denklemi
0=2+[dRy(Ry — 1) +d]A

+[(1 =m)hg + (1 —n)(1 — h)plbfe 4 (R, — 1)

seklinde olup bu denklemin kokleri olan A, ve 4, igin
MA; >0 ve A+, =—-dRy(Ry,—1)—d dir
Kolaylikla goriilebilecegi gibi Ry > 1 iken 4, + 1, <0
ve dolayisiyla 4; < 0, A, < 0 sonucuna ulagilir. Boylece
Ry > 1 igin (5) sisteminin endemik denge noktas1 P* =
(8%, 1) lokal asimptotik kararlidir. O

Teorem 4: Ry > 1 olmast durumunda (5) sisteminin

endemik denge noktast P* = (S, I") global asimptotik
kararlhdir.

ispat.

f:(0,00) = [0,0) fonksiyonu f(x)=x—1—Inx
seklinde tanimlansin. Burada f fonksiyonunun mutlak
minimum degerini sadece x = 1 noktasinda aldigina

dikkat edilmelidir.

Diger taraftan

w® =s'f (52),

I(t))

Wy(t) = eI f (1—

ve

W5(t) = [(1 =m)hq + (1 —n)(1 — h)p] X

x BS°I* fi f <I§x)) dx
olmak lizere W(t) = Wi (t) + Wy (t) + W5(t)

fonksiyonu tanimlansin.

Bu durumda her ¢t & {t>0:(S(t),I(t)) = P*} igin

W) >0 ve te{t=0:(S®),I(t) =P} iken
W (t) = 0 dir.
Ayrica

Fra [A—m)hg+ (1 —n)A - h)p]BS*T*+dS*

—[(1 =m)hq + (1 —n)(1 — h)p] X
XBS(t—o)I(t—1)—dS(t—1)
—[(1 =m)hq + (1 —n)(1 — h)p] X

s* _ « S*
S(t-1) S(t-1)

x BS*I*

+[{(1 —=m)hqg + (1 —n)(1 — h)p] X
X BS*I(t — 1) +dS*,

dt

=[1-m)hg+ (1 —n)(1 - h)p] x

X BS(t — DIt —1) — (W+ o+ d)e®I(t)

—[(1 =m)hg + (1 —n)(1 — h)p] X

I*

X BS(t —0I(t —1) + (u+a+d)I,

I(t—1)
Tl [(1 —=m)hg + (1 —n)(1 — h)p]BS"I(¢t)
—[(1 —=m)hg + (1 —n)(1 — h)p] X
X BS*I(t — 1)

It—1)

+[(1 —=m)hg+ (1 —n)(1 — h)p]BS*I*In 6

ve (7) sistemi gbz Oniine alinarak
M+ a+dI*=[1—-m)hg+ (1 —-n)(1—h)p] x

x BS*T*,
(n+ o+ d)e(t)

=[(1 =m)hg + (1 —n)(1 — W)p]BS™I(t)
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esitlikleri kullanilirsa

dw _dw,  dW,  dW;
dt  dt dt dt
S* S(t—1)
=ds*(2- -
( S(t—1) S* )

+[(1 —=m)hqg + (1 —n)(1 — h)p] X

. o .
x ps’l (1 TS0 In S(t—T))

+[(1 =m)hqg + (1 — n)(1 — h)p] X

. St—-0It—1) St—-0It—1)
X BS*I (1 T In R0 )
elde edilir.
Boylece

1]

S* S(it—1)
(2_5(t—r)_ S )SO

(1 S imS )<o
St—0  st-n/)=
ve

(1 _S(t—‘t)l(t -1) i

St—-0It—1) <0
S*I(t) )_

S*I(t)

esitsizlikleri de kullanilarak il—l/lt/ < 0 elde edilir.
Diger taraftan

aw
E=O@S(t—r)=5* ANE-—TD=It)=I"

onermesi de dikkate alinirsa W fonksiyonunun £
kiimesinde (5) sistemi i¢in bir Lyapunov fonksiyonu
oldugu sonucuna ulaglir.

Ayrica {(5 1) ‘Z—V: = 0} kiimesinin en genis invaryant alt
kiimesi {P*} oldugundan LaSalle Invariance prensibi
geregince Ry > 1 iken (5) sisteminin biitiin ¢6ziimleri P*
noktasina yakinsar. Dolayisiyla P* noktasi global
asimptotik kararlidir. O

Son olarak olusturulan modeli kullanarak temsili bir
popiilasyonda yiiksek riske sahip duyarli bireylerin
oraninin ve bu bireylerin uyguladig1 izolasyon oraninin
salginin  seyrindeki etkisini gorsel olarak temsil
edilecektir.  Bu  temsil  olusturulurken S(0) =
69999 940, E(0) = 100, 1(0) =500, R(0) =0
baglangic kosullar ile birlikte s6z konusu parametreler
tahmini olarak asagidaki gibi almmis ve Wolfram
Mathematica 12.1 programinda “NDSolve” komutu
kullanilmistir.

b = 4000, 8 =10 x 1071%, y = 0.0001,

d =0.000015, pn = 0.015, T=7,
n = 0.1, q = 0.6, p=04, a=0.15
Yiksek Risk Grubunun izolasyon Qraninin Etkisi
26x108 [ m=08
[ = m=0.6
20x108F m=0:4
g F— m=02
E 6 [
= 1.6x10
=
£ 1.0x10°F
500000 F
0 -

0 100 200 300 400
zaman (gin)

Sekil 1. h = 0.1 igin m izolasyon oranina bagli olarak hasta
sayisinin zamana goére degisimi (Figure 1. the course
of the number of infectious over time, depending on
the isolation rate of m, for h = 0.1)

Sekil 1. den goriilebilecegi gibi izolasyon oraninin
artmasiyla dogal olarak hasta sayis1 azalmakta ve ayni
zamanda salgin daha uzun bir zamana yayilmaktadir.
Boylece saglik sisteminden faydalanabilme imkani daha
fazla olacaktir.

Yiksek Riskli Bireylerin Oraninin Etkisi

35x10% F— h=0.4

30108 f = h=03
- 25x108 =02
o £ h=0.1
Ez_nxmﬁ;
& 16x10°F
% F

1.0x108 F

500000 |

) S—

0 1(5[] 2[50 3[50 4[I]0
zaman (gin)

Sekil 2. m = 0.2 icin yiiksek riskli birey oranit h’ya bagh

olarak hasta sayisinin zamana goére degisimi (Figure 2. the

course of the number of infectious over time, depending on the
rate of high risk susceptibles h, for m = 0.2)

Yiiksek riskli bireylerin 0.2 oraninda izole oldugu
varsayimiyla, toplam duyarli bireylerin %10 unun
yiiksek riskli olmastyla, %40’ min yiiksek riskli olmasi
maksimum hasta sayisim1 yaklastk 1 milyon kadar
artirabilmektedir.

Sonu¢ olarak popiilasyon i¢indeki yiiksek riskli
bireylerin oraninin kontrol edilemeyecegi gercegi g6z
Oniine alinirsa, Covid-19 gibi bir pandemi ile miicadelede
bu  Dbireylerin  izolasyon = orammmn  artirilmasi
uygulanabilecek en iyi stratejilerden biri olacaktir.
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Kulugka Stresinin Etkisi

6x 108 -

4x 108 F

Hasta Sayis!

2x 108 |

0 100 200 300 400

zaman (giin)

Sekil 3. h =0.4,m = 0.2,n = 0.1 i¢in gecikme terimine (t)
bagli olarak hasta sayisinin zamana gore degisimi
(Figure 3. the course of the number of infectious over
time, depending on the latent period t, for h =
04,m =0.2,n=0.1)

Kulugka siiresinin s6z konusu oldugu, yani >0
durumunda patojene maruz kalan bireyler hemen hasta
olmaz ve dolayistyla hastaligi duyarli bireylere hemen
bulastiramazlar. Bagka bir ifade ile t — 7 aninda etkin bir
sekilde patojene maruz kalan bireyler ancak t aninda
hastaligr bulastirabilecek duruma gelirler. Boylece

kulugka siiresinin artmasi ile salgin popiilasyon
igerisinde

zamana Yyayilacaktir. Ayrica patojene maruz kalan
bireylerin [t —t,t] arahiginda dogal sebeplerden

meydana gelen Olimlerinin | smnifina gegcen ve
dolayisiyla bulastirict olan birey sayisini azaltacagi
gercegi de goz Oniine alindiginda, t degerinin artmasi
ayni anda hasta olan maksimum birey sayisini
azaltacaktir. Bu durum Sekil 3. ile 6rneklendirilmistir.
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