Mathematical Modelling of Covid-19 with the help of Linear Cellular Automata
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Tiim diinyay1 saran Covid-19 viriisii nedeniyle iilkeler zor giinler gecirmektedir. Ilk olarak Cin’in Wuhan kentinde
ortaya c¢ikan bu virlis sonrasinda hemen hemen tiim diinyaya yayilmustir. Peki bu yayilma nasil olmustur? Bu
viriisiin hizla yayilmasindaki iilkelerin rolii nedir? Viriisiin yayilmamasi i¢in insanlar iizerlerine diisen gorevleri
yerine getirmis midir? Bu sorulara matematiksel bir bakis acisi ile cevap vermeye c¢alisalim. Bu c¢aligmada, viriisiin
yayilmasinin nasil oldugunu matematiksel olarak agiklanmaya calisilmistir. Matematiksel metot olarak iki boyutlu
hiicresel doniisiimler kullanilmistir. Bu doniisiimlerin  gegis fonksiyonlar1 yardimiyla yayilma durumlarn
incelenmistir. Boylece viriisiin yayilma seklinin matematiksel bir modeli ¢ikarilmis oldu. Bu noktada, her ne kadar
devletler 6nlem alsada, kurallara uymayan insanlarin viriisii nasil diger insanlara aktardiginin matematiksel olarak
modellenmesi calisildi.

Anahtar Kelimeler: Hiicresel Doniisiim, Temsili Matrisler, Covid-19, Sifir Sinur Sarti

Covid-19’un Lineer Hiicresel Doniisiimler Yardimiyla Matematiksel Modellenmesi

ABSTRACT

Countries have a hard time due to the Covid-19 virus, which covers the whole world. This virus, which first
appeared in Wuhan, China, has spread to almost the whole world. So how did this spread occur? What is the role of
countries in the rapid spread of this virus? Have people fulfilled their duties to prevent the virus from spreading?
Let's try to answer these questions with a mathematical perspective. In this study, it is tried to explain
mathematically how the virus spread. Two dimensional cellular transformations were used as a mathematical
method. The propagation states of these transformations were analyzed with the help of transition functions. Thus, a
mathematical model of how the virus spreads was created. At this point, it was tried to model mathematically how
people who do not obey the rules transfer the virus to other people, although the states take precautions.
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komsguluklar1 kullandilar ve analitik bir sonug¢ elde

GIiRIS

Iki boyutlu hiicresel doniisiimlerin bircok alanda
uygulamalar1 vardir. Bu ¢alismalarin durum uzay: 0,1
elemanlart ile ikili cisimlerden olusur ve boylece iki
boyutlu hiicresel doniisiimler adimi alir. Bir boyutlu
hiicresel donistimler ilk olarak Von Neumann
tarafindan  tarafindan  farkli  bilim  alanlarinda
incelenmistir [1]. O zamandan giiniimiize kadar bir¢ok
bilim adami karmagik sistemlerin diizenlenmesi ig¢in
hiicresel doniisiimleri incelemistir. Hedlund ise sadece
matematiksel bir bakis ile hiicresel doniisiimleri
incelemistir [2]. Wolfram  bir boyutlu hiicresel
dontigiimlerin kompleks davranislarini polinom cebirleri
yardimiyla incelemistir [3]. Iki boyutlu hiicresel
doniistimlerle ilgili ¢aligmalar da yapilmaya baslanilmis
ve hali hazirda bir¢ok makale vardir. Wolfram ve ark.,
bes komsuluktan olusan iki boyutlu hiicresel
doniistimlerle ilgili baz1 gozlemlerde bulunmustur [4].
Khan ve ark., dokuz komguluklu iki boyutlu liner
hiicresel ~dontigiimleri incelemek i¢in en yakin

ettiler [5]. Choudhury ve ark., . cismi iizerinde iki
boyutlu hiicresel doniigiimlerin  6zel bir hybrid
doniigiimiiniin  karakterizasyonunun en genel halini
verdiler [6]. Son yillarda iki boyutlu hiicresel
dontigtimlerle  ilgili birgok c¢alisma  yapilmistir.
(Matematik, Fizik, Bilgisayar, Biyoloji [7], Kimya vb.)
Ayrica goriintii isleme, sifreleme, Kuantum, Simiilasyon
vb. caligmalarda yapilmistir [8-10]. Ribba ve ark., ise
kanserli hiicrenin ayirt edici 6zelliklerini incelemek i¢in
hiicresel donilisiim modellerinden faydalanmiglaridir
[11]. Bu calismalarin bazilar1 yapilirken hiicresel
doniistimlerin  terslenebilirligi de ele  alnp
incelenilmigtir. [12-14]. Ayrica bu ¢aligmalarin ¢ogu L
cismi lizerinde yapilmigtir [15-17].

Bu c¢alismada iki boyutlu hiicresel doniisiimleri
kullanarak, Zg cismi iizerinde, diinyamizin su an
popiiler vakalarindan biri olan Covid 19’un insandan
insana nasil yayildigini modellemeye calistik. Bunu
yaparken matrislerden ve yerel fonksiyonlardan
faydalanildi.
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MATERYAL ve YONTEM

N=0c0

Z,, = {0.1.2,....p — 1} halkasi verilsin. X= (Xn)

iki tarafli sonsuz bir dizi olsun. Bu sekildeki dizilerin
uzay1 E_E ile gosterilir. Yaricap: r olan f yerel kurali

fiEF7 " = I, olmak iizere

N=—o0

flrpnxy) = {E::ztrﬂl-xl-}(mud p)

ile tammlansin. Bu f yerel kurah ile iiretilen

F EE - EE doniisiimiine toplamsal (additive) CA denir.
Bu doniisiim asagidaki gibi tanimlanir:

FX = ( yn ):Ziﬂ !
¥n = f{xn—r.---- .-xn+rj = {E:::E,-ﬂ,-xnﬂ-}{mmip]

Simdi iki boyutlu hiicresel doniisiimlerin, Z, cismi

iizerinde tanimini verelim. E; durum kiimesi olsun.

Egzhﬁcrelerin uzay1 olsun. f yerel kural ve F de global
doniisiim fonksiyonu(gegis fonksiyonu) olmak tizere;

Fiif — I, F.1f —IF

seklinde tammlanir. Iki boyutlu hiicresel doniisiimler
icin  bazi klasik komsuluklar vardir. Bu ¢alismamizda
biz en yakin komsuluk sistemi ile ¢alistik. Matematiksel
olarak (i, j) . hiicrenin bir sonraki (t+1) zamandaki
durumu o hiicreye en yakin olan komsuluklarin t.

zamandaki durumuna baglidir. Bu durum asagidaki gibi
ifade edilebilir:

(t+1) _ ® @® ® ®
x(i(.jg =f ("((i).j)'x(if).j)' x(t+1.{—)1)' x(i,{—)n
t t t t t
s X(i=1,j-1) X(i=1,)» X(i=1,j+1) X (i,j+1)’ X (i+1,j+1)

(®)

=(apx;j + alx(t)

@i+1,))
®) )
+ AsX(Zq1j-1) + AsX(;_q,j) +

®
+ A2X (i 41,j-1) +
®
A3X(i,j-1)

® ® ®
A6X(Z1,j+1) + A7X (i j41) + AgX(;11,j41) (mod 3)

Burada ay, ay, ..., age{1,2} dir. Her bir hiicrenin degeri
diger tim 9 hiicreye bagli degildir. Bu deger her bir
hiicreye en yakin olan komsu hiicrelerin toplamina
bakilar bulunur. Hiicrelerin hepsinin tek tek bulastirma
seklinin modellemesini bulabilmek i¢in, yani diizenli bir
Oriintii elde etmek i¢in belli sinir gartlar1 ile ¢alismamiz
lazim. Ug hiicrelerdeki komsguluklarin durumuna gore
siur sartlar1 degisir. Bu ¢alismamizda sifir sinir sartini
kullandik.

Sifir Sinir Sarti

Ugtaki ve en kenardaki hiicrelerin etraflarinin
tamamiyla sifir ile kaplanmast durumudur. Bu kuralin
hiicreler etrafina nasil yerlestirilecegini asagidaki
sekilde daha net gorebilirsiniz.

Tablo 1. Sifir Sir Sart1

0 0 0 0 0
0 Xri-Lj+0y | Frigel | Eli+Li+L 0
0 | 1wy X X (ier) 0
0 | ®rirjon | Frijeny | Fiirrjery | O
0 0 0 0 0

Yerel (Lokal) Kural

iki boyutlu hiicresel déniisiimlerin temsili matrislerini
elde etmek icin asagidaki yerel kurali tanimlayalim:

fRN(xllvx12vx13:x21:x22vx23vx31: x32,x33) =kx; +
NXy3 + MXg,+CXy1 + txy, (mod 3) D

seklinde verilen f lokal kuralin1 g6z 6niine alalim.

Tablo 2. Yerel Kural

Xy | K X3

lxay - M. Xng

MM X an
X1 az X33

x .-, merkez hiicre olarak tanimlanir. Merkez de yer alan
her hiicre viriislii bir hiicredir.

BULGULAR ve TARTISMA

Iki boyutlu hiicresel déniisiimlerin yerel fonksiyonu
yardimiyla temsil eden karakteristik matrisi yukarida
verdik. Burada bu matrisin nasil elde edildiginden
bahsedecegiz. Bu da bize covid 19 un insandan insana
nasil bulastigini gosteren bir modelleme olacak. Yerel
fonksiyon se¢imi bizim i¢in ¢ok 6nemli. Ciinkii burada
yerel fonksiyonumuzu en yakin komsuluklart sececek
sekilde tanimlayacagiz ki bu duruma en yakin komsuluk
modeli de deniliyor. Bu durum bize viriisiin yayilma
seklinin ve modelinin nasil oldugunu gosterecek. Simdi
bunun nedenini bir drnekle agiklayalim. Ciinkii viriisiin
yayilmasi en yakinimizdakilerden basliyor. Burada her
bir hiicre bir insani temsil ediyor.

Ornek 1: @ =2 ve b =2 alarak lokal kuralin

temsili matrisini inceleyelim.

Tablo 3. 2x2 Tipinde Hiicrelerden Olusmus Konfigiirasyon

0 0 0 0
O % | % [0
0 X1 Xpo 0
0 0 0 0
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Yukarida gordiigiimiiz iizere maviye boyadigimiz 2x2
hiicrenin tiim etraft sifir ile ¢evrilmistir. Burada (1) ile
verilen yerel fonksiyonu uygulayalim. Burada merkezde
yer alan her bir hiicre viriisiin enfekte oldugu bir insani
temsil etsin. Yerel kurali uygulandiginda T doniigiimii
altinda yeni bir konfiglirasyon elde edilir ve bu
konfigiirasyon Y ise bunun hiicreleri sirasiyla agagidaki
gibidir. Yerel kural her seferinde saga dogru bir
otelenerek uygulanir. Uygulana satir bitince bir asagiya
dogru inilir ve yine saga dogru dteleme devam eder. Her
seferinde bu durum tekrar eder. Boylelikle tim diizlemi
taramis ve enfekte olmus tiim insanlar1 bulmus oluruz.

0] 0] 0O

01 x; [ %, |0
O X21 X22 0

0/ 0] 0]O0

Yukarida sar1 ile boyanmis kisima lokal fonksiyon
uygulanmaya baslanir ise merkezde kalan hiicre X,

virlislii hiicre idi. Onun etrafindaki biitiin hiicreler ise
enfekte olmayan hiicrelerdir.

MX +1X ), TEXyy = Vyy

[k uygulamadan sonra iki tane insan daha viriis kapmis
oldu. Bunlar xysve x5q dir. Benzer sekilde devam
edelim.

0| 0 0 |0
Xy | %o
Xa | X2

0| 0 0 |0

Bu sefer merkezdeki hiicremiz X, daha once viriisii

kaptig1 x,, iyilesmis olsa dahi tekrar ona bulastiriyor ve
ayrica yeni bir insana daha viriisii enfekte etmis oldu o
da x ., dir.

Ixyy tmxos + x40 = Yio

Simdi bir alt satira gegelim ve ayni kurali uygulayalim.

0| 0 0 |0
Xy | X
Xa | X2

0| 0 0 |0

O da bu
dongiide yer alip asagida gordiigiiniiz gibi x,; ve x., ye
enfekte ediyorlar.

Bu sefer merkezdeki hiicremiz x., dir.

kxyy Tnxss + E.x0) = ¥y
Son olarak merkez hiicre X,, oluyor ve o da lokal

kural uygulandiginda x,. ve x.,, e bu virlisii enfekte
ediyor.

0| 0 0 [0
Xy | X%
Xa | X2

0| 0 0 [0

kxppHlxg + x30 = ¥z

Dikkat edecek olursak var olan bir dongiide bir
hiicremizin dahi viriislii olmasi1 geride kalan tim
hastaliksiz hiicreleri hasta etmistir. Simdi dogal tabanlar
yardimiyla elde ettigimiz yeni hastalik enfekte olmus
hiicrelerden olusan matrisimiz asagidaki gibi olur:

1 t 0 n
ol _{1 11_1(¢
TU_H’TU_D'
0 0 0 k
t nom 0 0 m
t £ 0 0 m 0j_(0
E 0 t =n Tl_t’
Ukif4x4u {
0 0
0l_[m
Tu—ﬂ.
1 t

Siitun matrisleri yan yana yazilirsa temsili matris,

TRN——(SE (n 0.t ml. J

TN kL S/,

Artik bu hastalik enfekte olmus insanlarin olusturdugu
bir topluluktur. Bu matris katsayilar matrisidir. Yani bu
matrisin tipine bakarak hastalikli hiicre(insan) sayisini
ifade edebiliriz.

Simdi bu duruma daha genis bir 6rnek verelim:

Ornek 2: @ = 3 ve b = 3 alarak lokal kuralin temsili
matrisini inceleyelim.
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Tablo 4. 3x3 Tipinde Hiicrelerden Olugmus Konfigiirasyon Bir baska merkez hiicremiz X,, olsun. Bu durumda

X5, mnin bulastirdig1 hiicreler asagidaki matrisden de

0/0 0 0 0 goriilecegi lizere v, , ¥., , ¥ V€ x5, oOlarak bulunur.
0% | %, | %, |0
00 0 0 0
0 X | Xp2 | X3 0 01 x Xl 2 0
11 2 3
0] % | Xy | X | O
00 0 0 0 O Xy | X5 | X5 | O
0 x | X 0
Simdi lokal kuralimizi uygulamaya baglayalim. T EL 2 | X
doniisiimii altinda yeni bir konfigiirasyon elde edilir ve 0l 0 0 010

bu konfigiirasyonun hiicreleri agagidaki verilmistir.
kxys + 1xsy + mxgs + nxog + x50 = ¥oo

mx,, tnx,, + tx,, =y,
21 1z i 1 Son olarak merkez hiicremiz X;; olsun. Bu durumda

I, tmx, lxtnx +tx, = yyo bulastirdig1 yeni hiicrelerimiz x -, Ve x - olarak bulunur.
tMxyy + X3 = Vg 0l0 |0 0 0
kxyy +mxg +nxg, +txy = vy 0| Xy [ X, | %3 |0
kxyp +1xy + mxg; + nxpy +txy =g O X, | Xy | X5 | O
kxy3 +1xp; + mxg3 + tx55 = ¥p3 0] Xy | X | X | O
kxp tnxg, + tag = vy 01 9 2 010

kxon + lxgy +nxgy + 1y, = Vg
kxag + Ixgs + x5 = ya3

kxytnxg, +txg =ys,

Yukaridaki 6rnekte oldugu gibi dogal tabanlardan
faydalanarak temsili matrisimizi elde ederiz.

Simdi bu hiicrelerin i¢lerinden bazilarinin nasil enfekte

oldugunu gorelim. Ornegin merkezdeki viriis enfekte (1 (t (ﬂ (-n (ﬂ (ﬂ
olmus hiicremiz X;, olsun. Diger hiicreler hastaliksiz ﬂ\ I\ 1\ t\ ﬂ\ n\
olsun. Kuralimizi uygulamaya basladigimizda bu 0 0 0 [ 1 t
durumda yukaridan da goriilecegi lizere x,,,x..Ve x5 0 k 0 0 0 0
yeni enfekte olmus hiicreler olacaktir. Asagida sekilde T | g |(=|o0o |, T|lo|=|k |.Tl0|=|0|
bu durumu daha net gorebiliriz. 0 0 0 0 0 i
0 0 0 0 0 0
o)\ N e Y
00 ToToTo Vol W N N
0] xu Xy X3 0
0 0
X21 X22 X23 (ﬂ\ [m\ /ﬂ\ 0 \ (ﬂ\ 0 \
0 X | X | X 0 0 0 0 m 0 0
0 0 0 0 0 m
0] 0 0 010 1 t 0 n 0 0
rTio|=|1 [LT|1|=|t [L(T|O0O|=|mn
0 0 0 [ 1 t
£ + 'I-'I-+ + f - = 5
Xy THX TRE g T 00y = ¥y 0 i 0 0 0 0
o) o)\ )N
\ﬂ \D \ﬂ 0 \ﬂ k
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o) (o) (o) (o

1] 1]
0 (n\ 0 0 (n\
1] 1] 0 0 1] 1]
0 m 0 0 1] 0

TIol=10 |.T{lo|=|lm|.T|O|[=]0
0 0 0 0 0 m
1 t 0 1]
\! /
0

e/ \r)

temsili matris

\0/ ) \e)

Stitun matrisleri yan yana yazilirsa
asagidaki gibi elde edilir.

t n 0 m O O 0 0 O
I +t+ »m 0 m 0 0 0 0
o It 0 0 m 0 O 0
k00 ¢t n 0 m 0 0
Tegy =10 kK O I t n 0 m 0
0 0 kK 0 1 t 0 0 m
0 00 Kk 0 0 t n O
0o 00 0 kK O I t n
000 0 0 k 0 I t/g4
Si(m, t,1) ml, 0,
= kI S3(m,t,1) mljg
O, ki S3(n, t,1) -
bi¢imindedir.
Yukaridaki lokal fonksiyonu kullanarak

a>=2wveb = 2 durumu icin diizenlenen sifir sinir

sarti altinda elde ettigimiz yeni viriis enfekte olmus
(Taw) apwap temsili matris asagidaki sekildedir:

S(n.t.l) ml 0 0 0 0
ki S(n.t.l) ml 0 0 0
0 ki S(n.t.l) m . 0 0
0 0 ki S(n.t.l) 0 0
0 0 0 ki

00 ey
0 0 0 P ( S(n.t.l)

Burada blok alt matrislerin her biri b b tipinde kare
matrislerdir ve Sg.p,(n,t, 1)
gibidir:

matrisi de asagidaki

t n 0 0 0 0 0
Il t n 0 0 0 n\
0 Il t n 0 0 0
0 0 [ t n 0 0
\n 0 0 I ¢t n)
0 0 0 w0 1t

Ayrica kI ve mlI blok alt matrislerin her biri bx b
tipinde birim kare matrislerdir. Buradan da goriilecegi
iizere yukaridaki matris enfekte olmus hiicrelerden
(insanlardan) olugmus bir topluluktur. Bu toplulugun
sayis1 matrisin tipi ile dogrudan iliskilidir. Yani o ve b
sayilarinin c¢arpimi enfekte olacak viriislii hiicrelerin
sayisint da vermektedir. Bu sayr matrisin rankindan
bagimsizdir. Elbette ki matrisin terslenebilir olmasi
bizim i¢in ¢ok 6nemli ancak, burada bu durum 6zellikle
belirtilmelidir ki enfekte olacak hiicre sayisi matrisin
satir ve siitun sayilarinin ¢arpimina esittir. Yani enfekte
olmus hiicre sayis1 a = b olarak bulunur.

SONUC

Bu ¢alismada tim diinyay: etkisi altina alan covid 19
viriisiine matematiksel bir bakis agisi kazandirmak
istedik. Ulkemizin dis diinyaya havadan ve karadan
ulasimi kapatmasini matematiksel olarak bir sinir sarti
ile ifade edip bu durumu bir lokal fonksiyon yardimiyla
modellemeye  calistk. ki  boyutlu  hiicresel
doniigimlerden faydalandik ve onlart ifade edip
modellemek i¢in matrislerden yararlandik. Matrisin
bilesenleri olan her bir hiicreyi insan olarak diisiindiik.
Baslangigta hasta olan bir hiicrenin (insanin) en yakin
komgsuluklu hiicreleri kullanilarak olusturulan lokal
fonksiyon yardimiyla baslangigta hasta olmayan
hiicrelere nasil bulastirdigint modelledik. Dikkat edecek
olursak hiicre sayis1 matrisin tipi ile ilgilidir. Matrisin
tipi ne kadar biiyiikse hiicre sayisi da o kadar fazladir.
Buradan su sonuca varilir ki, ne kadar ¢ok insan
yogunlugu varsa, viriisiin enfekte olma sayisi ve hizi da
o0 kadar ¢ok artar.
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