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Oz

Bu makalede, kesikli (discrete) dinamigin Lagrange formiilasyonu eslenmis (matched pair) Lie gruplari tizerinde ¢alisilmustir.
Sonug olarak, karsilikli etkilesim altindaki iki sistemin kolektif davranisini belirleyen eslenmis (Lagrange) fark denklemleri
elde edilmistir. Tki 6rnek verilmistir. Ilki, bir Lie grubunun tanjant grubu iizerindeki fark denklemleri, ikincisi ise Heisenberg
grubu tizerindeki fark denklemleridir.

Anahtar kelimeler: (Lagrange) fark denklemleri; eslenmis Lie grubu; tanjant grubu; Heisenberg grubu.

Abstract

In this work, discrete Lagrangian dynamics is studied on matched pairs of Lie groups. Accordingly, the matched discrete
(Lagrange) equations are introduced. These equations govern the collective motion of two mutually interacting discrete models.
The theory is illustrated both on the tangent group of a Lie group, and on the Heisenberg group.

Key words: Discrete Lagrange equations; matched pair of Lie groups; tangent group; Heisenberg group.

I. GIRI

Fark denkSIemIerini (difference equations) konfigiirasyon uzay1 Lie grubu olan fiziksel sistemler i¢in de yazmak
miimkiindiir [1]. Bu formiilasyon, 6zellikle integrasyon ve niimerik ¢oziimler igin zengin geometrik\cebirsel bir
yap1 vadetmektedir [2]. G ile gosterecegimiz bir Lie grubu lizerinde tamimli, reel degerli Lagrange fonksiyonu £
i¢in, 2-adimli olan (Euler-)Lagrange fark denklemleri

Piv1 = Ad;;lllk, tx = Te Ry, d2(g) (1)

seklinde yazilir [1,3,4]. Burada, k bir pozitif tam sayidir. p, Ve py 4, Lie cebiri g'nin dual uzay1 g*’1in elemanlaridir.
Ad” Lie grubu G'nin dual uzay g" tizerine koadjoint etkisidir. e birim elemani gostermek iizere T, R, ise sag

Oteleme doniisiimiiniin dualidir.

Bu makaledeki amacimiz, konfigiirasyon uzay1 Lie grubu olan ve dinamigi fark denklemleri formunda yazilan,
etki tepki igindeki iki sistemin, beraber hareketini kontrol edecek kolektif bir denklem takimi yazmaktir. Diger bir
ifade ile, problemimiz, farkli Lie gruplari iizerinde tanimli ve (1) formunda verilen iki hareket denklemini, Lie
gruplar1 birbirine karsilikli etki ederken, birlestirip tek bir sistem olarak ifade etmektir. Bu, elbette, bireysel
hareketleri veren denklemleri yan yana getirmek ile basarilamaz. Karsilikli etki nedeniyle, beraber hareketi
betimleyen fark denklemleri, biitiinii olusturan iki sistemin fark denklemlerinin disinda terimler de icerecektir. Bu
ekstra terimleri belirlemek i¢in, karsilikli etki i¢indeki iki Lie grubunun nasil birlestirilip tek bir Lie grubu
yapilabilecegi sorusunun cevaplanmasi gerekir. Bu teorik esik, eslenmis (matched pair) Lie grubu tanimu [5,6,7]
ile asilacaktir. Bu terminolojiden yararlanarak, eslenmis Lie grubu tizerinde elde ettigimiz kolektif denklemlere
eslenmis fark denklemleri admi verecegiz. Yaklasimimiz geometrik/cebirsel bir insa siireci icereceginden,
uyumluluk sartini saglayan tim sistemler i¢in, bu makalemizde sunacagimiz eslenmis fark denklemlerini
kullanmak miimkiin olacaktir. Biz de uygulama alaninin genisligini vurgulamak adina, elde ettigimiz denklemleri
biri teorik, tanjant grubu, digeri ise daha somut, Heisenberg grubu, iizerinde ¢alisacagiz.
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Bu ¢alismamiz iki ana bolimden olugmustur. Bunlarin
ilki, teorik olarak problemimize yaklagimimizi
sundugumuz ve problemimizin ¢6ziimiinii temel
tanimlar 151831nda verdigimiz boliimdiir. Eslenmis fark
denklemleri bu béliimde sunulacaktir. Ugiincii boliimde
ise teorik sonu¢larimizi 6zel Ornekler {izerinde
tartisacagiz. ilk uygulama olarak, tanjant grubu
tizerinde tanimlanan fark denklemlerinin, eslenmis fark
denklemleri olarak ifade edilebilecegi gosterilecektir.
Diger ornekte ise karsilikl etki i¢indeki iki 3 boyutlu
Heisenberg grubunun {izerindeki fark denklemlerinin
eslenmesi gergeklestirilecektir.

Il.LIE GRUBU UZERINDE FARK
DENKLEMLERI VE ESLENMELERI

2.1. Lie Grubu ve Lie Cebiri

Ilk olarak, G ile gosterecegimiz bir tiiretilebilir katmani
(manifold) g6z Oniine alalm. Bu katman, bir grup
yapisina sahip olsun ve grup operasyonlart — grup
carpimi ve ters alma islemi — tiirevlenebilir olsun. Bu
durumda, G katmani, bir Lie grubu admi alir [9,13,22].
Bir Lie grubu G tzerindeki grup islemini su sekilde
gosterelim:

GxG— G, (2)

Grubun birim elemanini e ile, bir g elemaninin tersini
ise g1 ile gosterecegiz. Bu grup iizerinde, L ve R ile
gosterecegimiz sol ve sag otelemeler mevcuttur:

(9.9~ g3.

Lg(g) = Rg(g) =44 3)
Denklemin en sag tarafindaki ¢arpim, G tizerindeki
grup ¢arpimidir.

Bir Lie grubu G’ye karsilik gelen Lie cebiri g’yi, birim
elemana teget olan T, G uzayi olarak tanimlayalim. Lie
cebiri g tlizerinde, ters-simetrik ve Jacobi esitligini
saglayan iki-lineer bir cerceve mevcuttur:
[oel:axg—g (£ - [E€] (4)
Bu operasyon Lie gergevesi adiyla anilir. Bu ¢ergeveyi,
Denklem (2)’de belirledigimiz grup ¢arpimindan
hareketle elde etmemiz miimkiindiir. Bunun igin,
oncelikle, bir & € g vektorii igin, bu vektore karsilik
gelen sol degismez vektor alani

£G—>TG,  gwTLyd), (5)
olarak tanimlanir. Burada sol O&telemenin tanjant
dontistimii  (Jakobyeni) TL, sag otelemenin tanjant
doniisii TR ile degistirerek, sag degismez vektor alani
&G > TG,

g~ TRy (&) (6)

tanimlanir. Sol degismez vektor alanlarini kullanarak,
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&,& € gve g1 € G igin, Lie cebiri g iizerinde Denklem
(4) ile belirledigimiz Lie gergevesi

[£,€] = TLg+ [€.¢] %

JL
seklinde hesap edilir. Burada esitligin sag tarafinda JL
altsimgesi ile belirlenen c¢ergeve, vektér alanlari
tizerindeki klasik Jacobi-Lie c¢ergevesidir. Benzer
sekilde, Denklem (6)’da verilen sag-degismez (right-
invariant) vektor alanlar ile de ¢erceveyi tanimlamak
miimkiindiir. Bu sekilde elde edilecek Lie gercevesi,
Denklem (7)’deki Lie gercevesinin eksi ile garpilmis
hali olacaktir.

Adjoint ve Koadjoint Temsiller. Bir Lie grubu G’nin,
Lie cebiri g tizerine sol adjoint etkisi

(®)

olarak tanimlanir. Bu etkinin tiirevi ise Lie cebirinin
kendisi tizerine sonsuz kiigiik (infinitesimal) adjoint
etkisini verecektir. Bu tiirevi hesaplamak igin, Lie
grubu G iizerinde x; ile gosterecegimiz bir egri alalim.
Bu egri, t = 0’da birim elemam e’den gegsin ve bu
noktadaki, yani t = 0’daki, tirevi & € g vektori olsun.
Bu se¢imler 1s181nda, sonsuz kiigiik adjoint etki

Ad:Gxg—g, (g,§) P AdE=TLyoTRyG-1(§)

ad:gxg—g (§€&) mad= % le=0Ady, & (9)
olarak tanimlanir. Dikkatli bir gozlem, Denklem (9)’da
tanimladigimiz etki ve Denklem (7)’de tanimladigimiz
Lie cergevesinin aynmi oldugunu, diger bir ifade ile,
adgf~ = [£, €] esitligini verecektir. Biz, metin icinde, bu
esitlikten yararlanarak, iki gosterimi de uygunluk
durumlarina gore birbirleri yerine kullanacagiz.

Lie cebiri g bir vektor uzayidir ve her vektor uzay gibi,
g’nin de bir lineer cebirsel dual uzay1 bulunmaktadir.
Dual uzay:1 g* ile gosterecegiz. Lie grubu G’nin, dual
uzay g* tizerine sol koadjoint etkisi

Ad:G xg > g', (Adju &) = (uAdg-18), Vieg (10)
olarak verilir. Denklem (10)’da, (-,") ile gésterdigimiz,
Lie cebiri g ve duali g* arasindaki dogal esleme
(pairing) olarak tanimlanmustir. Burada dikkat edilmesi
gereken, dual operatdor Adg’nin  Adg-1’in  duali
oldugudur. Bu tercihi, Ad* ile gosterdigimiz koadjoint
etkinin sol etki olmasini garanti etmek i¢in yaptik. Lie
cebiri g’nin duali g* lizerine sonsuz kii¢ciik koadjoint
etkisi ise

ad:gxg" — g, (adju, )= —(uad:€), véeg (1)
esitligiyle tanimlanir. Tanimdaki eksi isareti sayesinde,
sonsuz kii¢iik koadjoint etki ad*’da sol etki olmus ve de

Denklem (10)’da verilen koadjoint etki Ad*’in tiirevi
olarak ifade edilebilir hale gelmistir.



Int. J. Adv. Eng. Pure Sci. 2021, 33(2): 250-258

Eslenmis Fark Denklemi

2.2. Karsihkh Etki icindeki iki Lie Grubunun
Eslenmesi

G ve H iki Lie grubu olsun. H grubunun G iizerine

soldan etkisi

>:HXG — G, (h,g)» he g, (12)
ve G grubunun H iizerine sagdan etkisi
<HxG—H, (hg)rhag (13)

verilsin. Kartezyen ¢arpim uzayinda G X H iizerinde
Denklem (12) ve (13)’de verilen karsilikli etkileri de
muhafaza eden bir ¢arpim tanimlamak miimkiindiir:
(g.0)(g. k) = (9(h = §), (h < DIR). (14)
Bu ¢arpimin bir grup ¢arpimi olabilmesi, diger bir ifade
ile, G X H uzaynin bir Lie grubu olabilmesi i¢in (14)
isleminin birlesme 6zelligini saglamasi1 gerekir. Bu,
ancak ve ancak, asagidaki kosullarin saglanmasi ile
miimkiindiir:

(15a)
(15b)

he (g§) =(he g)((h<g) e g)
(hh) < g=(h< (ke g))(h<g).

Bu sartlar altinda tanimlanmig ve Denklem (14)’de
verilen grup carpimmi tasiyan Kartezyen carpim
uzaymi G X H notasyonu ile gosterecegiz ve eslenmis
Lie grubu adin1 verecegiz [6,10,12,16]. Eslenmis Lie
grubu G > H’nin birim elemani, G’nin birim elemani
e; Ve H’nin birim eleman1 ey olacak sekilde
gosterilirse, (e, ey) ikKilisi ile verilecektir. Asagidaki
onerme eslenmis Lie grubu kavramini, bir Lie grubun
asikar kesigen iki Lie altgrubuna dekompozisyonu
olarak belirlemekte ve eslenme kavramini daha net
olarak ortaya koymaktadir. Ispat icin [10] nolu kaynag:
isaret edebiliriz.

Onerme 2.1: S bir Lie grubu olsun. G ve H ile $’nin iki
Lie altgrubu gosterilsin ve de S tizerindeki grup islemi
S = G X H izomorfizmasi ile iiretilsin. Bu durumda S
Lie grubu G »x H eslenmis Lie grubuna esyapilidir. Bu
durumda herhangi bir g € G ve h € H igin karsilikli
etkiler
hg=(heg)(h<g) (16)
islemi ile iiretilir. Burada, G ve H gruplarinin S igine
gomilmeleri

H— S:h - (eh)

G— S:gr(ge), (17)

olarak tanimlanir.

Karsihkh etkilerin tiirevleri. Bu kisimdaki amacimiz
Denklem (12) ve (13)’de verilen karsilikli etkilerin
tiirevlerini hesap etmek ve bu sekilde etkilerin sonsuz
kiigiikk versiyonlarina ulagmaktir. Bunun igin, bir
eslenmis Lie grubu belirleyecek sekilde karsilikli
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olarak etki eden G ve H Lie gruplarini ve, sirasiyla, bu
gruplara karsi gelen Lie cebirleri g ve §’yi géz oniine
alalim.

flk olarak Denklem (12)’de verilen Lie grubu H’nin Lie
grubu G iizerine sol etkisi ile baglayalim.

i. Tiirev islemini gergeklestirebilmek i¢in, H Lie
grubu i¢inde, t = 0’da grubun ey birim
elemanindan gecen ve t = 0°daki tiirevin € h
vektorii olan bir y, egrisi ele alalim. Bu egriyi,
Denklem (12)’de verilen sol etkide grup
eleman1 h € H yerine yazalim ve goriintiiniin
t = 0’da tiirevini alarak, Lie cebiri h’nin Lie
grubu G lizerindeki  sonsuz  kiigiik
(infinitesimal) sol etkisini tanimlayalim:

>:hX G — TG,

1.9) >0 g=2e > gle=o (18a)
Benzer sekilde, Lie grubu G iginde, ¢ = 0’da
grubun e; birim elemanindan gegen ve t =
0’daki tiirevi ¢ € g vektdrii olan bir x; egrisini
tanimlayalim. Denklem (12)’de verilen sol
etkide g € G elemam yerine x; egrisini alalim
ve t = 0°da tiirevini alarak, Lie grubu H’nin
Lie cebiri g tizerine sol etkisini tanimlayalim:

>:HXg— g,

(h® = ho§i= 2 (h e x)lmo. (18b)
Denklem (18a-18b)’de iki farkli etki elde ettik ve
Denklem (12)’de kullandigimiz & notasyonunu
kullanmaya devam ettik. Bu se¢cimleri metni daha fazla
notasyona bogmamak i¢in yaptik. Metin i¢inde
doniisiimleri goriiniir ve takip edilebilir kilmak i¢in ise,
elemanlarin

gE€EGheHéegveneEh

secimlerini sabit tutacagiz. Bu sekilde, daha rahat bir
takibin miimkiin olacagini umuyoruz. Simdi, Denklem
(18a-18b)’de verilen donisiimlerin dual etkilerini
hesap etmeye calisalim. Bunun i¢in Denklem
(18a)’daki doniistimle baglayalim, g € G grup elemani
sabitleyelim ve
bg:b - TgG: bg(n) =neg (19)
lineer operatorii tamimlayalim. Benzer sekilde,
Denklem (18b)’deki doniisiimde h € H elemanini
sabitleyerek, g ftizerinde bir lineer doniisim elde
edelim. Bu sayede, Denklem (18a-18b)’deki
operatorlerin dualleri sirastyla

by: TG — b,

(n, bz(“g» = (bg(n)'“g) = (ne g'“g>v vn €h, (20a)

<" x H — g",



Eslenmis Fark Denklemi

Int. ). Adv. Eng. Pure Sci. 2021, 33(2): 250-258

(en<n)=thogm vieg (20b)

olarak hesap edilir. Burada, b* ile Lie cebiri b’nin lineer
cebirsel duali gdsterilmektedir.

Simdi de Denklem (13)’de verilen, Lie grubu G 'nin Lie
grubu H fizerine sag etkisine yogunlasalim.

iii. Ustte tamimladigimiz, Lie grubu G iginde
bulunan, t = 0°da grubun birim elemanindan
gegen ve o noktada & € g vektoriine teget olan
x; egrisini, Denklem (13)’de verilen sag
etkide, grup elemamm g€ G  yerine
yerlestirelim. Bu durumda goriintliniin t =
0’daki tiirevi bize Lie cebiri g’nin, Lie grubu
H tizerindeki sonsuz kiigiik etkisini verecektir.

Bu etki de sag etkidir:
<:HXxg—TH,
(h&) b h <=2 (h<x)|e=, (21a)
iv. H Lie grubu igindeki, ¢t = 0’da birim

elemandan gegen ve bu noktadaki tiirevin € §
sag etkide grup elemanm1 h € H yerine
yerlestirip, gOrlintiiniin ¢ = 0’da tiirevini
alalim. Boylece, Lie grubu G’nin Lie cebiri b
tizerinde sag etkisine ulasiriz:

<«hxG—,

1.8) = 1<g="2<9)le=0 (21b)
Simdi Denklem (21a-21b)’de sundugumuz etkilerin
duallerini elde etmeye calisalim. Denklem (21a)’daki
ilk etkide h € H grup elemani sabitlenirse,

ap:g — TyH, ap(§) =h=¢ (22)
lineer operatoriine ulasilir. Denklem (21b)’deki
donisimde ise g € G elemanimi sabitleyerek b
tizerinde bir temsil elde ederiz. Bu sayede, Denklem
(21)’deki operatorlerin dualleri sirastyla

a,:ThH — g%,

(€, 0,(vp)) ={ap(©),vp) = (R <&, vp),  VEEG (233)
5:6 X' — 1,
<ﬂ,g > #) =(n<g,u) VNED (23b)

olarak elde edilir.

2.3. Lie Grubu Uzerinde Fark Denklemleri
Elimizde, bir Lie grubu G ve onun Lie cebiri g olsun. G
grubu tizerinde tanmimli reel degerli bir (Lagrange)
fonksiyonunu £: G — R goz 6niine alahm. GV, G Lie
grubunun N kere kendisi ile Kartezyen ¢arpimi olmak
tizere, bir & Lagrange fonksiyonu i¢in etki

S GV > R,

(91, 9n) » 2h-1 2(gr) (24)
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olarak  tamimlanmir.  Hamilton fark  prensibini
hatirlayalim [11]. (gq,:-+,gy) dizisinin Lagrange
sisteminin bir ¢6ziimii olmas1 igin gerek ve yeter kosul
bu dizinin (24) denkleminin kritik noktasi olmasidir.
Boylece, herhangi bir & € g vektorii ve gy, gx+1 € G
noktalar1 i¢in, Lagrange fark denklemleri
YN [E (9@ = Ee(gis)(®)] = 0 (25)
olarak elde edilir. Burada 5 ve 5 ile gosterilen, G
iizerinde ¢ € g tarafindan iretilen sirasiyla sol
degismez (5) ve sag-degismez (6) vektdr alanlaridir.
Ayrica a(gk)(ﬁ) notasyonu, £ fonksiyonunun g

noktasinda f—k) vektor alan1 yoniindeki tlirevini
gostermektedir.

Ozel olarak, N = 2 ve her & € g vektorii igin, Lagrange
fark denklemleri

& (90 = & (gD (® =0 (26)

olarak hesap edilecektir. (26) denkleminin sol tarafi

(d2(g1), £(g1)) — (d2(gk41), E(Gres))

= (d2(gi), TeLg, () — (d€(gk+1), TRy, , ()
T¢ Ly, (d2(9i)), €) = (T¢ Ry, (d2(gics 1)), €)
T; Ly, (d2(gx)) — To Ry, , (d2(gk+1)), €)

= (27)
=

islemi nedeniyle, rasgele secilen ¢ icin, Lagrange fark
denklemlerini

Ts Ly, (d2(gi)) — T¢ Ry, (d2(gk+1)) = 0 (28)

olacak sekilde belirler [8]. Burada, d operatérii G grubu

tizerinde tamimli  dis (exterior) tiirevdir [13].
T¢ Ry, d2(g) dual uzay g*’m bir elemanidir. Biz bu

terimi p,, ile gosterelim. Sonug olarak, (28) denklemleri

1L, (4200) ~ TRy (42(g4)
= Te*Lgk(dﬁ(gk)) ~ Hk+1

=TeLlg, o TeRyp1 0 ToRg, dL(gk)) — Micsr

=T Lg, o TeRypr (uie) = piear = Ad s (i) — M

hesabu ile literatiirdeki formuna

Hi+1 = Adquzl(llk): He = T,;ngdﬂ(gk) (29)

kavusur [1,4,14,15].

2.4. Lie Grubu Uzerindeki Fark Denklemlerinin
Eslenmesi
Makalemize konu ettigimiz ana problemimizi, bu
noktaya kadar biriktirdigimiz terminoloji 15181nda,
tekrar ifade etmeye ¢alisalim. Oncelikle, G ve H ile
gosterecegimiz iki Lie grubunu goéz Oniine alalim. Bu
gruplarin Lie cebirlerini sirasiyla g ve b ile gosterelim.
Altboliim 2.2°deki notasyonu kullanalim ve bu iki grup
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iizerinde Lagrange fark denklemlerini Denklem (29)’da
verildigi formda sirasiyla

Ad;;lﬂk = Ui+ Ad;’lzl‘/k = Vit

olarak yazalim. Simdi, Denklem (12) ve (13)’de verilen
karsilikli etkilerin varligini kabul edelim ve elimizdeki
bu iki fark denklemini 6zel durum olarak kabul edecek
ve de karsilikli etkileri de yoksaymayacak sekilde

toplam uzay iizerinde dinamik denklemlerine ulagmaya
calisalim.

Bir dnceki paragrafta anlattigimiz hedef i¢in Altbdliim
2.2°de ingasini verdigimiz eslenmis Lie grubu tanimina
geri donecegiz. Bu grubun tanimima dikkat edilirse,
aranan kolektif hareket icin uygun bir geometrik altyap1
sundugu kolaylikla goriilecektir. O zaman, fark
denklemlerinin eslenme problemi i¢in yapmamiz
gereken eslenmis Lie grubu G > H iizerindeki
Lagrange fark denklemlerini yazmak olacaktir. Bu
amagla, G ¥ H eslenmis Lie grubu ve iizerinde
tanimlanan (14) islemini gbézonine alalim. Bu
denklemleri elde etmek i¢in, ilk olarak Denklem (14)’te
verilen G » H tizerindeki grup ¢arpiminin tiirevlerini
alarak sol L ve sag R otelemelerinin tanjant
doniistimlerini asagidaki gibi hesap edelim:

T(gz'hz)l‘(gl'hﬂ (ng' yhz)

= ( Th1‘>gngl (hl & XQZ)' > (30a)
Th1<‘92Rh2 (hl < ng) + Tth(h1<gz)Yh2
Tigun)Rgans) (Xg,r Yn,)
= (TglR(hlbgz)Xgl + Th1‘>92L91(Yh1 & gz)') (30b)
Th1<792Rh2 (Yh1 < .92)

Burada, i = 1,2 igin, (gj, h;) ikilileri G = H grubunun
elemanlari,  (Xg, Yy,) ikilileri ise Ty, ny(G > H)
tanjant uzayindaki vektorlerdir. Boylece, bir (¢,7) €
g X b vektorii tarafindan iiretilen sol ve sag degismez
vektor alanlarini

& mgh) = TegenLgn(&m)
= (h>E(@,h < §+iih), (312)
Fn))(g, h) = T(eg,eH)R(g,h) (¢, 77)
= ({@+n>gm=g®m) (31b)

olarak hesaplayabiliriz. (31a) ve (31b) denklemlerinin
sag tarafinda Denklem (5-6)’da verilen sol ve sag
degismez vektdr alan1 tanimlar1 kullanilmigtir. Eslenmis
Lie grubu G = H iizerinde tamml bir £:G ¥ H - R
Lagrange fonksiyonunu kullanarak, herhangi & € g ve
n €bh vektorleri ve gy, gre1 €G ile hy hpyq EH
noktalar1 i¢in asagidaki hesap yapilabilir:
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(2200 1), € (g 1)) = (4211 i), G G )
= (a2(ge, b, (e & £ (g1, e < § +iiCh)))
- <d£(9k+1r hyet1), (Sg(gkﬂ)

115 Gt T3 Girr (i)
< (d12(gi i), d22(gi i), >

W E(gi) e < § +ii(he)
(d12(gk+1 hies1), d22(Gies1, Pice1)),
- <(5(gk+1) +1 5 Girs, 1D Girt (i) )
= (d12(gr ), hie & £(gi0)) + (220G hid), e < & + 7))
—(d12(gx+1, hier1),§(Grrn) +17 & Ji+1)
—(d28(gk+1, Mies1), 1 2 Giew1 (1))
= (d; (g, by, TeiLg, (hy = o)
+(d22(g1 i) by < E + TeHLhkU)
—(d12(grer1, hier1)s TegRgp s € + 1 & Giwr)
- (dzﬂ(gkn.hk+1).TeHth+1(Tl < Gr+1))
= (To;Lgy, - A12(gro i), hue & §) + (d22(gk, ), hye < €)
+ (T2, Ly - d22(gi b))
_<Te*(;ng+1 - d18(Gr+1, hk+1),f>
—(d18(Gr+1 4101 & Grea1)
—(T;HthH 2 8(Grr1 hies )M < gk+1)
_ <$, (TioLg, - d12(gu b)) < by + a;;kdzzz(gk.hk)>
/| |

_Te*GngH - d12(Grs1 1)
0, Ty Ly, + d22(Gk hie) — 05, d18(Gier1, hics1)
—gr+1 & TeyRuy,, A2 2(Grer 1 hier1)
Simdi, (32) hesabini1 adim adim inceleyelim. Hesaptaki ilk
satirda iki esleme (pairing) bulunmaktadir. Bu
eslemelerden ilki, (g, h,) noktasindaki kotanjant ve
tanjant uzaylari arasindadir. Ikinci esleme ise (gyi1, Rys1)
noktasindaki kotanjant ve tanjant uzaylar arasindadir. Her
iki esleme reel degerli sonug vereceginden ilk satirdaki
toplam miimkiindiir. (32)’de verilen hesabin ilk esitliginde
Denklem (31a-31b)’de verilen sol ve sag degismez vektor
Ikinci

|

(32)

alanlarim1  kullandik. ve Tlglincii esitliklerde

eslemenin iki-lineer olma ozelliginden yararlanarak

eslemeyi toplama islemi {izerine dagittik. Tkinci esitlikteki,
- =%

d, 8 = 39’ d,8 = oh

notasyonlart ile Lagrange fonksiyonu &£’nin sirasiyla
birinci ve ikinci bilesenlerine gore kismi tiirevlerini
gosterdik. Dordiincii esitlikte, Denklem (5) ve (6)’da
verilen tanmimlar1 kullandik. Besinci esitlikte, sol ve sag
Otelemelerin TL ve TR ile gosterilen tanjant
doniisiimlerinin, duallerini kullandik. Son iki satirdaki dual

operasyonlar, sirasiyla, Denklem (20a)’da verilen < dual
etkisi, Denklem (23b)’de verilen dual donisim ay,,

Denklem (20b)’de verilen by, . ve de Denklem (23a)’da

. Ik+1
verilen = operatoriidiir.
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Sonug olarak rasgele secilmis & € g ve n € § icin

(T"Lgy - dr2(gio b)) < by + i, 420G 1)
_T*ngﬂ d18(gr+1, hie+1) = 0,

T* Ly, - d28(gx, i) — by, d12(Gr+1, Piesr)
= Gk+1 = T'Ryy, - d22(Gr+1, M) = 0

denklemleri elde edilir. Asagidaki Onermede

buldugumuz bu sonucu not edelim.

Onerme 2.2: G x H eslenmis Lie grubu olsun.
Asagidaki tanimlanan kovektdrleri gozoniine alalim:

Te,Rg, - d12(gr, b)) = pux € %,
TE*Hth . dzg(gk, hk) = Vi € b*. (33)
Boylece, G ™ H eslenmis Lie grubu lzerindeki
eslenmis (Lagrange) fark denklemleri

Hies1 = Ad;;mk < g + ap, T*Ry vy, (34a)
Jie+1 B Vi1 = Ad;,l;ﬂ/k - bgkﬂT*Rg,;}lllkn (34b)
olarak yazilir.

Yari-direkt Carpim Teorisi. Eslenmis fark

denklemlerinde karsilikli etkilerden birini asikar kabul
ederek yari-direkt carpim (semi-direct product) teorisi
elde edilir. Bu 6zel durumlar1 inceleyelim. Eger Lie
grubu G’nin H iizerine sag etkisi asikar ise (34a-34b)
denklemleri, (33) tamumlar1 ile birlikte, G < H Lie
gruplarinin yari-direkt ¢carpim uzayi tizerindeki

Hi1 = Adgoape < hy, (35a)

Vi1 = Ad;;ﬂ/k - b;k+1T*RyEi1#k+1 (35b)
denklemlerine doniistir. Diger yandan, eger Lie grubu
H’nin G lzerine sol etkisi asikar ise bu durumda (33)
tanimlamalari ile birlikte, G < H Lie gruplarinin yari-
direkt carpim uzayi tizerindeki

Uit = Ad;;ﬂlk + a;lkT*Rh;wk, (363)

(36b)

«
.
Jie+1 B Vi1 = Adh;ﬂ/k

denklemlerine ulasilir. Eger, her iki etki de agikar ise
(33) ile birlikte

Hi+1 = Ad;;mk, (37)
denklemleri elde edilir. Denklem (37), bu altboliimiin
baglangicinda sergiledigimiz G ve H iizerindeki
bireysel hareket denklemleridir. Karsilikl etkiler asikar
oldugunda bireysel hareketler korunmaktadir.

*
V41 = Adh;ﬂ/k
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1. UYGULAMALAR

3.1. Tanjant Grubu Uzerinde Fark Denklemleri

G bir Lie grubu olsun. Her zamanki gésterimimize
devam edelim ve Lie cebirini g ile gosterelim. G
katmaninin TG tanjant demeti tizerindeki grup yapisini
elde edecegiz. Bunun i¢in g(t) ve G(t) asagidaki
ozelliklere sahip G iizerinde iki egri alalim:

g0 =g, g =4g,
d .
29 ®)]e=0 = Y € T4G.

%g(t)h:o =Xy € TyG,
(38)

Bu iki egrinin G grubu iizerindeki ¢arpimini ¢t = 0’da
tiiretelim. Bu durumda

d d

9©OIOl=0 = (79O)le=0 ) 9O
+9(0) (5 3(O)1i=0) = TRgXy +TLgY, (39)
elde edilir. Burada, TL, ve TRy, sirastyla Denklem
(3)’de wverilen sol ve sag Otelemelerinin tanjant
doniistimleridir. Boylece, asagida tanimlanan islem ile
TG bir Lie grup yapisina sahip olur [17,18,19]:
TGXTG — TG, (X,,Y;)w X,*Y; =TRyX, +TL,Y,. (40)
Burada, goriintiideki vektdriin Ty5G uzayinda yer
aldigia dikkat ediniz. Grubun birim elemani, g = T,G
uzayinin sifir vektoriidiir. Ayrica bir X; elemaninin
grup carpimina gore tersi

X5t = =T, (Lg-1 o Ry-1)Xy € TyiG (41)

vektoridir.

Trivializasyon. Bir Lie grubu G nin tanjant demeti TG,
global bir sag trivializasyon (trivialization) ihtiva eder
[20, 21]:
tr:TG —gxG, Xy (TRy-1Xg,9). (42)
Bu trivializasyon  sayesinde TG  iizerinde
tamimladigimiz (40) islemini g < G carpim uzayina
tastyabiliriz. Bunun i¢in, X, € T,G ve Y; € TG olacak
sekilde iki vektor alalim ve bu vektdrlerin cebir tizerine
cekildiklerinde TRy-1X; =§ ve TRz-1Y; = & ile
gosterildiklerini kabul edelim. Bu durumda, Denklem
(40)’da verilen grup ¢arpiminin goriintiisiine Denklem
(42)’de verilen trivializasyonu uygulayalim:
tr(Xy *Yz) =tr(TRgX, + TLyY;)

= (TRgg*(TRgXy + TLyY;), 99)

= (TReg-1g-)(TRgXg +TLg¥;), 99)
(TR(g-14-1y ° TRgXy + TR(g-14-1y ° TLy Y5, g§)
= (TRyg-1 o TRj-1 o TRgXy + TRy-1 0 TRg-1 0 TLyY5, g§)
= (TRg-10 Xy + TRy1 0 TLy o TR;-1Yy,g§)
= (+TRy10TLy - £,99)
= (£ +Adgé, g7)-

(43)
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Burada, Ad ile G grubunun g Lie cebiri iizerine
Denklem (8)’de verilen adjoint etkisi gosterilmistir.
Boylece g 1 G trivializasyonu asagida verilen islemle
bir Lie gruptur:

(@xG)x(@gxG) —gxaG,
(€9).(59) » €9+ (£3) = (5 +Adgé,99).  (44)

Bu grubun birim elemani (0,e), bir (¢,g) EgxG
elemaninin tersi ise (—Adg-uf, g‘l)’dir.

Yari-direkt Carpim Yapisi. Denklem (44)’de verilen
grup ¢arpiminin Denklem (14)’te verilen eslenmis Lie
grubu ¢arpiminin 6zel durumu olduguna dikkat ¢gekmek
isteriz. Lie grubu g > G’nin eslenmis bir Lie grubu
olarak ifadesi i¢in Altbolim 2.2°deki geometride sol
etkiyi yapan Lie grubu H, Lie grubu G ile degistirmek,
diger yandan da sag etkiyi yapan Lie grubu G, toplama
islemi ile degismeli bir Lie grubu olarak kabul
edecegimiz, g ile degistirecegiz.

H- G, G-ag.

Bu secimler ile, g % G grubunu bir eslenmis Lie grubu
uygulamasi olarak gorelim ve dikkatli bir sekilde
Altboliim 2.2°deki denklemleri sirastyla elde edelim.
Denklem (12) ve Denklem (13)’deki sol etki adjoint
temsil ve sag etki ise asikar etkidir:

>:Gxg —g (9,8~ Adg, (453)
<«xGxg —G (9P g. (45b)
Sol etki (45a)’dan yararlanarak, Denklem (18a-
18b)’deki sol etkiler sirasiyla

>ig xg =Ty, (§) = (§adgd), (46a)
:G XTog — Tog,  (g,§) » Adgé (46b)

olarak hesap edilir. Burada, Tog =g, Tg=gXg
esitliklerinin kullanildigina dikkat ¢ekmek isteriz.
Denklem (46a)’dan elde edilecek bg:g — Tig
doniisimii sonsuz kiiciik adjoint temsil olacak, bu
sayede de (20a) ve (20b)’de verilen dualler sirasiyla

b::Tfg — g, p+ adgy, (47a)

AxTeeX G — Tog,  (Wg)~ u <g=Adgp (47D)

olacaktir. Burada, Tg g =Tyg = g" esitlikleri kabul
edilmistir. Simdi de, sag etki (45b)’den yararlanarak
(21a) ve (21b)’yi hesap edelim:

<G XTog — TG, (g,)~0,
(&) =&

(48a)
<QgXg —g, (48b)
Denklem (48a)’da bir g elemanini sabit tutarak elde
ettimiz a, lineer doniisiimii sifir fonksiyonu olacaktir.
Bu sayede (23a) ve (23b)’de tanimlanmis dual
dontistimler bu  boliimdeki 6zel secimlerimiz
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neticesiyle sirasiyla sifir donlisiimii ve asikar temsil
olacaktir:

(49a)
(49b)

g =0,
Ewepu.

a;:TgG — Tgg,

sigXgt— g,

Son olarak da, tim bu tanimlari Onerme 2.2°de
yerlerine yerlestirerek asagidaki 6nermeye ulasiriz.

Onerme 3.1: Tanjant grubu g % G iizerinde taniml1 bir
Lagrange fonksiyonu £ = 2(¢,g) icin denklem
(33)’de verilen tanimlar

a8k gk) = Uk €67,

TRy, - d28(Ek, gr) = fix € 8" (50)

seklindedir, (34a) ve (34b)’de verilen eslenmis fark
denklemleri ise

(51a)
(51b)

Hik+1 = Ad;;lllk'
Pr+1 = Ad;,zlﬁk_adgk+1#k+1

olarak hesap edilir.

3.2. Heisenberg Grubu Uzerinde Fark Denklemi

G ve H sirastyla kosegenleri 1 olan, sirasiyla, iist ve alt
iicgensel matris gruplari olsun. Bu gruplara literatiirde
Heisenberg grubu adi verilir [22].

Ik olarak G Lie grubu ile baslayalim. Lie cebiri g,
kosegen elemanlart 0 olan 3 x 3 st tggensel
matrislerlerden olusur. Lie cebiri g tizerinde iz
operatorii yardimiyla tanimlayacagimiz bir i¢ ¢arpim
mevcuttur:

(6,6) = iz(§7¢) (52)
i¢ carpimimn varligi ile dual uzay g* = g alinabilir.

Hesaplarimizda kullanacagimiz matrisleri asagidaki
gibi sabitleyelim:

1 x y 0 a b
A=|0 1 z]€GQG, E=(0 0 c|€Eg,
0 0 1 0 0 O
0 0 0
U= (p 0 O) €g". (53)
r s 0
Lie grubu G’nin Lie cebiri lizerine adjoint etkisini

tanimlayalim ve dual uzayi lizerine koadjoint etkisi

0 a b—2za+xc
Adyé = AéA™t = (0 0 ¢ )
0 0 O
0 00
Adju = (A" pA" = (p 0 0) (54)

r—pz+sx s 0
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olarak elde edilir. (4717 ile A™! ters matrisinin
transpozesi gosterilmektedir. G grubu {izerindeki
£: G — R Lagrange fonksiyonu ile {iretilen Lagrange
fark denklemleri

Pk+1 =Pk =D,

Tk+1 = Tk + SXg —DZk, Sg+1 = Sk =S, (55a)
Pr = diLQx, Vi, 2), T = dpL(xg, Yir Z1)
+xkd3L(xk,yk,Zk), Sk = d3L(xk,yk,Zk), (55b)

olarak hesap edilir.

Simdi H alt tiggensel matris grubunu, bu grubun Lie
cebiri h ve dual uzay h* igin elemanlar1 su sekilde

belirleyelim:
1 0 0 0 00
B=<{’ 1 O)EH, n=<d 0 O)Eb,
m n 1 e 0

0 u v
0 0 w
0 0 O

(56)

v:< )Eb*.

Eslenmis Lie grubu G x H iizerindeki Lagrange fark
denklemlerini hesap edelim. Oncelikle, (53) ve (56)’da
verilen notasyonlar 1s1ginda bu iki matris grubunun
karsilikli etkisini tanimlayalim:

>:HXG— G,
1 x y—-lz
B>A=1+(B-1)T(A—1)=(0 1 z ) (57a)
0 0 1
<:H X G — H,
1 00
B<1A=I+(B—I)(A‘1)T=({’ 1 0). (57b)
m—xn n 1

Sol etki sayesinde hesap ettigimiz ve ifadelerini
Denklem (18a) ve (18b)’de sundugumuz etkiler
sirastyla su sekildedir:

>:HXg—g,

0 a b—"{c
(&@HB>f=w*Yf=G 0 ¢ ), (58a)
0 0 O

hx G — TG,
0 0 —zd
(m,A) »neA=1b,(1) =(0 00 ) (58b)
0 0 O
Bu doniigiimlerin de dualleri sirasiyla
<ig"xH— g,
X 0 0 0
WB) P u<B=BHu= (p 0 0>, (59a)
r—pn s 0
0 0 —sx
BTG — b, ue b= (0 0 0 > (59b)
0 0 O
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olarak elde edilir. Sag etki ile elde edilen ve ifadelerini
Denklem (21a) ve (21b)’de verdigimiz etkiler sirasiyla
<:HxXxg—TH,

0 0 0
(B,§)»ap(§) =B <= (0 0 0). (60a)
—an 0 O
xHX G — D,
0 0 0
mA)Pn<A=npA )= <d 0 0), (60b)
e—xf f O
dual doniisiimler ise
0 0 0
ap:TaH —> g*, v apv = <0 0 0), (61a)
—fw 0 0
. ) 0 u v—2zu
>:G Xbh* — b, vn—>Al>v=(0 0 w ) (61b)
0 0 O

olarak hesaplanir. Eslenmis hareket denklemleri (34a)
ve (34b) ise asagidaki formda elde edilir:

Pr+1 = Pk,
Tier1 = T — (2 + M) pic + SpXe — €Wy, Saq = Sk, (622)

Ug+1 = Ug,
V41 = Zg+1Upr1 + Vi — EWg + gy
tTSpr1Xk+1, Wil = Wi (62b)

Dizi elemanlarinin Lagrange fonksiyonu ile ifadesi ise
L = L(x, Yie, Zeo Cie, My, 1) igin

Pr = dlL'
Uk = d4L,

T = dzL + xkd3L, Sk = d3L,
my = d5L + lkd6L, ng = d6L (63)
olacaktir.

V. BULGULAR VE TARTISMA

Bu makalede, kesikli (discrete) hareket igin eslenme
problemi ¢alisilmistir. Elde edilen temel teorik sonug
Onerme 2.2°de verilen eslenmis fark denklemleridir. Bu
denklemler, karsilikli etki igindeki iki Lie grubu
iizerindeki Lagrange fark denklemlerinin, karsiliklar
etkileri muhafaza edecek sekilde, tek bir sistem olarak
yazimini gostermektedir. Bu, fiziksel olarak birbirine
etki eden iki sistemin kolektif davranisini betimler. Bu
teorik sonug, tanjant ve Heisenberg gruplari iizerinde
eslenmis fark denklemlerini yazmak igin kullanilmustir.

Bu calismamiz, [16] ve [23] nolu calismalarimizi
biitiinleyici nitelikte ve fakat farkli bir direksiyondadir.
[16] nolu ¢aligmamizda siirekli (fark denklemi degil
diferansiyel denklem olan) iki Lagrange sistemi
eslenmis, [23] nolu c¢aligmamizda ise bu tartisma
yiiksek mertebeden tanjant gruplari icin ¢alisilip
yiiksek mertebeden tiirevler igeren siirekli iki Lagrange
sisteminin kolektif hareketi analiz edilmistir. Bu tip bir
genellestirme, halihazirdaki ¢alismamiz i¢in de uygun
bir genellestirme fikridir. Ileriki yaymnlarimizda bu
nokta lizerine de deginmeyi planlamaktayiz. Diger bir
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parallel ¢alisma ise Lie grubu yerine tiim bu analizlerin
Lie grupoid i¢in yapilmasidir. Bu durum da [8] nolu
caligmamizda incelenmistir.
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