Int. J. Adv. Eng. Pure Sci. 2021, 33(2): 259-264
DOI: 10.7240/jeps.792785

RESEARCH ARTICLE / ARASTIRMA MAKALESI

Dogrusal Olmayan Tekil Simir Deger Problemlerinin Chebyshev Sonlu
Farklar Yontemi ile Coziimii

Solution of Nonlinear Singular Boundary Value Problems using Chebyshev Finite
Difference Method
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Oz

Dogrusal olmayan tekil sinir deger problerinin ¢6ziimii i¢in Chebyshev Sonlu Farklar Yontemi (CSFY) kullanilmustir.
Yontemin hata ve yakinsama analizi verilmistir. Yontemin yakinsakligini ve etkinligini gostermek i¢in, termal patlama, kiiresel
bir hiicrede kararli hal oksijen diflizyonu ve izotermal gaz kiirelerinin dengesi gibi miihendislik problemleri incelenmistir.
Sonuglar problemi alt araliklara bélmeksizin ve farkli sinir kosullari i¢in degisiklik yapmaksizin, sunulan yontemin dogrulugu
yiiksek ve ¢oziime oldukca hizli yakinsadigini gostermektedir.

Anahtar Kelimeler: Chebyshev Sonlu Farklar Yontemi, Chebyshev Polinomlari, Dogrusal olmayan Tekil Sinir Deger
Problemi, Lane-Emden denklemi.

Abstract

Chebyshev Finite Difference Method (CFDM) is used for solving nonlinear singular boundary value problems. Error and
convergence analysis of the method are given. To show the applicability and efficiency, some engineering problems such as
thermal burst, steady-state oxygen diffusion in a spherical cell, and equilibrium of isothermal gas spheres are studied. The
results show that without dividing the problem into sub-ranges and any changes for different boundary conditions, the presented
method has high accuracy and converges to the solution rapidly.

Keywords: Chebyshev finite difference method, Chebyshev Polynomials, Nonlinear singular boundary value problems, Lane-
Emden equation.

I. GIRIS

Dogrusal olmayan tekil sinir deger problemi

{(g(X) y'(x)' = g(x)F(x, y(x)),
y'0)=0, ay@®+by'@=c,

olarak tanimlanmaktadir. Burada a>0,b>0 ve C gergel sayilar, F(x,y(x)) ve F (X, y(x)) negatif olmayan

(1.1

siirekli fonksiyonlardir. g(x) fonksiyonu g(x)>0in (0,1], g(x)eC'[0,1] (kendisi ve birinci mertebe tiirevi

stirekli olan fonksiyonlar uzayi) ve € L*(0,1) (integrallenebilir fonksiyonlar uzay1) o6zelliklerini

1
9(x)

saglamaktadir.

Bu tiir problemlerin analitik ¢dziimlerini elde etmek tekillik nedeniyle zordur, hatta bazi sayisal yontemlerle de
yaklasik ¢ozlimler elde edilemediginden dolay1, bu zorlugun iistesinden gelmek i¢in klasik olmayan bazi yontemler
onerilmektedir [1-12]. Chebyshev polinomlart belirli bir aralikta, bir agirlik fonksiyonuna goére ortogonal
olmalarindan ve ayni1 mertebeden diger polinom yaklasimlarina goére belirli bir aralikta maksimum hatay1
minimum yapmalarindan dolay1 [13], Sunulan CSFY dogrusal olmayan tekil sinir deger problemlerinin ¢dziimii
icin yukarida bahsedilen yontemlerden ¢ok daha avantajlidir.

Bu ¢aligmada, (1.1) 'de verilen problemin ¢6ziimiinii elde etmek icin CSFY tabanli efektif bir sayisal yontem
sunulmustur. Onerilen yontemin hata ve yakinsaklik analizleri incelenmis ve dogrusal olmayan dort gercek
mithendislik problemi ¢ozilmiistiir. Literatiirdeki diger ¢alismalarla yapilan karsilastirmalar, 6nerilen yontemin
verilen araligin her noktasinda gegerli, hatas1 diger yontemlere gore daha diigiik mertebeden ve hizli yakinsayan
bir yaklagim oldugunu gostermektedir.
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Il. CHEBYSHEV SONLU FARKLAR
YONTEMI

Birinci cins Chebyshev polinomlart

T, (x)=cos(n#), x=cosd, O¢<[0,x],

vn>0, xel[-11]. 1)

olarak tanimlanmaktadir ve X €[-1, 1] araliginda

X, :cos(ZK_lzr), k=12,..,n (2.2)
2n

noktalarinda kokleri ve

- kz

X, =Co0s o) k=012,..,n. (2.3)

noktalarinda  ekstremumlar1  bulunmakta  olup,

w(x) = \/1_2 agirhik  fonksiyonuna — gore
1-x

ortagonaldirler. Chebyshev polinomlarinin en 6nemli
ozelligi ekonomiklestirme (economization property)
adiyla bilinir ve agagidaki teoremde verilmektedir [13].

Teorem 2.1. l:[n , N. dereceden tiim monik polinomlar

kiimesi olmak iizere, monik Chebyshev polinomlar1
T,(%)

T ile tanimlanir ve

fn (X) =

.00 <[P, (2.4)

1
77"
esitsizligi Vv Pn(X)el:[n gecerlidir, burada esitlik

sadece P,(x) =T (x) durumunda saglanmaktadir.

CSFY’ nde, verilen bir baslangic veya smir deger
problemi i¢in ¢dziim Chebyshev polinomlarinin bir seri
acilimi [14],

Y00~ "2, T (),

n=0

(2.5)

olarak &nerilmektedir. Burada toplam iizerindeki (*)
isareti  birinci
alimacagmi, N ise yaklasim polinomunun derecesini
gostermektedir. Chebyshev polinomlarinin
ortogonallik 6zelligi kullanilarak, a, katsayilari

ve sonuncu terimlerin yarisinin

=2 2T, (). (2.6)

seklinde elde edilebilir. y(X) ¢dziimiiniin M. mertebe

tiirevinin X, noktalarindaki degeri

260

N
y(m)(xk) = de(,?) Y(Xj) (2.7)
j=0
ile verilir. Burada
(m) 2 < (m)
49 = 5 2TV 29)
dir. (2.8) katsayilarinin ilk ikisi [15] de,
40 N n-1
dlEl)J :_JZ N6, Tn(Xj)TI(Xk),
N D% S G : (2.9)
(n+1) tek
k,j=01..,N
5 2008 =2 nn*-1")0
g -y $ MO Do Tk,
N n=0 I:O' | (210)
(n+1) cift
k,j=01..N

seklinde verilmektedir, ayrica

0,=0,=1/20,=1 _
i=L2,.,N-1 i=1. (211)
c,=2¢=1

dir. Boylece verilen diferansiyel denklem, baslangi¢
veya smir kosullari ile birlikte Gauss-Lobatto

noktalarinda (x;, j=0,1...,N) hesaplanarak, y(x;)

bilinmeyenlerini i¢eren cebirsel bir denklem sistemine
indirgenerek ¢6ziime ulasilir.

111. YAKINSAKLIK VE HATA ANALIZi

CSFY’ nin yakinsaklik ve hata analizi ile ilgili asagida
verilen  teoremlerin  ispatlar1  yazarlarin  [16]
calismasinda bulunabilir.

Teorem 3. 1. (Yakinsaklik)

y(x) e 2(-11) ve |y"(x)|<C ise (2.5) Chebyshev
N — o durumunda y(x) fonksiyonuna
diizgiin yakinsar.

acilimi,

Teorem 3. 2. d& ve d{ terimlerinin yuvarlama

hatalar
. 1 N° 1
d2" —d® <46,(6-0(— ) (—+-)
' ‘ N 3 6 3.1)
(2)* (2) 491' 1 NA 1
dk,j _dk,j £ ?(5_0(m5)) (?_g)

seklinde sinirlidir [17].

Teorem 3. 3. y(x) fonksiyonunun yaklagim polinomu
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N
P, y= z a,T, olmak iizere, Vy(x) eH (-11) ,
m=0
m >0, i¢in kesme hatasi

(3.2)

Iy =Py ¥l oy SCNT[ly

HIN (-1,)
dir.

IV. SAYISAL UYGULAMALAR

Bu boéliimde dort dogrusal olmayan tekil sinir deger
problemi CSFY ile ¢oziilmistiir. Tiim problemler i¢in
verilen x e[a,b] araligt

,_(b-a) (b+a)

> > (4.1)

doniistimii ile t €[-1,1] araligina tagimmustr.

Ornek 1: ilk olarak

y"(x)+1y'(x) =—e'™ 0<x<1
X

4.2)
y'(0)=0, y@)=0
tekil simir deger problemi incelenmistir. Gergek
¢ozimii  y(x) =21In( 4-2V2 ) olan (4.2

(B-242)x?*+1

probleminin N =8 i¢in CSFY ile sayisal ¢6ziimii;

y(x) = 0.31669- 2.66453x107"° x — 0.34314x’
+2.32483x10°x% +2.92804x10 % x*
+5.23403x10* x* —4.32272x10° x°
+9.50569x107* x” —2.33492x10°° x°

4.3)

olarak elde edilmektedir. Sayisal sonuglar “Wolfram
Mathematica” ile elde edilmis olup, varsayilan islem
hassasiyeti 10™° dir ancak bu ¢alismada kisaltma
amaciyla tiim basamaklar verilmemistir. CSFY ile [1,

6, 9, 18, 19] da wverilen diger yontemlerin
karsilastirilmasi Tablo 1 de verilmistir.
Tablo 1. CSFY ile diger yontemlerin maksimum mutlak hatalarinin karsilastirilmasi.

N CSFY |n [6] [9] [18] n [19] n [1]

4 6.25E-05 |4 - - 5.67E-05 |12 4.01E -04 20 3.16E -05

6| 296E-07 |6| 393E-04 | 544E-07 | 3.14E-06 |16 | 254E—05 |40 | 7.87E-06

8 246E-09 (8| 6.95E-05 9.20E -09 6.35E-07 |20 2.10E-06 |60 | 3.50E-06
Burada, N yaklagim polinomunun derecesini, N ise alt o007,
aralik sayisini  gostermektedir. CSFY’ nin diger -
yontemlere nazaran problemi alt araliklara bolmeksizin
daha yiiksek dogruluk sagladigi agik¢a goriilmektedir.
Sekil 1.a N =8 i¢in CSFY ¢6ziimiinii ve analitik
¢Oziimii birlikte gdstermekte olup, Sekil 1.b,c,d ise
sirastyla N =4,6,8 i¢in CSFY ile analitik ¢6ziim -
arasindaki mutlak hatay1 gostermektedir. -
0.30F

(b)
0.25 B __E?rrfx
o 3.6=10 r / \
020} I
\ \
0.5} 2.5<1077 / \ / / \ / \
o V' /
0.10 2.%10 ‘l. f ," ".
1.6x 1077 / \ | Vo / \
> x |'|" ! "' f "l !
1.=10 \ f \ \
5 =108 \ H |
." ¥ L \r
0.0 0.2 0.4 06 0.8 1.0
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|Erris)|
25x107% ¢

g

2. =x1077
161079 |F
1.x1079

5.x10710 |

04

Logqg( max |Err()
10 Osxgl

10
(e)
Sekil 1. a) N =8 i¢in CSFY ¢6ziimii ve analitik
¢oziim. b) N=4,c) N=6 ved) N =8 i¢in CSFY
ve analitik ¢6ziim arasindaki mutlak hata farki. ¢)
N =4,6,...,16 i¢cin maksimum mutlak hata.

o |

Ornek 2: Kiiresel bir hiicrede kararli durum oksijen
diflizyonu ¢alismasinda ortaya ¢ikan dogrusal olmayan
tekil sinir deger problem

Oy(x) )
y'(x) = Y00 1
y'(0)=0, 5y(1)+y(1)=5

“(x)+ 0>0,u>0

(4.4)

seklindedir. Burada 6 =0.76129, x=0.03119 ve
o = 2. (4.4) probleminin CSFY ile sayisal ¢oziimi;

y(x) = 0.82848+ 3.62210x10 ™ x + 0.12227 X’
—6.76668 %10 x* +1.96442x10* x*
~4.51380x10° x° —1.30042 x10° x°
-3.06715x107" x” +1.45908x10° x°
—2.86035x107" x° +5.11063x10° x*°.

(4.5)

olarak elde edilmektedir. Bu denklemin analitik
¢Oziimii bilinmediginden dolay1

. 2 . o
v+ 2y (-2 |
T s

R (x) = O<x<l. (4.6)
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seklinde tanimlanan mutlak artik hata (absolute
residual error) formiilii kullanilmugtir.

CSFY ile [18, 20] de verilen diger yontemlerin mutlak
arttk hatalarimin  karsilagtirilmast  Tablo 2 de
verilmektedir.

Tablo 2. Mutlak artik hatalarin karsilastirilmas.

N CSFY n [18] [20]

4 6.36E — 05 4 425E-05 | 4.84E-04

6 9.64E - 07 6 6.14E-06 | 6.78E-05
8 1.11E -08 8 1.38E-06 | 9.45E-06
10 | 348E-10 | 10 | 8.39E-07 | 1.31E-06

Ornek 3: Standart Lane Emden denklemi
Y00+ 2y (0 +y" () =0, x>0
X 4.7

y0) =1 y(0)=0

olarak verilmektedir. (4.7) denkleminin m=0, m=1

ve m=5 igin analitik ¢Ozlimleri sirasiyla

-1
2

y(X) = 1——x ()_— ve y(x) = (1+—

2
X j dir.
3

Durum 1.1 m=0 ve N =4 ig¢in yaklasim polinomu,

y(x) =1.—3.88578x107° x — 0.16666 X"

XZ

~1l-—
6

(4.8)
-1.33226x10™ x* +5.32907 x10™"° x*

olarak elde edilmistir.

Durum 1.2. m=1 ve N =16 i¢in yaklasim polinomu
y(X) = 0.99999- 5.85642x 105 x — 0.16666X

+1.52207 x107° x® +0.00833x* + 2.16351x 107 X°
—1.9%x10“x® +5.57038x10°x" —1.42242x10°x®
+3.79615x107° x* —6.27821x107° X' + 7.65878x107° x™*
—6.811774x107° X2 +4.29274x107° x** —1.81617x10° x*
+4.62681x107°x** —5.36441x107" x*.

(4.9)

seklindedir. CSFY ile diger yontemlerin mutlak
hatalarinin karsilagtirilmasi Tablo 3’ te verilmistir.
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Tablo 3. Mutlak maksimum hatalarin karsilastirilmasi.

X [21] [22] [23] [24] CSFY
0.1 4.61E-11 1.40E -06 3.44E-09 7.27TE-10 6.24E -13
0.5 4.43E -08 2.99E - 06 1.28E -07 4.32E-08 5.82E -13
1.0 3.74E-05 1.99E -06 3.78E —-05 3.74E-05 4.63E -13
Durum 1.3. m=5 ve N =16 icin ¢6ziim tekil diferansiyel denkleminin analitik ¢Oziimii
y(x) = log( 1 ) dir. CSFY yontemi kullanilarak

y(x) = 0.99999-1.36002 x 10 x — 0.16666 X"
—4.70661x 107 x* + 0.04166x"* —8.80698x10™" x°

—1.15677 x10%x* —3.17828 x10° x" +3.49178x10° x°
X X X X + X X (410)

4 11

—3.11723x10* x° —3.92795x10 * x* —9.06971x 10 * X

4 14

+1.26308x10”° x” — 6.80095 x10™* x*° +1.83709 x 10~ X
—2.14651x10° x*° +2.23517x10 " x*

olarak elde edimistir. [0,1] araliginda N =16 iken
CSFY ile elde edilen mutlak maksimum hata
1.74x10" iken, aym aralik i¢in [25] de kullanilan
Haar wavelet yontemiyle elde edilen hata 8.47x10°°
dir ve bu yontemde dalgacik ¢6ziiniirliik seviyesinin
maksimum degeri J =9 ve 2M =2’" =1024 olarak

alinmakta yani daha c¢ok diiglim noktasi
kullanilmaktadir. Ornek 3 icin m=0, 1, 1.5, 2, 3, 5

alinarak CSFY ile elde edilen yaklasim ¢oziimler Sekil
2 de verilmistir. (4.7) denklemindeki her m degeri,
farkl1 bir probleme karsilik gelmekte, dolayisiyla Sekil
2 de farkli problemlerin sayisal ¢oziimleri birlikte
gosterilmektedir.

1.0 i,

095}

ngsl  —— m=5

0.0 02 04 06 0 .IS 1.0

Sekil 2. m=0,1,15, 2, 3,5 alinarak elde edilen
yaklagik ¢oziimler

Ornek 4:

(4x+1)
y"(x) + y'(x)
4x

5x° (20x°e"" —4x -17)

4(4+X°) (4.11)

1
y'(0) =0, y®)+5y'Q®)= |09(g) -5

4+x°
elde edilen sayisal ¢oziim

0 2

y(x) = —1.38629 — 5.66779 x 10 x —1.55565 x 10~ x
+1.63695x10° x* —6.73787 x10” x* —0.24998x°

—2.00057 x10* x* +1.78223x10° x" —1.09354 x 10 x°
(4.12)

+4.70694 x107 x° — 0.10963x"° + 0.27461x" — 0.24922x"
—0.33414x" +1.67805x" —3.22251x" + 3.82783x"
—3.01115x" +1.52702x™ — 0.44998x" + 0.058273x”

seklindedir. N =20 i¢in CSFY yontemi kullanilarak
elde edilen maksimum mutlak 2.99322x10™ (

x=0.99933) iken, [3, 26] calismalarinda n =256
alinarak elde edilen maksimum mutlak hatalar sirasiyla

1.9582x107™%° ve 1.13x107° dir.

Sonug olarak bu ¢alismada CSFY kullanilarak gergek
miihendislik problemlerinde ortaya ¢ikan dogrusal
olmayan tekil sinir deger problemleri ¢ozilmiistiir.
Ayrica bu yontemin yakmsaklik ve hata analizi
verilmistir. Sayisal sonuglar CSFY” nin problemi alt
araliklara  bolmeksizin  diger yontemlere gore
dogrulugunun daha yiiksek ve ¢oziime daha hizli
yakinsadigini1 gostermektedir.
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