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RESEARCH ARTICLE / ARASTIRMA MAKALESI

Epidemiyolojideki Kompartman Modellerinin Eslenmis Hamilton
Analizi

Matched Pair Hamiltonian Analysis of the Compartmental Models in Epidemiology
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Oz
Epidemiyolojideki SIR, SEIR, 2-SIR ve 2-SEIR modellerinin Hamilton formiilasyonu verildi. Eslenmis Lie-Poisson sistemleri
yazildi. SIR ve SEIR modellerinin eslenmis Lie-Poisson sistemi olduklar1 gosterildi. Bir Lie cebiri igin biikiilmiis escevrim
genislemesi ¢alisildi. Bu genislemenin dual uzayi {izerinde eslenmis Lie-Poisson denklemleri elde edildi. SIR ve SEIR
kompartman modellerinin iki popiilasyon karsiligi olan 2-SIR ve 2-SEIR modellerinin biikiilmiis es¢evrim genislemesiyle elde
edilmis Lie-Poisson sistemi olarak ifade edilebilecekleri gosterildi.
Anahtar Kelimeler: Eslenmis Lie cebirleri; Eslenmis Lie-Poisson sistemleri; Biikiilmiis es¢evrim geniglemesi; Epidemiyolojik
kompartman modelleri.

Abstract

Hamiltonian formulations of SIR, SEIR, 2-SIR and 2-SEIR epidemiological models are presented. Matched Lie-Poisson
dynamics is exhibited. SIR and SEIR models are expressed as matched pair Lie-Poisson systems. A twisted cocycle extension
of a Lie algebra is studied. Lie-Poisson equations are written on the dual of a twisted cocycle extension. It is shown that two
population 2-SIR and 2-SEIR models admit this Lie-Poisson formulation.

Keywords: Matched pairs of Lie algebras; Matched Lie-Poisson systems; Twisted cocycle extension; Epidemiological
compartmental models.

I. GIRIS

Epidemiyoloji i¢in kompartman modelleri 1900’lerin basinda c¢alisilmaya baglanan ve bulas dinamigini inceleyen
modellerdir [1, 15, 17]. Bu modeller bir ¢ok salgin hastalik i¢in olduk¢a makul 6ngériilerde bulunmus [6, 10, 22],
gliniimiizde ise Covid-19 pandemisi i¢in de kullanilmaktadir [2, 25]. Kompartman modelleri kapali bir toplumu
kompartman olarak adlandirilan pargalara ayirir. Her bir kompartman bir biiyiik harf ile gosterilir: Ornegin, S ile
hasta olma potansiyeli olan insanlarin toplam sayisi, E ile enfekte olup heniiz bulastiric1 olmayan insanlarin toplam
sayist, I ile enfekte (ve bulastirict) olan insanlarin toplam sayisi, R ile ise iyilesmis insanlarin toplam sayilar
gosterilir. Burada dinamik her bir kompartmanin zaman igindeki degisimlerini modelleyen ve lineer olmayan adi
diferansiyel denklem takimlart ile verilir. Simdi bu c¢alismamizda konu ettigimiz kompartman modelleri
orneklerine bir géz atalim.

1.1. SIR ve SEIR Kompartman Modelleri

Bu makalede ¢alisacagimiz epidemiyoloji modellerinden ilki olan SIR modeli, enfekte olmus kisilerin direkt olarak
bulasict oldugu, diger bir ifade ile E kompartmaninin olmadigi, sadece S, I ve R kompartmanlarindan olusan bir
modeldir. Bu modeli belirleyen (diferansiyel) denklem takimi, bulas orani a ve iyilesme orani1 r ile gosterecegimiz
sabit reel sayilar olmak iizere

S =—rSI,
I =rSI—al, 1)
R =al.

seklindedir. Bu modelin daha genel bir hali enfekte olup heniiz bulastiric1 olmayan E kompartmanini da igeren
SEIR modelidir. Maruziyetten enfekte duruma gecis orani € reel sayisi ile gosterilmek tizere, SEIR modeli
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S =—rSI,

E = rSI — €E,

) (2
I = —al + €E,

R =al

denklem takimi ile belirlenir. Simdi ileri bir adim
olarak, sabit niifus iki modelin ortak tek bir havuz
olarak davrandiklarinda (bu iki komsu sehir veya
tilkenin karantina sonrasi ortak davranisi olabilir) nasil
bir model dahilinde incelendiklerine bakalim. Bu ikili
eslenmeyi SIR ve SEIR icin ayr1 ayr1 yapalim ve
sirastyla 2-SIR ve 2-SEIR adlarini verelim. Sy, Eq, I1, Ry
ve aq, 1y, € ilk popiilasyonun, S,, E,, I, R, Ve a,, 1y, €,
ise ikinci popiilasyonun kompartmanlarini  ve
sabitlerini ifade etsin. Bu notasyonlar 1g18inda £ = 1,2
olmak tizere, ilk olarak 2-SIR modeli

Se = =15l
Iy = 148,01, — aly, 3)
Re = aply,
seklinde olacaktir. Sonrasinda da 2-SEIR modelini
Sf = —1,Spl,
E, = 1,500, — €,E
£ = Tpoplp — €Ly )

ig = _aglg + EgEg
Ry = al,

olarak yazabiliriz. Simdi ise bu modelleri analiz etmek
icin kullanacagimiz Hamilton sistemleri hakkinda
genel bir bakig sunalim.

1.2. Hamilton Denklemleri

Hamilton denklemleri, kuantum fiziginden, finans ve
biyolojiye kadar bir ¢ok disiplinden gelen diferansiyel
denklemlerin sagladigi 6zel bir formdur. Bir Hamilton
sisteminin kalitatif (stabilite, kontrol, vs.) analizlerini
yaparken cebir ve geometri gibi disiplinlerden gelecek
yontemler kullanilabilmektedir [3, 7]. Bu nedenle bir
denklemi Hamilton formunda yazmak, sistemin
davranisii  6grenmek  icin  ciddi  avantajlar
saglamaktadir. Hamilton dinamigini metin iginde
(bakimiz Altbolim 2.1) detayli bir sekilde sunacak
olsak da, bu makalenin amacini anlatmamiza yardimci
olacagini umarak kisaca su sekilde bir 6zet yapabiliriz.

Hamilton denklemlerini yazabilmek ic¢in Oncelikle
bagimli degiskenlerin koordinat olarak tanimlanacagi
bir Poisson  katmanina (manifold) ihtiya¢ vardir.
Poisson katmani tizerinde ters simetrik, Leibniz ve
Jacobi esitliklerini saglayan Poisson g¢ercevesi {e,¢} -
Lie cebiri yapisi - barindirmaktadir. Secilen bir
Hamilton fonksiyonu # i¢in, Hamilton denklemleri
z={z,H} (5)
seklinde yazilir. Burada z ile bagimh degiskenler
vektorli  gosterilmistir. Bir modelin - diferansiyel
denklem takiminin - Hamilton analizi i¢in, (1) uygun
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bir Poisson c¢ercevesi tammmlamak, (2) uygun bir
Hamilton fonksiyonunu belirlemek, ve de sonug olarak
modeli bu insalarin neticesinde (5) formunda
yazabilmek gerekir. Bu iki is - ¢ercevenin belirlenmesi
ve Hamilton fonksiyonunun segilmesi - i¢gin direkt bir
metot/algoritma yoktur. Ve fakat simetri barindiran
bazi fiziksel sistemler, 6rnegin kati cisimler dinamigi
ve akigkanlar teorisi i¢indeki bazi ideal modeller, i¢in
kullanilan Poisson gergeveleri 6zel olarak Lie-Poisson
formundadir [20]. Lie-Poisson cerceveleri, bir Lie
cebirinin duali iizerinde ve cebir iizerindeki Lie
gercevesi  vasitasiyla  tanimlanir.  Lie-Poisson
cergeveleri bizim modellerimiz i¢in de dnemli oldugu
icin metin iginde detaylica ¢alisilacaktir (bakiniz
Altboliim 2.2). Ayrica, standart olmayan, Lie-Poisson
yapist tasimayan ve daha ¢ok deneme yanilma ile elde
edilen c¢ergeveler de mevcuttur.

1.3. SIR ve SEIR Modellerin Hamilton Analizi
Epidemiyolojik kompartman modellerin Hamilton
analizi literatiirde mevcuttur [23, 24]. Cok yakin bir
calismada [9] ise kapsamli bir sekilde kompartman
modellerin Hamilton formiilasyonlar1 verilmistir.
Metnin biitiinliigi agisindan SIR (1) ve SEIR (2)
modellerinin ve bu modellerin eslenmis 2-SIR (3) ve 2-
SEIR 4) genellestirilmelerinin Hamilton
formiilasyonlarini hatirlatalim. Bunu, her bir model i¢in
Poisson g¢ergevesini ve Hamilton fonksiyonunu
sergileyerek basaracagiz.

Oncelikle SIR modeline bakalim. Bagimli degisken

z=(S,I,R) olsun. Poisson ¢ercevesi ise
koordinatlarda, a ve r reel sayilar olmak tizere,
{S, R}SIR = —rSI {1, R}SIR = —al + rSI (6)

ve kalant 0 olacak sekilde tanimlansin. Hamilton
fonksiyonunu toplam niifus # =S+ 1 + R alirsak,
SIR (1) modelini Hamilton formunda

S= {S, H}sir I= {0, Hsir R= {R, M}z (7)
yazabiliriz. Kisa ve kolay bir hesapla, bu kisimda
yaptigimiz se¢imler ile denklem takimi (7)’nin SIR (1)
sistemini verdigini gorebiliriz.

Benzer  sekilde SEIR  modelinin ~ Hamilton
formiilasyonunu da yazabiliriz. Bu sefer bagiml
degiskenleri z = (S,E,I,R) scklinde belirleyelim.
Poisson ¢ergevesini, a, r Ve € reel sayilar olmak iizere,

{S, R}SEIR = —rSI {E, R}SEIR =1rSI —€eE

{I, R}SEIR = _aI + EE (8)

ve kalan1 0 olacak sekilde tanimlayalim. Hamilton
fonksiyonu bir kez daha toplam niifus H =S+ E +
I + R almirsa, Hamilton denklemleri (5),



Kompartman Modeller

Int. J. Adv. Eng. Pure Sci. 2021, 33(2): 265-276

$ = {S, H}ser
I ={l,H}sgir

E ={E, H}seir
R = {R, H}sgir ©)
kisa bir hesap sonunda SEIR (2)’yi verecektir.

1.4. 2-SIR ve 2-SEIR Modellerin Hamilton Analizi
2-SIR modelinin Hamilton formiilasyonunu sunalim.
z = (81,5, 11, I, Ry, Ry) vektorinii belirleyip, Poisson
cercevesini, £ = 1,2 i¢in a,, rp reel sayilar olmak iizere,
{Se.Re} = —1eSely  {lp,Rp} = —aply + 75,1,  (10)
olarak tanimlayalim. Hamilton fonksiyonunu iKi
popiilasyonun toplam niifusu H = S; + S, + [, + 1, +
R; + R, alirsak, Hamilton denklemlerinden

5?4’ = {Se, H}2-s1r ie ={I, H}s-sir
Ry ={Rp,H}r-sir (11)
2-SIR (3) modelini elde ederiz. 2-SEIR modeli i¢in ise
z = (51,53, E1,Ey, 11, I, Ry, Ry) olarak belirleyelim.
Hareket denklemlerini

S‘f = {Se, H}2—skir Ef ={Ep, H}r-seir

Ly = {Ip, K}z spir R{ ={Rp, H}r—sir (12)
yazalim. Cergeveyi koordinatlarda, a,,1,,€, reel
sayilar olmak iizere,

{Se:Re}o—seir = —1eSels

{Ee) Ro}o—sgir = 12Selp — €,E,

{Ie) Re}o—spir = —aely + €4E, (13)

ve kalan1 0 olacak sekilde tanimlayip H = S; + S, +
E1 + EZ + 11 + 12 + R1 + Rz allrsak, 2'SEIR (4)
modelini elde ederiz.

1.5. Makalenin Amaci ve icerik

Bu c¢alisgmada kompartman modellerinin Hamilton
analizini bir basamak ileri tasimak, daha net bir ifade
ile, S, I, E ve R kompartmanlarinin birbiriyle olan
iligkilerinin ~ cebirsel/geometrik analizini  yapmak
hedeflenmistir.

Kullanacagimiz temel yaklagim, karsilikl etki eden iki
sistemin kollektif davranisini yazmamiza olanak
saglayan eslenmis (Lie-Poisson) Hamilton denklemleri
teorisidir [13]. Eslenmis Hamilton analizi yeni bir teori
olmasina ragmen, elektromanyetik teoriden [12],
akigkanlar [11] ve plazma teorisine [14] kadar genis
uygulama alanlar1 bulmustur. Bu teorideki temel
cebirsel yapi, birbiri lizerine karsilikli olarak etki eden
- cebir tasvirleri olan - iki Lie cebirini g6z 6niine almak
ve bu cebirleri asikar olarak icerecek ve fakat karsilikli
etkileri de koruyacak toplam bir Lie cebirini insa
etmektir. Bu tiir Lie cebiri genislemeleri, literatiirde
eslenmis Lie cebiri (matched pair Lie algebras) adi ile
anilir [18], detayl anlatim i¢in bakiniz Altbolim 2.3.
Bu karsilikli etkiler, dual uzaylar iizerinde dual etkiler
tamimlar. Bu sayede, bireysel (Lie-Poisson) Hamilton

267

denklemlerini ve de karsiliklx etkileri de koruyan tek bir
Hamilton denklem sistemi elde edilmesi miimkiin olur.
Bu siirecin detaylart metin icinde, Altbolim 2.4,
anlatilmistir. iki sistemi bu sekilde birlestirmeyi
bilmek, ayni zamanda tek bir sistemi parcalar
arasindaki iliskileri koruyacak sekilde analiz etmeyi de
miimkiin kilar.

Bu c¢aligmamizda, eslenmis Hamilton analizini
epidemiyolojik modeller iizerinde calisacagiz ve SIR
(1) ve SEIR (2) modellerinin birer eslenmis Hamilton
sistemi oldugunu (swrasiyla bkz. 4.1 ve 4.2)
gosterecegiz. Diger bir ifade ile, tek bir Hamilton
sistemi olarak ifade edilmig SIR (1) ve SEIR (2)
modellerini, karsilikl1 etki tepki igindeki iki alt sistemin
toplam1  olarak  ifade  edecek, diferansiyel
denklemlerdeki her bir terimin bireysel ve/veya
karsilikl etki sonucu olup olmadigini gosterecegiz.

2-SIR (3) ve 2-SEIR (4) modellerini alt dinamiklere
bolmek ise yukarida tarif ettigimiz eslenmis Hamilton
sistemlerinden daha genel bir yaklagim talep
etmektedir. Bu tiir Lie cebiri genislemelerine [4]te
birlesik ¢arpim (unified product) ad1 verilmistir. Bir Lie
cebiri ve bir vektdr uzaymin birlesik ¢carpimu bir Lie
cebiri olup bu Lie cebiri ve vektdr uzaymin direkt
toplamu olarak yazilir, ve kendisini olusturan Lie cebiri
pargasini bir Lie altcebiri olarak ihtiva eder. Diger
parganin birlesik carpim igerisinde yalnizca bir vektor
altuzay1 olarak bulunup bir Lie altcebiri olmamasi ise
bu vektor uzayindan Lie cebiri pargasina tanimlanan
ters-simetrik  bir fonksiyon, bikiilmily escevrim
(twisted cocycle) dontstimi, ile telafi edilir. Bu
calismamizin 3. bolimi teorik olarak bu tip Lie
cebirlerini sunmak ve bu tip cebirlerin dual uzaylar
iizerindeki Poisson yapilarini belirlemek {izerinedir
(bkz. 3.2). Bu son durum teorik olarak da literatiirde
heniiz ¢alisilmamis ve ilk burada sunulacaktir. 2-SIR
(3) ve 2-SEIR (4) modellerinin bu teorik yapiya uygun
olduklar1 da sirasiyla Boliim 4.3 ve 4.4°te verilecektir.

I1. HAMILTON DiNAMIiGi VE ESLENME
PROBLEMI

2.1. Hamilton Sistemleri

P tilirevlenebilir bir katman (manifold) olsun [28]. P
iizerinde tamimli reel degerli tiirevlenebilir fonksiyonlar
uzay1 C*(P) i¢in

{o,0}: CZ(P) X C*(P) » C™(P)

operasyonunu diistinelim. Eger her F,G,H € C(P)
ve a, b € R i¢in bu operasyon

* (Tki-lingerlik.) {aF + bG,H} = a{F,H} + b{G, H} ve
{F,aG + bH} = a{F,G} + b{F,H},
* (Ters simetri.) {F, H} = —{H, F},
* (Jacobi ozdesligi.) {F,{G, H}} + {G, {7, F}}
HH.{F.G}} =0,
* (Leibniz kurali.) {FG,H} = F{G, H} + G{F, H}
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Ozelliklerini sagliyorsa, {e,e} operasyonu Poisson
cercevesi, (P,{e,*}) ise Poisson katman olarak
adlandirilir [29, 30].

Bir H € C*(P) fonksiyonu segelim. Bu fonksiyona
Hamilton fonksiyonu diyecegiz. Cercevenin Leibniz
kuralint saglamasi neticesinde, verilen bir Hamilton
fonksiyonu H igin bir vektor alan1 X3, tanimlayalim:
X (F)={F,H}, FecC>P). (14)
Sol taraftaki notasyon, rasgele segilen bir F
fonksiyonunun Xy vektér alami etkisindeki yonlii
tirevini  (directional derivative) gdstermektedir.
Literatirde, X3, vektér alam Hamilton vektor alam
olarak adlandirilir. Bu durumda her z € P i¢in,

2= Xy (2) = {z,H} (15)

seklinde yazilan diferansiyel denklem Hamilton
denklemi adim alir.

Sonlu Boyut - Koordinatlar. Yerel olarak P tizerinde
(z;) koordinat sistemini alirsak, Poisson ¢ercevesini
N;j = {z;,2;} notasyonu ile belirleyebiliriz. Buradaki
N = [N;;] matrisi Poisson matrisi olarak adlandirilir.
Bu durumda Lie gercevesinin genel hali (14)’d ve
Hamilton denklemleri (15)’1

OF 0

P30} = Ny 552 (16)

Zi = ija_zj

seklinde yazabiliriz.

2.2. Lie-Poisson Sistemleri

g bir vektdr uzayi olsun. Bu vektdr uzayi lizerinde
tammladigimiz  iki-lineer, ters simetrik ve Jacobi
0zdesligini saglayan

[.’.

operasyonuna Lie ¢er¢evesi, bu operasyonla donatilmig
(a,[*,*]) vektor uzayina ise Lie cebiri denir. g bir Lie
cebiriyse, onun duali olan g* uzayinda tamimli reel
degerli fonksiyonlar uzayi lizerinde

llgxg—ag

FHY@) = @[5 o) (17)
seklinde tanimlanabilen bir Poisson gergevesi bulunur.
Bu ¢erceve Lie-Poisson cergevesi olarak adlandirilir.
(17)’deki 8F /6z ve 6H /6z tiirevlerinin Lie cebire ait
olabilmesi, dolayisiyla da tanimin gegerli olabilmesi
icin g vektdr uzaymin g"* uzaym icermesi
gerekmektedir. Bu tamim 1518inda, Hamilton
fonksiyonu #'nin etkisindeki F’nin dinamigi

6F 6H 6F
F = (F,3)@ = (|5 5] = 0 —aden )
= (adjpe/5:%,50) (18)
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seklinde hesaplanir. Buradaki ad ve ad™ operasyonlari
g’nin sirastyla adjoint ve koadjoint operasyonlari olup
her X,Y € gve u € g* igin

adyY = [X,Y] ve
(adyp,Y) = (u, —adxY) = —(u, [X,Y])

olarak tanimlanir. Hamilton denklemi ise

z—adgy 5,2 =0 (19)
seklinde yazilir ki bu, H Hamilton fonksiyonunun
etkisindeki hareket denklemidir.

Sonlu Boyut - Koordinatlar. Simdi sonlu boyutlu g
uzaymin dualinde tanimli Lie-Poisson yapilari
koordinatlarda inceleyelim. {e;} = {es,...,ex}, g
uzayinin bir bazi ise, bu baz {izerindeki Lie cercevesi
islemlerini

(20)

lei €] = Cilj'ek'

seklinde yazabiliriz. Buradan elde ettigimiz C sabitleri

Lie ¢ergevesinin yapt sabitleridir. Dual ba21 {el} =
{e’, ...,e"} seklinde gosterelim. Bu durumda g*’deki
herhangi bir eleman z = z;e' seklinde yazilabilir ve

{z4, ..., zy} reel sayilan1 da koordinatlar1 ifade eder.
Boylece, (17)’deki  Lie-Poisson  gergevesinin
koordinatlardaki yazimi

8F 8H
{:F }[} = CU kSZ 52 (21)

olurken, (19)’daki hareket denklemi koordinatlarda

SH

Ckzk6z 0 (22)

seklindedir.

2.3. Eslenmis ve (Sol) Yar1 Direkt Carpim Lie
Cebirleri

g ve b iki Lie cebiri olsun. Bu cebirlerin karsilikli

etkilesiminden bahsedebilmek igin birbirleri tizerinde

sag ve sol etkilerini tanimlamamiz gerekir. §,§' € g ve

n,1' € b igin,

>
i

h®g—g,
h&®g—h,

n®smneg

23
n®EHn=ag @3)
olmak tizere iki lineer doniigiim tanimlayalim. Eger bu
doniisiimler

nleé=ne@ed-—n"emOe9) (24)
n<ET=m<) < -m=<§) <&

esitliklerini saglarsa, = ve < doniistimleri sirasiyla sol
etki ve sag etki olarak adlandirilir. Burada, okumayi
kolaylagtirmak adina, g ve h’ye ait Lie ¢ergeveleri ayni
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[¢,] semboliiyle yazilmistir. Direkt toplam g & b
iizerinde bir Lie yapisi tanmimlayabilmek i¢in de bu
etkilerden yararlanacagiz. Oncelikle,

ne (88 =heddl+Enedl+m<ade -0 (25)
mnl<¢ =hn <fd+h<énl+n<@edH-n"<me=9)
"uyumluluk" sartlarinin saglandigin1 varsayalim. Bu
durumda,

COMEDONM]Ww=WUET+ne 8 —n' = 8)
@ (nnT+n<f-n"<8 (26)
seklinde tamimlanan operasyon, Lie c¢ergevesi
ozelliklerini tasir. Boylece (g @ b, [¢,]n), eslenmis
Lie cebiri (matched pair Lie algebra) olusturur. (26)’ya
gore etkiler

m$l=m=HS 0= (27)

esitligini saglamaktadir.

Ozel olarak ise denklem (23)’te ikinci satirda verilen
g’nin h’ye sag etkisini agikar kabul edelim. Bu durumu
g X b notasyonu ile belirtip, literatiirde (sol) yari direkt
carptm  (Semi-direct product) adiyla amldigim
hatirlatalim. Bu 6zel durum i¢in uyumluluk kosullari
(25)’ten birincisinin sol etkinin Lie ¢er¢evesini
korumasini gerektirecegi
ne[6E]1=Me &8+ 60 ¢, (28)
ikinci kosulun ise otomatikman saglanacagi rahatlikla
gozlenebilir. Eglenmis ¢ergeve ise

[(COmME @)= (1+n>¢ —n" =€)
® (In.7'D (29)
seklinde indirgenecektir.

Sonlu Boyut - Koordinatlar. {e,} kimesia = 1, ..., N
olacak sekilde g uzayinm, {f,} kiimesiisea =1, ..., M
olacak sekilde h uzayinin bazlart olsun. Her bir Lie
cebiri i¢in yap1 sabitlerini

£,

[ea eg] = Cogea,  [fa fo] = Doy (30)
olarak tanimlayalim. g @b direkt toplami N + M
boyutlu bir vektor uzayi oldugundan,
{ew}Jca®h e, =e, D0, 8,=0Df, (31)
seklinde tanimlanmig {€, ..., €y} kiimesi g @ b i¢in
bir baz olusturur. Buradaki sonlu yapida, denklem
(23)’te verilen karsilikli etkiler

fo>eq = Liaeﬁ f, < eq = REafy (32)
seklinde yazilabilir. Bazlar sabitledigimiz i¢in Lﬁa ve
R?,, sabitlerini tek sekilde elde ederiz. Simdi eslenmis
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Lie c¢ergevesi operasyonunu baz elemanlarina
uygulayalim. (32)’den yararlanarak
[, ], = Cpa®y + Ciata
= [eﬁ (<3} 0,% (<3} O]D(1 = C;i,'aey Do
[6p.2al,, = CpaBy + C3,8

=[eg 0,0 fa]N = —waey o)) (—R{lﬁf,-)
[éb'éa]lxl = Egaéy + El;aéj

=0, 0D f,l =0 D (33)

sonuglarmi aliriz. Dolayisiyla, eslenmis Lie cebirinin
yapi sabitleri su sekilde olur:

~Y —rY ~Fa ~Y 14

G =Cly  Ch=0, Ch,=-Ll,

~J — j Y ~ _ pJ (34)
Cﬁa - _Raﬁ‘ Cba =0, Cba - Dba'

Bir 6zel durum olarak (32)’de ikinci denklemle verilen
etkilerden g’nin h’ye sag etkisini asikar kabul edelim.
Koordinatlarda, bu durumun gergeklesebilmesi igin
tiim R2, sayilarinin sifir olmas1 gerekecektir. Bdylece
de eslenmis sistem (29) i¢in C} o ile kodlanan yapi
sabitleri de sifir olarak hesap edilecektir.

2.4. Eslenmis ve (Sol) Yar1 Direkt Carpim Lie-
_ Poisson Sistemleri

Oncelikle n € § olacak sekilde bir eleman sabitleyelim.
b Lie cebiri g’ye soldan etki ettigi i¢in

neig—g §Pneé (3%)
seklinde bir lineer doniisiim tanimlayabiliriz. Bu lineer
doniistimiin duali asagidaki sekilde tanimlanir:

Qg =g, (uand)=(wne§). (36)
Yani < doniisiimii, b’ nin g*’e etkisi olur. Simdi de & €
g elemanini sabitleyerek

bgrh—g,  be(m)=ne¢ (37)

lineer donistimiini tanimlayalim. Bu doniisiimiin duali
ise asagidaki sekildedir:

br:g” — b, (b ) = (wben) =(un <) (38)

Sag etki icin de benzer doniisiimler yazabiliriz. £ € g
elemanini sabitleyerek < & doniigiimiinii ve onun duali

olan ¢ o dontisiimiini su sekilde tamimlariz:
<§:h—b,
§eiht = b

(39)
(40)

neng
Eevm=(vn=)
Burada da o doniigiimii, g’nin H*’e etkisidir. n € h

elemanini sabitleyerek de a, doniigiimiini ve onun
duali olan a;, doniisiimiinii tanimlariz:
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(41)
(42)

a;:g ~ b,
ah o g

m@)=n=g

(apv,§) = (v, a,8) = (v, <$).

Bu notasyonlar 1s18inda, g* @ h* dual uzayi tizerindeki
eslenmis Lie-Poisson ¢ercevesi [13], u € g* ve v € h*

olmak tizere,
2 Fh (1 @ )_( OH 6}“]>+< OH 63’})
IOV =R Su’ Su V' sv sy
A: Direkt toplam
< ) < 6F 0K )
bsy “sul ~\Wsy T s
B: hrnin g tizerindeki sol etkisinden gelen terim
boes) e
v sv  Su v v Su

C: g/nin §) tizerindeki sag etkisinden gelen terim

6H OF
+

+ 43)

olarak hesaplanir. Bu tanimin gegerli olabilmesi i¢in, g
ve b uzaylarinin sirasiyla g™ ve B™ uzaylarini
icermeleri gerekmektedir. Eslenmis Lie-Poisson (H =
H (u,v) Hamilton fonksiyonuyla iiretilmis) hareket
denklemleri ise

* SH *
E =adsx(W) — H< 5 — sV
v OH
Sp —_— 5v
hrnin etkisi —

_—/ . Py
g* Lie—Pois. denk. gr/nin etkisi

(44)

dv SH
— = ad,m(v) + oy + L
dt Su
—_— Su
b* Lie—Pois. denk. g/nin etkisi brnin etkisi

olarak yazilir.

Ozel olarak g’nin b’ye sag etkisini asikar kabul edelim.

Bu durumda g x h uzaymin duali iizerinde (sol) yari

direkt carpim olacak sekilde denklem (43)’te verilen

cergevede C ile kodlanmig terimler sifir gelecektir ve
OH 6F OH 6F

cergeve
ﬁ@])*(“ W'ED

A: Direkt toplam
(45)

O P ®v) = (1

e

SH
“’_ D s
< Sv Su ov Su

B: h/nin g tizerindeki sol etkisinden gelen terim

+

seklinde indirgenecektir. Bu 6zel durumda eslenmis
hareket denklemleri (44)’te sag etkiden gelen terimler
diisecek ve

SH
= adin() - w2
# h,—/

S brnin etkisi
g Lie—Pois. denk.

(46)
dt = adgy-[(V) + b§7—[,Ll
Su
—,_/ N —t
b* Lie—Pois. denk.  prnin etkisi

olarak elde edilecektir. Yar1 direkt carpim uzaylari
iizerindeki Hamilton denklemleri igin ayrica bakiniz
[21].
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Sonlu Boyut - Koordinatlar. Eslenmis Lie-Poisson
cebirini yerel koordinatlarda inceleyelim. g @ b uzay1
icin {€;} bazini (31)’de tanimlamistik. g* ve h*’nin dual
bazlari da sirasiyla {e*} ve {f*} olduguna gore, g* P
b*’nin bazini da (31)’deki gibi tanimlayabiliriz. Yani

e =e"®0, e =0Df°

(e cag @b, (47)

seklinde tanimlanan {€%, ..., @M} kiimesi, dual bazdur.

Bu bazi kullandigimizda, (36) ve (40) dual
doniistimlerini yerel koordinatlarda

(Hae®) < (n*f,) = pan®LigeF,

(§%eq) =V = Vo §“RE,f° (48)

olarak yazabiliriz. Buradaki Lgs; Ve Rj,, karsilikli
etkileri tek sekilde tanimlayan (32)’deki sabitlerdir. Ote
yandan, (38) ve (42) doniistimleri yerel koordinatlarda

Blgaeq) (Hae®) = HodP Lgpf

Aary (Vae?) = Vo Rp,e” (49)

seklinde yazilir. Boylece, (43)’teki eslenmis Lie-
Poisson ¢er¢evesinin koordinatlardaki yazimi

S o i s
) (U V) = Ug By 6/1[; aﬂy Valpe avb ave
\ e (0 OF 0F oH
Hatap 0vg Opg  0vg Oug
oOH a:r 0F 0K
tVq bﬂ(av ug v g (50)
Eslenmis  Lie-Poisson gercevesi  operasyonunu

koordinatlara uyguladigimizda ise asagidaki sonuglari
elde ederiz:

{o, 1} = 1, C5,

{te, vp} = —alfo — VaREg, (Vb Ve} = VoD, (51)
(44)’teki eslenmis Lie-Poisson hareket denklemlerinin

koordinatlardaki yazimi ise

dug  _ p OH o 0 a
at Hp Ot C Ha a ap ~Va avp Rbﬁ -
dve i a H (52)
“at Vaa eb+vaa Rea"'#aa B

seklinde olur.

Ozel durumumuz olan sag etkinin asikar alind1g1 zaman
Poisson ¢ergevesi (45) sonlu boyutta su sekilde yazilir:

{1, 1} = 1,C5,

{ug,ve} = _HaLge' {Vb, Ve} = Vo D, (53)

ve hareket denklemleri (46) ise
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dug _ O p OH o
ac  Pogu, “pa T Hap, tap (54)
dve AH g A g4

=Vqg— -— .
dt 2 Jvy, eb+ﬂaa#ﬁ ep

seklinde olur.

Daha 6zel bir durum olarak, Lie ¢ercevesinin g ve b
lizerinde asikar oldugunu, yani tim C? . V& D&, yapi
sabitlerini 0 kabul edelim. Bu durumda (52)’deki
denklemler

dug OH o

= —Ug T Laﬁ
vy o (55)
ar Ha @Leﬁ

olarak yazilir.

I1l.  LIE-POISSON  SISTEMLERININ
BUKULMUS ESCEVRIM
GENISLEMESI

3.1. Lie Cebirlerinin Biikiilmiis Escevrim

Genislemesi

IIk olarak bir & Lie cebiri ile baslayalim ve bu cebirin
g ile gosterecegimiz bir altcebirini gz Oniine alalim.
Temel lineer cebir teorisinden biliyoruz ki; R =g @ b
direkt toplam esitligini saglayacak bir h € & vektor
altuzay1 her zaman mevcuttur. Burada eger § altuzayi
& tizerindeki Lie gercevesi altinda kapali ise, diger bir
ifade ile § bir Lie altcebiri ise, & = g @ b toplam1 bir
eslenmis Lie cebiri olacaktir. Burada karsilikli etkiler
icin [h,g] hesabina basvurmak gerekir. Bu durum
onceki boliimlerde incelenmisti.

Simdi ise daha genel bir yapiyi inceleyecegiz; & = g P
b dekompozisyonunda g altcebir iken § vektor altuzayi
altcebir olmasin. Diger bir ifade ile & lizerindeki Lie
gergevesi g’de kapalilik 6zelligi gosterirken, b’de
gostermesin. Bu durumu su sekilde ifade edebiliriz.
£,&,,6,& €g ve ny,m,,n €D olmak iizere, cergeve

k(mn) =0, PMmnn) =0,

islemleri

[61! 62]

¢ (56)

Munl=n+¢&

olarak yazilabilir. Buradaki hesaplara bagli kalarak, &
dontisiimiini

O:hxh g PMy,n2) =projgn,nl=¢, (57)
K doniigiimiinii ise
k:hXbh b, k(y,n2) =projynun] =n (58)

olarak tamimlayalim. Burada proj; ve proj, ile &
uzayindan sirasiyla g ve b lizerine izdiisiim operatdrleri
ifade edilmektedir. Ote yandan,

Mél=ncé+n<é

olacak sekilde

>h®g-g (59)
ve

<h®g-h (60)

lineer doniisiimlerini kurgulayalim. Bu sayede g @ b
lizerindeki Lie ¢ergevesi

[EDMEDNMu, =T+ —n' =&
+0(m,1)) @ (kM) +n < —n' <) (61)
seklinde ifade edilebilir.

Burada; (61) ile verilen gergevenin iki-lineer ve ters
simetrik olusundan, ® ve k doniistimlerinin iki-lineer
ve ters simetrik olduklari agiktir. Dahasi, direkt bir
hesap kullanarak (61) gergevesinin Jacobi 6zdesligini
saglamasinin gerek ve yeter sarti, her &,&' € g, ve her

77'77’,771,7]2,773 € b icin

kmn)<&=kMmn' <) -k <) +n<@ = -1 <=9,
kM) = &=[Eemn)]+PMmn <) +PMm<éEn)+ne (=8 —n's M),

ne[§8]=Enef]-[Eneél+m<H-n<) e,

nalél=n<&xé—-n<i g,
U @My, k(M2 13))+0 Ny & ®(1y,13) =0,
U kM1, k(M2,13))+0 Ny < ®(1y,13) =0

olmasidir, [4, Thm. 3.2] ve [5, Thm. 3.1.2].

Buradaki son iki ozellige sirasiyla @ doniistimiiniin
biikiilmiis escevrim (twisted cocycle) ozelligi, ve k
donilistimiintin ~ biikiilmiis  Jacobi (twisted Jacobi)
0zdesligi denilir.

Ozel olarak g’nin b iizerine sag etkisi (60) asikar etki
olarak almirsa, ki bu durumda (61) gercevesi
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(62)

[EDON),E D)]x, = (58] +n8 —n' 8
+®(M,1") ® k™M1 (63)
halini alir. Diger yandan, @ doniisiimii asikar olarak
alinirsa, (61) gercevesi

[EEM,EDON)]w = (EE]+n>E—n">8

@ xmN)+n<g-n'<p (64)
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olur. Bu son durumda, (62) icerisindeki son 6zellige
bakilarak k doniisiimiiniin

U k(ny,k(Nz,Mn3)) =0,

yani Jacobi &zelligini saglayacagi, ve dolayisiyla b
tizerinde bir Lie cergevesi belirleyecegi goriilebilir.
Diger yandan, eger § bir Lie cebiri (x doniisimii Lie
gergevesi olmak iizere), ve (59) doniisiimii de bir Lie
cebiri sol etkisi ise, (62) icerisinde sondan bir 6nceki
ozellik @ donlisiimiiniin b Lie cebiri iizerinde g
katsayili bir 2-escevrim (2-cocycle) olmasi seklinde
yorumlanabilir.

Toplam uzayinda, asikar olamayan bir biikiilmiis
escevrim mevcut ise, rahatlikla fark edilebilecegi iizere,
b Lie altcebiri olamayacak, bu durumda da H’nin g
tizerinde etkisi ger¢cek bir Lie cebiri etkisi
olamayacaktir. Bu gergegi akilda tutarak, makale
boyunca bu doniisiime yeni bir terminoloji yaratmamak
icin etki demeye devam edecegiz.

Sonlu Boyut - Koordinatlar. Onceki boliimlerdeki
secimlerimize sadik kalalim: g’nin baz1 {e,} @ = 1, ...N
ve b’nin bazi {f;}, j = 1,...M olsun. Denklem (57)’de
verilen @ bikiilmiis esgevrim doniistimii

D(fa, fo) = (ngea (65)

seklinde gosterilebilir. Burada ®§, ile verilen sayilar @
doniisimiini tek sekilde belirler. Denklem (61)’de
verilen Lie gergevesini ise bazlar lizerinde su sekilde
yazabiliriz:

[eq ep] = Cg/zee [fa, fp] = chwfj + dgpeq. (66)
Onceki béliimlerle uyumlu olmak adina Cgg ve D},
vapt sabitleri olarak ifade edilecektir.

Biliyoruz ki, (31) seklinde tanimlanmis {€4, ..., €yym}
g@Db igin bir bazdir. (32) ve (66) esitliklerinden
yararlanarak, (61) ¢ergevesinin yap1 sabitlerini
bulabiliriz:

[6p.Bal,,, = ChaBy + Ciata

=[eg @ 0,6, D o]% =Cp,e, @0
[é,;,éa]% = Cpo8) + C3,8

=[e 0,0 fa]% = —Lge, © (—R,f)
(€5 €alug = Chg®y + CpuE ‘

= [0 2] fb'O 2] fa]Ncb = CD)I;ae}’ @ Déafi'

(67)

Yani, biikiilmiis es¢evrim genislemesiyle elde edilen
eslenmis Lie cebirinin yapi sabitleri su sekilde olur:

~Y —rY ~ — ~Y _ Y
CB“ = CB“’ C[;’la =0, Cﬁa = _LaB
Ba T " Tap’ ba — “ba’ ba — “ba
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Eger 6zel durum (63)’te verildigi sekilde sag etki asikar
alinirsa, Rgﬁ sayilarinin hepsi hem c¢ergeve islemleri

(67)’de hem de yap1 sabitleri (68)’de sifir olarak hesap
edilecektir.

3.2. Lie-Poisson Sistemlerin Biikiilmiis Escevrim
Genislemesi

n,n €H, vEDH ve u€g* olmak iizere, ilk olarak

asagidaki fonksiyonu tanimlayalim:

kp:b->b Ky (M):=k(mn) (69)

Bu lineer doniisiimiin (eksi) dualini
Kpib = b (v,n'y = (v, —iy (1)) = —(u, k(,m") (70)

olarak yazariz. Benzer sekilde tanimlayacagimiz

Pp:hpog D)= (1) (71)
doniisiimiiniin dualini ise

Qg = h" (Ppun’) = =Py (M)

= —(u, ®(,1)) (72)
olarak yazariz.

Onceki boliimdeki lineer doniisiimler ve yeni

tanimladigimiz (70) ve (72) doniigiimleri kullanilarak
biikiilmiis escevrim  genislemesiyle elde edilen

eslenmis ¢cergeve
(3, F} @) = < 6H 57’]> +< (57-[ 67’))
Floag U OV) = Su’ Su Vv v

6H 6F
+ elGrw)
A: Bukiilmis escevrimden gelen terim
§H  OF 5F 6K
S ket R A

B: brnin g tizerindeKki sol etkisinden gelen terim

L W
) sv o Su

C: grnin b izerindeki sag etkisinden gelen terim

+ (73)

olarak hesaplanir. Bu tanimin gegerli olabilmesi igin, g
ve b uzaylarmm sirasiyla g™ ve bh*™ uzaylarim
icermeleri gerekmektedir. H = H (u,v) Hamilton
fonksiyonuyla iretilmis eslenmis Lie-Poisson hareket
denklemleri ise

du * * §H *
—=adsx(U) — U<— — asxV
dt o 5v 83
Su S~—— i Sv
— /min etkis: N P
g* Lie—Pois.denk. brai 18t g/nin etKkisi (74)
av _ o« * SH * *
prl Kz (V) + Dy (W) + 5, =Vt bexpt
I 83 " 53¢
sv sv - - S
bikescevrim genis. /M etkisi ¢, g

olarak yazilir.
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Ozel olarak g’nin b’ye sag etkisini asikar kabul edelim.

Bu durumda g x b uzaymin duali iizerinde sol yari

direkt carpim olacak sekilde denklem (73)’te verilen

cercevede C ile kodlanmig terimler sifir gelecektir ve
OH 6F

5l 0 (G )

( ® (6}[ 6?))
K2 sv 5y
A: Biikiilmiis escevrimden gelen terim

SH _ 6F 8F 83

(H'ED 8u>_<u'5 5#)

B: hrnin g tizerindeki sol etkisinden gelen terim

6H SF

(Pl B W) = (1 ==

+

+ (75)

seklinde indirgenecektir. Bu 6zel durumda eslenmis
hareket denklemleri (74)’te sag etkiden gelen terimler
diisecek ve

W_ g - s
= a0~ p 3
~———————  Dbrnin etkisi
g* Lie—Pois.denk. (76)
dv * * *

Sv Sv su

——

biik.escevrim genis. b/nin etkisi

olarak elde edilecektir.

Sonlu Boyut - Koordinatlar. Eslenmis Lie-Poisson
cergevesinin  koordinatlardaki yazimini su sekilde
buluruz:

o0H
{H, Flu, (u®v) =

/la Bya

oF
a Ky
(a}[ oF

Svadms
Eslenmis  Lie-Poisson gergevesi  operasyonunu
koordinatlara uyguladigimizda ise asagidaki sonuglari
elde ederiz:

03 OF
v -
a™be avb 6ve

0F 0K

i)

ma‘ulg
a7)

H OF
+:ua¢be a a

a

:uaLaB

{MG'Mp} = :uacgp' {ﬂg,vb} = _AuangG - VathalG'

{vp, Ve} = UgPF, + vy DL (78)

Eslenmis  Lie-Poisson  hareket  denklemlerinin
koordinatlardaki yazimi asagidaki gibi hesap edilir:

dﬂ
dat

dve

“at

K p a1 asc
=l JCBQ — Ua a_LZﬁ - Vaa_bRg/; 79)
_ﬂaav ‘beb’l'vua Deb+vaa Rga"'.uaau eB

Ozel durumumuz olan sag etkinin agikar alindig1 zaman
Poisson ¢ergevesi (75) sonlu boyutta su sekilde yazilir:
{1o,val = —nale,

{uo, 1o} = 1aC8,,

va,ve} = #aq)ge + Vanile' (80)

Hareket denklemleri (79) ise
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d[.LB p 0H

dt P E)u C “Hag,- Ivg a,B 81
dve _ 0K ot o%t (81)
dat ﬂaa eb+vaa eb+“aa eﬁ

seklinde olur.

Daha 6zel bir durum olarak, Lie ¢ercevesinin g ve
iizerinde asikar oldugunu, yani tim C}, ve D&% yapi
sabitlerini 0 kabul edelim. Bu durumda (79)’daki
denklemler

ty

ac . Hagy, av Laﬁ

dﬁ ( e + 9% ja ) (82)
= Ua e a#ﬁ ag

olarak yazilir.

KOMPARTMAN MODELLERININ
ANALIZLERI

4.1. SIR Modeli

SIR (1) modelinin Hamilton analizi giris boliimiinde
sunulmus, Poisson ¢ercevesi (6)’da gosterilmisti. Simdi
bu ¢ergeve taniminin, eslenmis Lie-Poisson gergevesi
(43)’tin 6zel bir durumu olan ve sag etkinin asikar
alindig1, sol yar1 direkt ¢arpim Lie-Poisson gergevesi
(45) oldugunu gosterecegiz. Bu durumda da sonug
olarak SIR (1) denklemlerinin, eslenmis Lie-Poisson
denklemlerinin (44) 6zel bir durumu olarak sol yari
direkt carpim Lie-Poisson denklemleri (46) oldugunu
elde etmis olacagiz. Bu geometriyi goriiniir kilmak igin
oncelikle Lie cebiri yapist ile baglayalim.

V.

Bu boliimde g Lie cebiri 2 boyutlu olsun ve {e;, e, } baz
takimu ile donanmis olsun. § Lie cebiri ise 1 boyutlu
olsun ve baz olarak {f = f;} se¢ilmis olsun. Bu iki Lie
cebirinin de agikar Lie cebiri yapisina sahip olduklarini
kabul edelim. Bu durumda denklem (30)’da
tanimladigimiz altcebirler igin tiim yapi sabitleri O
olacaktir. Eger etkiler diisiiniilmese toplam cebir
iizerinde de yapi sabitleri sifir olacaktir. Ama burada iki
cebiri etki tepki iligkisi icinde kabul edecegiz.
Etkilerden gelen yap1 sabitlerini tanimlamadan 6nce
dual uzaylari belirleyelim. g* icin {e?, e?} dual bazini
alalim ve her u € g* igin 4 = Se® + Ie? olacak sekilde,
b* i¢in {f1} dual bazim aldigimizda her v € * iginv =
Rf! olacak sekilde koordinatlar1 belirleyelim.
Dolaysiyla, g* @ b* wuzay iizerinde koordinatlar
{S, 1, R} seklindedir.

Sag etki asikar olsun ve h’nin g’ye sol etkisi ise

fiee, =rle;, f;>e,=-rle;+ae, (83)
olarak belirlenirse sol etki sabitleri
LYy=rl, 13,=0, LY,=—-7rl, I3,=a (84)
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olarak yazilir. Burada a ve r reel sabitlerdir. Sol etki
sabitlerini sol yar1 direkt ¢arpim Lie-Poisson ¢ergevesi
(45) icine yerlestirdigimizde direkt bir hesap sonucu
SIR (1) modeli i¢in tanimlanan gerceveye (6) ulagmis
oluruz. Ayrica, Hamilton fonksiyonunu H'(S,I,R) =
S+ 1+ R ve sol etki sabitlerini (84) (55)’te yerine
koydugumuzda SIR (1) denklemlerine ulasiriz.

4.2. SEIR Modeli

SEIR (2) modeli igin Poisson c¢ercevesi (8)’de
verilmisti. SIR modelinde yaptigimiz geometrizasyon
SEIR modeli i¢in de gecerli olacak. SEIR modeli i¢in
tanimlanan Poisson cercevesinin, sag etkinin agsikar
alindig1, sol yar1 direkt ¢carpim Lie-Poisson g¢ergevesi
(45) oldugunu ve sol yari direkt ¢arpim Lie-Poisson
denklemlerinin  (46) SEIR modelini verdigini
gosterecegiz.

Asikar Lie cebiri b bir boyutlu olmaya devam etsin ve
fakat agikar Lie cebiri g bu durum i¢in 3 boyutlu olsun
ve {ej, e, e3} bazi ile donatilsin. g* igin {el,e?, e3}
dual bazini aldigimizda her p € g* igin u = Se® +
Ee? + Ie? koordinatlar1 taniml1 olsun. Benzer sekilde,
b* i¢in {f} dual bazini aldigimizda her v € h* iginv =
Rf?! alalim. h’nin g’ye sol etkisi bazlar cinsinden

fi>e
f >eq

rleq, f, > e, =—rle; + €e,,

—ee, + ae; (85)

olarak belirlenirse sifirdan farkli olan sol etki sabitleri

1

Li, =7l
2

L3 = —¢,

LY, = —rl,
3 _
Lis=a

12, =€,
(86)

olarak elde edilir. Burada a, r ve € reel sabitlerdir. Sol
etki sabitlerini, Lie-Poisson g¢ergevesi (45) igine
yerlestirdigimizde SEIR (2) modeli i¢in tanimlanan
gergeveye (8) ulasmis oluruz. Ayrica, Hamilton
fonksiyonunu H(S,I,R) =S+ E + 1+ R gbz oniine
aldigimizda ve sol etki sabitleri (86)y1 (55) igine
yerlestirdigimizde SEIR (1) denklemlerine ulasiriz.

4.3. 2-SIR Modelinin Eslenmis Yapisi

2-SIR  (3) modelinin Poisson ¢ergevesi (10)’da
verilmisti. Simdi bu ¢ergeve taniminin, sag etkinin
asikar alindig1, biikiilmiis escevrim genislemesiyle elde
edilen sol yar1 direkt carpim Lie-Poisson ¢ergevesi (75)
oldugunu gésterecegiz. Bu durumda da sonug olarak 2-
SIR (3) denklemlerinin sol yar1 direkt ¢arpim Lie-
Poisson denklemleri (82) oldugunu elde etmis olacagiz.
Bunun i¢in dncelikle Lie cebiri yapist ile baglayalim.

g Lie cebiri 4 boyutlu olsun ve {e,,e,, es; e,} baz
takimi ile donanmis olsun. § ise bir Lie altcebiri
olmasin, 2 boyutlu bir altuzay olsun ve baz olarak
{fi, f>} secilmis olsun. [¢,¢] g @ b uzerinde bir Lie
gergevesi ise, her &,&' € gicin [§,€'] = 0vehern,n’' €
b i¢in projy[n,n'] =0 kabul edelim. Bu durumda
denklem (66)’da tanimladigimiz tiim yap1 sabitleri O
olacak, yalnizca biikiilmils escevrim sabitleri sifirdan
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farkli olabilecektir. Burada g ve §’yi etki tepki iliskisi
icinde kabul edecegiz.

4.1 ve 4.2 altbolimlerinde oldugu gibi, koordinatlar1
belirleyebilmek i¢in dual uzaylardan bahsetmemiz
gerekir. g* igin {e!, €2, e3, e*} dual bazini alalim ve u €
g*igin u = S;e! + S,e? + I e3 + I,e* olacak sekilde,
b* igin {f1, 2} dual bazini aldigimizda ise her v € h*
igin v =R, f!+R;f? olacak sekilde koordinatlart
belirleyelim. Dolayisiyla, g* @ h* uzayr iizerinde
koordinatlar {S,, S, I, I,, Ry, R,} seklindedir.

Sag etki asikar olsun ve h’nin g’ye sol etkisi ise

fl &> e; = —7’11191 + a,es,
fz & e, rzlzez + A€,

f; o e; =nlze,
fz >e = Tlllel,

(87)

ve kalan1 0 olarak belirlenirse sifirdan farkli olan sol
etki sabitleri
L%3 = a,

2 _ 1 _
L1, = 1oly, Liz = —nly,

(88)

Ly =nh, L34 = —1aly, L3y =a,
olarak yazilir. Burada a;,a, ve ry,r, reel sabitlerdir.
Ayrica, biikiilmiis escevrim doniisiimii
O(fy,f,) = e, —nlze; (89)
olsun. Biikiilmiis es¢evrimin sifirdan farkli olan
sabitlerini

®i, = —d3 =1y, @F, =03 =11, (90)
seklinde buluruz. (88) ve (90)’da verilen sabitleri,
biikiilmiis esgevrim geniglemesiyle elde edilen sol yari
direkt carpim Lie-Poisson ¢ergevesi (75)’te yerine
koydugumuzda 2-SIR (3) modeli i¢in tanimlanan
cergeveye (10) ulasmus oluruz. Ayrica, Hamilton
fOﬂkSIyOﬂUﬂU }[(Sl,Sz,Il,,Iz, Rl' Rz) = Sl +SZ +
I, + 1, + Ry + R, ve (88)’deki sabitleri (55)’te yerine
koydugumuzda 2-SIR (1) denklemlerine ulasiriz.

4.4. 2-SEIR Modelinin Eslenmis Yapisi

2-SEIR (3) modelinin Poisson ¢ergevesi (13)’te
verilmisti. Bu g¢erceve taniminin, sag etkinin asikar
alindig1, biikiilmiis esgevrim genislemesiyle elde edilen
sol yar1 direkt carpim Lie-Poisson ¢ergevesi (75)
oldugunu gosterecegiz. Bu durumda da sonug olarak 2-
SEIR (4) denklemlerinin sol yari direkt ¢arpim Lie-
Poisson denklemleri (82) oldugunu elde etmis olacagiz.

b vektor altuzayr ve ona ait baz, 4.3 altbolimiinde
oldugu gibi olsun. g Lie cebiri ise 6 boyutlu ve
{e1, e, 3,64, €5, 65} baz takimi ile donanmis, ayrica
asikar Lie cebiri yapisina sahip olsun. Burada da g ve
b’yi etki tepki iliskisi i¢inde kabul edecegiz. Dual
uzaylarin bazlarini da bir 6nceki boliime benzer sekilde
yazalm. g* icin {el, e? e3,e* e% e} dual bazim
alahm ve p €g* icin u=S;el +S,e? + E;e3 +
E,e* + Ie® + I,e® olacak sekilde, b* igin {f?,f?}
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dual bazim aldigimizda her v € b* igin v = R, f* +
R,f? olacak sekilde koordinatlar1 belirleyelim.
Dolayisiyla, g* @ b* uzayr izerinde koordinatlar
{81,852, E1, Ey, I, I, Ry, R, } seklindedir.

Sag etki asikar olsun ve h’nin g’ye sol etkisi ise

f1 e = 1"11161, f1 >e, = Tzlzez,
f; > e3 = €e3, fi > ey, = —1l5e,,

fy > es = —€e; +ajes, f;>eq=—6e,, (91)

fz & e; = —1"11161, fz B €4 = €326y,

f, > e = ayeq

olarak belirlenirse sifirdan farkli olan sol etki sabitleri

1 _ 2 _ 3 _
Liy =nly, Li; = 1ol Li; = ¢
2 _ 3 _ 5 _
Ly = 10y, Lis = —€, Lis = ay,
4 _ 1 4 _
Lig = —€;, Ly =-—nl, L3, =¢€, (92)
6 _
L6 = a,
olarak yazilir. Burada a,,a,,€;,€, ve 1,1, reel

sabitlerdir. Ayrica, biikiilmiis esgevrim doniistimii

(D(fl, fz) = —7‘111e1 + €2e4 (93)
olsun. Bu durumda biikiilmiis es¢cevrimin sifirdan farkl
olan sabitleri su sekildedir:

i, = =03 = —nil, Of, =-D3 =6, (94)
(92) ve (94)’te verilen sabitleri sol yar1 direkt carpim
Lie-Poisson ¢ercevesi (75)’te yerine koydugumuzda 2-
SEIR (4) modeli i¢in tanimlanan cergeveye (13)
ulasmis oluruz. Ayrica, Hamilton fonksiyonunu
}[(51, SZ!EI! Ez,]l,,lz, Rl' Rz) = Sl + 52 + E1 + E2 +
I, + I, + Ry + R, ve (92)’deki sabitleri (82)’de yerine
koydugumuzda 2-SEIR (4) denklemlerine ulasiriz.

TESEKKUR
Bu c¢alisma, TUBITAK’in 117F426 numarali
"Eslenmis Lagrange ve Hamilton Sistemleri" isimli
projesinin bir pargasidir. Destegi icin TUBITAK’a
tesekkiir ederiz.
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