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Oz

Calismamizin amac, split kuaterniyonik gatilari kullanarak hareketli ve sabit birim Lorentziyen kiirelerin olusturdugu Lorentziyen
kiiresel hareketi incelemektir. Ilk olarak split kuaterniyonlarla hareketi tanimladik ve ikinci olarak hareketin hiz denklemlerini
hesapladik. Son olarak da split kuaterniyonlarin kullanilmasiyla olusan Lorentziyen kiiresel hareketin kanonik izafe sistemini bulduk.

Anahtar Kelimeler: Hareket, Lorentz uzayi, Split kuaterniyon

Abstract

'The intention of our paper is to examine a Lorentzian spherical motion which has the moving and fixed unit Lorentzian spheres by using
the split quaternionic frames. Firstly, we define the motion by the split quaternions and secondly we calculated the velocity equations
of the motion. Finaly, we obtained the canonical relative system for the Lorentzian Spherical Motion by using split quaternion frames.

Keywords: Kinematic, Lorentz space, Split quaternion

1. Girig

Kuaterniyon terimi ilk defa 1843 yilinda William Rowan
Hamilton (1805-1865) tarafindan tanimlanmistir, (Hamil-
ton 1853). Birim kuaterniyonlar ii¢ boyutlu Oklid uzayinda
dénme hareketini sagladig icin bu cebirsel yapilar, makine
miuhendisliginde kiresel mekanizmalarda, robotik ¢aligma-
larda, oyun similasyonlarinda yayginca kullanilmaktadirlar,
(Hanson, 2006). Split kuaterniyon terimi ise 1849 da James
Cockle tarafindan tanimlanmigtir, (Kula ve Yayli, 2007).

Kuaterniyon ve split kuaterniyonlar yardimiyla birim kire
tizerinde interpolasyon yapmamizi saglayan SLERP ve
MSLERP egrileri vardir. SLERP birim kiire tizerinde iki
dénme arasinda optimum interpolasyon egrisini gosterirken
MSLERP ise birim Lorentziyen kiire tzerindeki iki
hiperbolik dénme arasinda optimum interpolasyon egrisini
gosterir. Béylece SLERP ve MSLERP birim kiire Gzerinde
sadece biytk yaylart olusturmakla kalmaz ayrica en kisa
yayr kullanarak interpolasyon yolunu saglar, [Ghadami,
Rahebi, Yayli, (2013), Hanson (2006)]. Kuaterniyon ve

split kuaterniyonlar, geometrik olarak dénme hareketini
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sagladiklar: i¢in kinematik, robotik, mekanik, fizik ve bazi
muhendislik alanlarinda son yillarda yaygin bir sekilde
kullanilmaktadir.

Caligmamizda split kuaterniyon c¢atilarimi  kullanarak
Lorentziyen kiiresel hareketi tanimlayacagiz.

2. Gereg ve Yontem

Tammm 2.1. Bazlar1 el =€} =¢;=—1,c1e:= €3, €36 = €,

eser = e, kogullarimi saglamak tzere ¢=gqo.1+q.ei+
g2.e2tqs.es  sayr  dortlilerine  “kuaterniyon”  denir,
[Blaschke(1958), Hamilton (1853), Yang ve Freudenstein
(1964)].

Teorem 2.2. Kartezyen koordinat sisteminin birim
vektorleri z,y,z olsun ¢ = qo.1+qi.e; + qz.e2+ ¢s.€; birim
kuaterniyon ¢arpimi yardimiyla

T=q(0,x)q ",
N.=¢(0,y)q",
N2 = q(O,Z)qil,

bi¢imindekeyfibir T',N,, N, ortonormal gatisi olugturulabilir.
Bu ortonormal ¢atinin matris gosterimi
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ile verilir, [Hanson (2006)].
Teorem 2.3. ¢ = qo.1 +qi.e: +gs.esF q3.03
kuaterniyonunun tlirev matrisi

qh 0 —k. _ky —k. Qo

af_ov@)|k O k. —k|q 2

0 2 |k, k. 0 k|q
qé k.- k, —k. O qs

dir, burada k = (k.,k,k.) acisal hiz1 vermektedir, [Hanson
(2006)].

Tanim 2.4. Bazlar1 el = —1,¢; =¢5=1,e1e, = €3,
ese; = —€1, €31 = €y kosullarini saglamak tizere

q=qo.1+qieitqretqs.e;
dordil yapisina “split kuaterniyon” denir.

Tanim 2.5.
olusturdugu kimeler sirasiyla H ve H' ile gosterilsin.

Kuaterniyon ve split kuaterniyonlarin
H’ split kuaterniyon kimesi her ¢ € H' i¢in ¢=.S,+ v,

seklinde ifade edilir.

Tanim 2.6. Bazlar1 ei = —1,e; =¢ei = 1,e.6, = ¢,
ese; = —ey, es€; = e; kogullarini saglayan

q= QU]. + qi.6: + q2.€2 + gs.e;3 ve

D =po.1 +pi.es+ pa.est ps.es iki split kuaterniyonun
toplami

q+p = (S4+Si’)+<‘7(;+ V]})
ve split kuaterniyon ¢arpimi

qp=25,8,+<V,V,>.+8,V,

o 3)
+S,V,+V,x.V,

denklemleri tanimlanir. Burada <,> ve X, sirasiyla,
Lorentziyen i¢ ¢arpimi ve Lorentziyen vektorel ¢arpimi

gostermektedir.

Tanmm 2.7. S,=0 ve S,=0
kuaterniyonuna “saf split kuaterniyon “denir ve iki saf split

oldugunda split

kuaterniyon ¢arpimi
qp=<V,V,>+V,xV, 4
denklemi ile de hesaplanabilir.

Tanim 2.8. Bir ¢
N,=qi+q¢i—¢— ¢ ile tanimlanir. N, =1 oldugu zaman

split normu

kuaterniyonunun
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¢ ya “birim split kuaterniyon” denir, [Ghadami, Rahebi,
Yayl: (2013), Kula, Yayli, (2007)].

Teorem 2.9. ¢=gqo.1+q .e.tqg..estqs.es
kuaterniyonu ayni zamanda birim Lorentz birim kirede

birim split

doéndirmeyi saglar ve bu donme matrisi
GrE+E+E 20— 202 —2q0q— 2q1qs
20:q:+2q:q0 G @ — GG —2¢2q:— 2q1qo
20:¢:—2¢2q0 2010 —2q2qs @ — @it — g
ile verilir, [Kula ve Yayli (2007), Ozdemir ve Ergin (2006)].

3. Elde Edilen Bulgular

Ayni merkezli hareketli K ve sabit K’ Lorentziyen
kirelerinin birbirlerine gére olugan kiresel hareketini ele
alalim. O merkez noktasina sahip olan hareketli K kiiresi
ve sabit K’ kiiresine ait split kuaterniyonik ¢at: gosterimleri
{0,e0=1,e1,ese5F ve {0,e0=1,e),€5¢€5}
olarak ifade edilsin. {O,e) = 1,e,,ese;} sistemi igin split

sirast  ile

kuaterniyon bazlarinin ézelliklerinden ef = —1,e3 = ¢ = 1;
{O,eo - 1,61,62,63}
sistemi i¢in split kuaterniyon bazlarinin 6zellikleri; ef = —1,

€162 = €3,€3€2 = T€1,63€1 = €2 dir.

es=e; =1 ve erer=eseser=—¢),ese; =e, dir. Kiiresel
hareketi inceleyebilmek igin iictinci {O0,q0 = 1,q1,g2,qs
split kuaterniyonik ¢atisini alalim. Burada
a=-lLg=¢g=1,

4192 = (3,43q> = —q1,43G1 = q>

split kuaterniyon kosullar1 saglanmaktadir. Simdi hareketli
K kiresine ait {e;,eses) split kuaterniyonik bazlarin
olusturdugu matrisi hesaplayalim. (1) denklemindeki

kuaterniyonlarla yapilan islemlere benzer olarak split
kuaterniyonlar i¢in ortonormal ¢ati matrisi

GrE+e+aE 2q0:—2q1g2 —2qogs— 2q.q;
201q2+F2q:q0 @ — @G — @+ G —2q:q:— 2q.qo
2q1q:—2¢:q0  2q1qo—2q2qs Qo —qit+ @G — g

ile elde edilir. (2) denklemindeki kuaterniyonlarin tirevlerine

[61 € 63] =

benzer olarak split kuaterniyonlar: i¢in benzer ¢aligmalar
yapildiginda ¢;, (i =0,1,2,3) split kuaterniyon bazlarinin
K ya gore degisimleri

dqo 0 —w., w, w.|qo
dg.|_v{)|w. 0 -w. o,|q 5)
dg» 2 lw, ~w. 0 .|q
dqs w. w, —w, 0 ]lg

tirev denklemleri bulunur. Benzer yontemle bazlarin K’
kiiresine gore degisimleri
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d'qo 0 @, w, @.|q
dg|_o@)|@; 0 -l @ fq ©)
d'q 2 o, —@w. 0 g
d'qs w, w, —, 0 g

tirev denklemleri ile elde edilir.

Teorem 3.1. Split kuaterniyonun turevmm kutupsal formda

gosterilisi ¢’ (t) = ()<25hcgt %Ch 2 @
elde edilir.

denklemi ile

ispat Split kuaterniyonun kutupsal gésterimi
wt wt
q(t)= (c h( ) sh( ) ) ) oldugu i¢in tiirevinin

kutupsal formu
¢ (1) = (0)54(0,0)
v(t) 5 q(0,0)

=o0(sh g Ferg o)

denklemi ile bulunur.

Tamim 3.2. Izafe sistemine gore koordinatlari 21,2, 2
olan herhangi bir nokta X olsun. X noktasinin hareketli

K Lorentz kiiresine nazaran hizina “relatif h1z1” denir ve

v, = dz ile elde edilir.

Teorem 3.3. X noktasinin hareketli K Lorentz kiiresinde
sabit kalma sart1

T1W: T 20+ T30, = 0

dCL'l =TW. T3,
d.%’z =W, T3W,
dl'g = —T1W,— T2,

denklemleri ile verilir.

Ispat. Split kuaterniyon catisina gére X noktasini ifade
edebilmek igin X noktasint (0,2)=(0,21,22,7;) aliyoruz.
O halde OX=(0,2)=0qo+z:1q: +2:¢2+ 3¢5 olur. X
noktast 6zel olarak Lorentziyen birim kiiresi Uzerinde ise
2’ =zi—a3— =1 bagintisina sahip olur. Birim hizli ise
v(t) =1 olacagindan

dr = 2,:dq, + z.dq, + T5dqs

+Q1dx1+Q2d$2+Q3dx3

_v(®) 2(@.q0~ w-q:+ @,g5) T2 (0,0~
2 +l'3(CI)Z(J0+CUyq1_CUZQ2>

+Q1dT1+Q2d-T2+q;sdl'3

_1le@me.tne,+10.) + ¢ (—ne. 20, +dz)

-2 +(]2(_$1Cl)z_1'3(1)z+dIz) +qs (351Cl)y_ivz(l)z+d$3)

w.q: + CUmq:s)

Buradan v, =0 yada dr =0 ise X noktas: K da sabittir.
Bu nedenle X nin K da sabit olma sart:
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T1Wxt+ 1w, T 0. =0

d.Tl =TW. T3,
dIZ =1, T3W,
de/';; =W, T2,

denklemleri ile ifade edilebilir.

Teorem 3.4. X noktasinin sabit K’ Lorentz kiiresinde
sabit kalma sart:

0y trw, +trw. =0
dr, = 1,0, — 13,
dr, = 1., _Z':;C();:
dr; = —110, —I,Q),

denklemleri ile hesaplanir.

Ispat. X noktasiin K’ kiiresine gore degisimi Teorem
(3.3) ispata benzer sekilde hesaplandiginda X nin K’ da
sabit kalma sartlar1 elde edilir.

Tanim 3.5. X noktas: K kiiresinde sabit ise X noktasinin
K'ye gore hizina yine X nin “siiriiklenme hiz1” denilir ve
d;x ile gosterilir.

Teorem 3.6. iki saf split kuaterniyonun ¢arpim 6zelliginden
d/l‘ =< w,l' > L+¢XLIL‘
esitliginin elde edilir.

ispat. dix=d'z—dx ve ¥, = @, — w; igin

)+ o (w,—w,)+ 25 (0. — ©.))
+q, (—2: (0. — .) + 23 (0, — w,) + (dz, — dz\))

+¢, (21 (0. — w.) — 235 (w, — w.) + (dz, — dx.))

+q; (2 (0, — w,) + 12 (W, — w.) + (dxs — dx3))

= %[qo (ﬂfllﬁr +$2¢y+553¢z) tq (_$2Wz +$3Wy)

+q. (~z Y. — 2 y) + qa (@Y, +22Y))]

esitligi elde edilir. ¥ =¢q,.0+q ¥, +q.¥,+qy.= (0, l})
icin d;x = (0, v )( 0,) split kuaterniyon ¢arpimindan elde
edildigi gorilir. (3) ve (4) denklemlerindeki iki saf split

kuaterniyonun ¢arpim 6zelliginden

dix=<VY,x >, +¢y X,z

dix = %[%(-ﬁ(w;_

oldugu gorulir.

OP =5 ile Lorentziyen birim kiire iizerinde gosterilen
P noktast ani dénme polidir. Yani P ani dénme pold,
siriiklenme hizinin sifir olmasi ile karakterize edilmistir.
P donme poli ile onun P kars1 noktast t e (tot))
aninda sabit kalirlar. Boylece kiire hareketi esnasinda pol
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egrilerinin split kuaterniyon interpolasyonu ile gosterimi
P ve P pol noktalarindan gegen kiirenin biiyiik daireleri
olan Mslerp(P,P,t) egrisinden olustugu diisiinilebilir.
Burada split kuaterniyon interpolasyonu i¢in tanimlanan
Mslerp gosterimi ilk defa (Kula ve Yayli 2007) kaynaginda

tanimlanmugtir.

Teorem 3.7. Lorentziyen birim kire hareketinde 6zel bir
secim olarak p=g¢s ve p nin ¢ ve ¢. ye dik oldugu
durumu ele alindiginda Lorentz kire hareketinin izafe
sistemine ait tirev denklemleri:

[ dq, 0 0 w, wl|q
dgi|_o@®)|[0 0 -w. o,|aq
dg.| 2 |w, —w. 0 0 |q¢
L dgs w. w, 0 0llgs

[d’ qo 0 0 w, .q
dqg| o]0 0 - w,|q
d'¢ 2 o, —w. 0 0 |g]|
,d'q3 . (l); 0 0 qs

ispat. Lorentz kire hareketinin izafi sistemini tespit

edebilmek icin alternatif bir ydntem olarak split
kuaterniyonik ¢atinin g, ve ¢, elemanlarini ¢s etrafinda ¢
kadar déndiirelim. Kuaterniyonlarin kullanim kolayhgmdan

A ) [
yararlanilmastyla bu dénme islemi ¢ = ¢ b5+ gss h5- split

kuaterniyonu ile gosterildiginde split kuaterniyonik ¢atinin

elemanlarini
=qq.q"
¢=q.q.q"
4 =qs

bagintilar1 ile hesaplayabiliriz. Burada déndirilmiis olan
split kuaterniyon ¢atist {qo = 1,q1,¢5,¢5 ) ile gosterilmistir.
Sonug olarak (5) ve (6) denklemlerinde . =0 alindiginda
kanonik izafe sistemine ait tiirev denklemlerinin K ya gére
matris gosterimi

qu 0 0 W, @:|qo

dg:|_o(®)| 0 0 -0. o, g
dgs 2 lw, —w. 0 0 |g
dqq . W, 0 0 qs
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K'ye gore

d’qO 0 0 C(); C()Iz qo
dg|_o@®)|0 0 - wfq
d'q 2 \w, —@. 0 0]q|

denklemleri ile ifade edilir.

4. Sonuglar ve Oneriler

Kanonik izafe sisteminde hareketli Lorentziyen birim K
kiiresi uzerinde bir parametreli Dy; hareketi ile hareketli
pol egrisi denilen bir (P) egrisi ¢izilir. K’ tzerinde ise
(P')sabit pol egrisi cizilir. P dénme poli hareketli ve
sabit kireler tizerinde sirast ile (P) ve (P’) pol egrilerini
cizerken sahip oldugu hiz vektorleri her anda birbirinin
aymidir. Bir parametreli kiresel bir Dy, hareketinde K
nin kiiresel (P) hareketli pol egrisi K" niin (P’) sabit pol
egrisi izerinde kaymaksizin yuvarlanir.
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