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Oz

Bu ¢alismada, ilk olarak kismi tiirevli denklemler i¢in Cauchy probleminin ¢6ziimiintn varhifi ve tekligi ile ilgili literatiirde meveut
olan baglica ¢alismalar ele alinmigtir. Daha sonra degisken katsayili ultrahiperbolik denklemler i¢in bir Carleman degerlendirmesi
elde edilmigtir. Bu degerlendirmeler, ultrahiperbolik denklemler i¢in ters problemlerin ¢6ziimlerinin tekliginin ve kararliliginin

aragtirtlmasinda 6nemli bir aragtir.

Anahtar Kelimeler: Carleman degerlendirmesi, Cauchy problemi, Ultrahiperbolik denklem

Abstract

In this study, we first review some of the major results in the literature on the existence and uniqueness of the solution of Cauchy
problem for partial differential equations. Next, we obtain a Carleman estimate for ultrahyperbolic equations with variable coefficients
which is an important tool to study the uniqueness and stability in inverse problems for these equations.
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1. Girig

Bilindigi tzere analitik katsayili kismi tirevli diferensiyel
denklem sistemleri i¢cin Cauchy probleminin ¢éziimiinin
varligi ve tekligi, baglangic verisinin analitik olmasi sartt
altinda ilk olarak 1842 yilinda Augustin Cauchy ve daha
genel olarak 1875 yilinda Sophie Kowalevsky tarafindan

ispatlanmugtir.
Teorem 1. (Cauchy-Kovalevsky Teoremi)

U, 1. ..,u, bilinmeyen fonksiyonlar ve £, x,, x.,..

degiskenler olmak tizere asagidaki denklem sistemini goz

% bagimsiz

ontne alalim:
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= (Pi(k) (xl,.Tz,...,.’L'n), (k = O7 1,2,...77Li_ 1) . (2)

t=to
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Eger tim F; fonksiyonlart (£6,20,25, .., 0, cves @Y butorcty ---)
noktasinin  bir komsulugunda analitik ve tim ¢,
fonksiyonlari da (z%,9,...,z7) noktasinin bir komgulugunda
analitik ise bu durumda (1)-(2) Cauchy problemi
(to,20,%, ..., z) noktasimin bir komsulugunda analitik bir
¢6ziime sahiptir ve bu ¢6ziim analitik fonksiyonlar sinifinda

tektir, (Petrovskii 1967).

(1)-(2) Cauchy problemine 6rnek olarak, verilen baglangic
kosullarindan sonsuz homojen bir zarin titresiminin
belirlenmesi problemi, yani

’u _ d’u , du

o At + o’ (3)
denkleminin

u(to,l"l,-'h) = (P(U) (l'1,$2), Ut(to,-Thl'z) = (P(l) ($1,-T2) (4)

kogullarini saglayan ¢6zimini bulma problemi verilebilir.
Diger taraftan Cauchy-Kovalevsky teoremi genel olarak (1)-
(2) formunda olmayan sistemlere uygulanamaz. Bu durum
i¢in Kovalevsky tarafindan agagidaki 6rnek verilmigtir:

9 9’
8—1; - 8:17% (5)
denkleminin
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w(0.0) =11, |2l <1 ©)

baslangi¢ kogulunu saglayan bir #(#x) analitik ¢6ziimi varsa
bu ¢6ziimiin orijinin bir komsulugunda

St b )

“~ n' (1 _x)Zn-%-l

serisi ile temsil edilebilir olmasi gerekir. Ancak bu seri # # 0
icin her noktada iraksaktir.

20. yuzyila gelindiginde kismi diferensiyel denklemlerin
¢oziiminde kullanilan en temel yontem olarak kuvvet
serilerine acilim yontemi kargimiza ¢ikmaktadir. Bunun
nedeni her realistik ¢6ziimiin baglangi¢ noktasinin/yiizeyinin
bir komgulugunda yakinsak bir kuvvet serisine agilabilir
olmasi yani analitik olmas: gerektigi dugstincesiydi. Ancak
zamanla bu bakis a¢isinin matematiksel fizigin problemleri
icin yetersiz kaldigi ve analitik olmayan ¢6ziimlerin de
arastirilmast  gerektigi gorulmistir. Cauchy-Kovalevsky
teoremi bir analitik Cauchy probleminin birden fazla
analitik ¢6zimi olamayacagini gdsterir, analitik olmayan
diger ¢oziimlerinin varligi hakkinda bir bilgi vermez. Bu
durum ise lineer analitik denklemler i¢in Holmgren Teoremi
ile agikliga kavusturulmustur.

Sonyillarda ters problemler ve kontrol teorisi gibi uygulamali
alanlardaki geligmeler bu konuda yeni problemlerin ortaya
¢tkmasina neden olmustur, (Gélgeleyen 2010, Yildiz vd.
2010). Kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimi icin tek
devam (unique continuation) ozelligi bunlardan biridir ve
asagidaki sekilde tanimlanir:

Tanim 1. (Tek Devam Ozelligi)

P(x,D) bir kismi diferensiyel operator ve S, Q bolgesinde
yonlendirilebilir bir hiperyiizey olsun. Eger her bir x, € §
noktasimin bir Mx ) komsulugu var Gyle ki Q bélgesinde
P(x, D)u = 0 ve § nin porzitif tarafinda # = 0 oldugunda
M«,) komsulugunun tamaminda # = 0 ise # genellesmis
tonksiyonu i¢in § boyunca P operatérine gore tek devam

ozelligi saglanir denir, (Gilbert vd. 2000).

Yukaridaki tanimdan da goriilebilecegi gibi tek devam 6zel-
ligi yerel bir 6zelliktir. Ancak kompaktlik kriterinin saglan-
mast durumunda genel sonuglar elde edilebilir. 1990’larin
baslarinda bu alanda iki klasik sonug bilinmekteydi. Bunlar-
dan birincisi hiperytizeyin geometrisi agisindan daha opti-
mal gorilebilecek ancak analitik katsayilara ihtiya¢ duyan
Holmgren Teoremi, ikincisi ise sadece stirekli diferensiyel-
lenebilir katsayili diferensiyel operatorleri ele alan ancak
hiperytizeyin kuvvetli pseudo-konveks olmasini gerektiren
Ho6rmander Teoremi'dir.
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Teorem 2. (Holmgren Teoremi)

P(x, D) operatort, katsayilar: analitik olan bir diferensiyel
operatdr olsun. Ayrica § yonlendirilebilir C' hiperyiizeyi
x, noktasinda karakteristik olmasin. Bu durumda her « €
D'(Q) i¢in § boyunca x, noktasinda P operatériine gore

tek devam ozelligi saglanir. Burada D'(Q) genellesmis
fonksiyonlar uzayidur, (Gilbert vd. 2000).

Yukaridaki teoremde analitik olmasi gerekmeyen keyfi
Cauchy verileri i¢in ¢6ztimin tekligi genellegmis fonksiyon
uzaylarinda ispatlanmig, dier taraftan » ¢6ziminin
varligi kabul edilmigtir. Analitik olmayan diferensiyel
denklemler i¢in Cauchy probleminin ¢ézimiinin tekligi
hala aragtirilmasi gereken bir konudur, (Courant ve Hilbert
1961). 2-boyutlu eliptik denklemler i¢in teklik teoremi,
katsayilarin analitik olmamas: durumunda 1939 yilinda
Torsten Carleman tarafindan ispatlanmigtir. Bu ¢aligmada,
daha sonra Carleman degerlendirmeleri olarak adlandirilan,
bir agirlik fonksiyonu () ve buyiik parametre (s) igeren ve
her u € C5 (Q) igin saglanan

sle*u @ < Clle* Pu |0

tormundaki 6ndegerlendirmeler kullanilmigtir. Burada C
sabiti s den bagimsiz olup Q C R* acik bir kiimedir, (Kenig
1986).

Carleman’in elde ettigi sonuglar C. Miiller (1954) tarafindan
R"e genellestirilmigtir. Daha sonra A. P. Calderon (1958)
ve L. Hormander (1963) bu alanda giiniimiizde birgok
caligmaya temel tegkil eden 6nemli sonuglar elde etmislerdir.

Teorem 3. (Hérmander Teoremi)

P operatort, katsayilari reel ve temel sembolii C' uzayindan
olan bir diferensiyel operatér olsun. Ayrica S yénlendirilebilir
C? hiperylizeyi x, noktasinda P ye gore kuvvetli pseudo-
konveks olsun. Bu durumda her uw € H"'(Q) icin §
boyunca x, noktasinda P ye gore tek devam 6zelligi saglanur,

(Gilbert vd. 2000).

kot
konulmus problemlerin ¢éziimlerinin tekliginin ispatinda

Geleneksel olarak Carleman degerlendirmeleri

kullanilmigtir. Bu problemlere 6rnek olarak;

i. Dirichlet ve Neumann sinir kosullari sadece sinirin bir
parcasinda verildiginde eliptik denklemler i¢in Cauchy
problemi,

ii. Dirichlet ve Neumann sinir kogullart yan sinirin bir
parcasinda verilip baslangi¢ sartlarinin # = 0 da bilinmedigi
durumda parabolik ve hiperbolik denklemler i¢in standart
olmayan Cauchy problemi verilebilir.
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1973 yilina gelindiginde S. P. Shishatskii, bu fikri Hadamard
anlaminda koti konulmus olan problemler i¢in sarth
Holder kararliiginin aragtirilmasinda kullanmugtir. 1981
yilinda A. L. Bukhgeim ve M. V. Klibanov, Carleman
degerlendirmelerini kullanarak bazi katsay: ters problemleri
icin genel teklik ve kararlilik teoremlerini ispatlamiglardir.
Bu ¢aligmadan 6nce katsayi ters problemleri i¢in sadece
yerel teklik teoremleri bilinmekteydi. Daha sonra ise bu
yontem; Puel ve Yamamoto (1996), Isakov ve Yamamoto
(2000), Imanuvilov ve Yamamoto (2001a, b), Bellassoued
ve Yamamoto (2006b), Klibanov ve Yamamoto (2006)
tarafindan  hiperbolik denklemler ic¢in cesitli ters
problemlerin ¢dziimlerinin kararhiliginin aragtirilmasinda
kullanilmis ve o6nemli sonuglar elde edilmigtir. Khai-
darov (1987), Isakov (2006), Baudouin vd. (2007), Yuan
ve Yamamoto (2007), Liu ve Triggiani (2012) bu alanda
yapilan diger 6nemli ¢aligmalardir. Parabolik denklemler
icin katsay: ters problemleri ile ilgili olarak Imanuvilov ve
Yamamoto (1998), Yamamoto (2009), Liu (2012), Egger
vd. (2005), Bellassoued ve Yamamoto (2006a), Benabdallah
vd. (2007), Isakov (2006) 6nemli sonuglar elde etmislerdir,
(Klibanov 2013).

2. Ultrahiperbolik Denklemlere Fiziksel Bir Bakig

Bu ¢alismada 6zellikle fiziksel anlami (¢ok boyutlu zaman)
nedeni ile giniimizde biyik ilgi goren ultrahiperbolik
denklemler ele alinmigtir. Cok boyutlu zamanla ilgili
fiziksel teoriler ve yorumlar bir¢ok aragtirmact tarafindan
bu problemlerin kararsiz oldugu gerekgesiyle gérmezden
gelinmigtir. Bu gériis daha sonra matematikgiler arasinda da
yayginlagmis ve bu tiir problemler ile ilgili ¢ok fazla ¢aligma
yapilmamigtir. Zira, zaman boyutunun birden biiyik olmas:
basta “nedensellik” olmak tizere klasik fizigin bazi temel
ilkelerini ihlal etmektedir, (Craig ve Weinstein 2009). Daha
acik olarak, ¢ok zaman boyutlu uzay-zaman sisteminde
kapali zamansal egrilerin varligi her zaman miimkiindir.
Bu egrilerin varliga bir gozlemcinin gegmise seyahat ederek
yasanmis gelecekle uyusmayacak degisiklikler yapmasina
imkan tanir, (Foster ve Miiller 2010). Diger yandan bagta
sicim teorisi olmak tizere modern teorik fizikte ortaya ¢ikan
gelismeler, ek boyutlarin gerekliligini ortaya koymaktadir.
Ginimizde Stephen Hawking, Edward Witten ve Juan
Maldacena gibi birgok o6nemli teorik fizik¢i doganin
matematiksel tasvirinin tam olarak yapilabilmesi i¢in sicim
teorisini ilk adim olarak gérmektedir. Bunun nedeni, bu
teorinin kuantum alan teorisi ile genel gorelilik teorisinin
tutarli bir kombinasyonuna olanak saglamasidur.
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Ultrahiperbolik denklemler icin ters problemlerle ilgili
stirll sayida ¢ahigma yapilmusti. Bu alanda yapilan
baslica ¢aligmalardan olan Amirov (2001) ve Lavrentiev
vd. (1986) tarafindan tek devam problemi ele alinmis ve
kararlilik ispatlanmistir. Romanov (2006), Golgeleyen ve
Yamamoto (2014), ultrahiperbolik denklemler i¢in baz1 ters
problemlerin ¢6ziimlerinin kararhligini farkli Carleman
degerlendirmeleri yardimiyla aragtirmiglardur.

3. Degisken Katsayili Ultrahiperbolik Denklemler
icin Carleman Degerlendirmeleri

Bu bolimde Q ={(z,y)x € DCc R,y € G c R"}
bolgesinde fx,y)g(x,y) > 0 olmak tizere

Lu:= f(z,y)Aulx,y) — g(z,y) Aculz,y) + ; a:(z,y) .

+2°b, () u, + ao(z,9) u(z,y) = 0 (8)

Jj=1
degisken katsayili ultrahiperbolik denklemi i¢in bir Carle-
man degerlendirmesi elde edilmistir. Bu degerlendirme, ele
alinan denklemler i¢in ters problemlerin ¢éziimlerinin tek-
liginin ve kararhliinin aragtirilmasinda 6nemli bir aragtur.

Q bolgesinin sinirini

0Q=T,Ul', I',=3aDXG, I',=D X dG seklinde
gosterelim. Ayrica o & D,y, € R",B € (0,1)

ve U (z,y) =|z—z0[ = Bly— o[ olmak iizere

¢ (z,y) = e agirlik fonksiyonunu tanimlayalim.

Teorem 4. Kabul edelim ki her § € R" i¢in

E ' vy(fz)vy\lf' E_E ' Vy(fg)vz\p ' E

> |EF (Vb -9, (f) = Vol - V.. (fg)), 9)
§V.(¢)V.V-E-E-V.(fg) V.U §

Z‘é Z(Vr\[ﬁVI(QQ)—Vy\LFV?/(fg)),

ve bir 8y > 0 igin

|z —ao[ =Byl = 83, (2,y) € Q (10)

sartlari saglansin. Bu durumda her 5 > 5, ve u € CF (Q) icin
/Q(s| Vol +s Voul + s*u?)e* dedy < C/Q| Lu [ e* dredy

(11)
olacak gekilde C > 0 ve 5, > 0 sabitleri vardur.

ispat: 11k olarak, agirlikli ., normlarini kullanabilmek i¢in
yeni bilinmeyen z fonksiyonunu ve P. operatériini

Lou:= f(z,y)Aulz,y) — g(z,y)Au(x,y) (12)

olmak tlizere
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2(z,y) = e ulz,y), (13)
Rz(x,y) =e“Lou (14)
seklinde tanimlayalim. (12)-(14) bagintilarindan
Piz=fAz—gAz+s (V0] —g| V.0 )z, (15)
P.z=—2s(fV,0 - V,z2—gV.0 V.z)—s(fA,0— gA. @)z

(16)
olmak tzere

Pz=Pz+P.z (17)
yazilabilir. (15) ve (16) esitlikleri kullanilarak

I =—4szfA_,/z(fV7,z “V,0—¢V.z V.0)dzdy,

I=—2s fﬂ IA2(fA,@ = gA.@)zdady,

1= 4s [ gA.2(fV,0 V.2 = gV.9- V.2)drdy,

I=2s fg 90 2(fA, @ — g, @)zdxdy,

L==15" [ (/19,0 =gl V.0[)2(19,0V,2— g¥.9- V.2)dzdy,

I =—2s“fﬂ(f\ V0 =gl V.o )(fA,@ — gA.¢)| 2 [ dxdy
olmak tlizere
2Pz, P:2) 0=+ L+ L+L+ L+

elde edilir. Simdi, Green formild yardimiyla, v € cs(Q)
oldugunu da géz oniinde bulundurarak I, 2 = 1,..,6
terimlerini degerlendirelim:

:_4SffA Z(fvz/z Vi,(P ngzvf(P)dxdy
— . 2 .
— s fg A2Y,z -V, f dudy + 4s fQ A2fgV.z V. dzdy
= 43_[9 Vyz . Vy(vyz ’ vy(pf2>dxdy
_48-/(1 Vyz: v?/(fgvmz ’ V-T(p)dxdy

=25 [ |V,2 [ A@f dedy—2s [ |V,2[ V.0V, (f)dudy

+4SZ /z“z%(py,wf dxdy — 4SZZfzwgwfzI ¢.,dxdy

k=1j=1

+23f|v 2| A.ofgdudy +2s [ |V,21'V.0 V. (fg) dudy

~asy Y [ fzwzr,(Pwdxdy+4sZ [ 2u() w20, dudy
kj

k=1 j=1

~453 Y [ 2fugz. 0. dudy, (18)

k=1j=1
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L=—19 fn FA,2(FA, @ — gA, @) zdudy

= QSfQ V2V, (F(fA,@ — gA.@)z)dady

=25 [ V.2V, (/0,0 — gA.@) fadudy

+95 fg V,2-V,2(fA,@ — gA, ¢ )fdzdy

+25 fg V2V, (A, @ — gA.@)zdrdy

=—s |28, (78,0~ gA.0)fdrdy

+25 fg V,2F(fA,@ — gA. @) fdzdy

=25 [[| 2"V, V.(/0,0 ~ gA.@)dudy

=5 [|2[ MA@~ g2.)dudy, (19)

L= 4sngzz(ny(p-V?/z—gVI<P -V, z)dzdy
Q
e . — 2 .
—43/Q A.2gfV,z - V,@dzdy 48/Q A.zg° V.2 V., @dzdy

:—4sz V.2 V. (gfV,2-V,¢)dzdy
—4S/V12-Vr(g2V12‘Vz(P)dxdy

:—4sZZfzﬂgﬂfzy,(py,dxdy+28/|V z[' A, pgfdady

k=1 j=1

+25 [ |V.2] V,0-V, (g dudy + 4s Z 7700 dady

_4SZZfztkgfuzy1(Pwdxdy+43Z /.zlk(g )'rkzlj(p[id'rdy

j=1k=1

—4sZZfz“zy](pmgfdrdy 28f|V z[A, -0g’ dxdy

j=1k=1
~2, (g?) dady, (20)

I=2s fg g0 2(fA,0 — gA.@)zdady
=25 [ V.2 V.(g2(fA,0 — gA.0))dudy
:—QSfQ V.z V.g2(fA,@ —gA,q))d.rdy
—23[ﬂ V.2V, (fA,® — gA.@)zgdxdy

2
= ngl 2| Acg(fA,@ — gA.@)dzdy
+zsfﬂl 2['V.g-V.(fA, ¢ — gA.@)dzdy

2
+sz| 2| A (fA, @ —gA.@)gdady

—2s A (21)
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1,==15" [ (fIV,0]' =g V.0l)2
X(fV,9-V,2—gV.0-V.2)dxdy
=—283/Q(fvy( 2[)-V,0—gV.(
x(fAV, =gl V.0 [)dzdy

=25 [|2[(/IV.0F —g| V.0 ) (/5,0 - gA.0)drdy

+2s3f9|2\2nyCP-Vy(f| V,0[ —g| V.o P)dxdy
. 2 . )

25" [12[V.0- V.1V, 0F —g| V.0 )gdrdy
’ : <

—283fg|2\ V.0 V.g(fIV,0f —g| V.o )dady

q 2 :
+25° [ |2[V,0- V.f (9,01 =gl V.0 )dudy (22)

z[) V.p)

bulunur. Son olarak

1,==25 [ (19,0 gl V.0 )( 15,0~ g5,0) = dudy

(23)
olur. Yukarida elde edilen (18)-(23) esitlikleri birlestirilerek
2(Piz,P 2) o0 =J i+ Lo+ S+ T+ T+ T

biciminde yazilabilir. Burada

m_ . n

Jl = 48 Zm: _/S;Zyka](Py,ykadﬂ')dy - 882242yk21/@17ykfgdxdy

kj=1 k=1 j=1

_4822 L‘ (gl’/*f+f!l"g)zl‘/kz1’/('Pijdxdy

k=1j=1

+48 Z ]S;zyk(fz)ykzy](‘pyrdxdyﬂ

kg=1

Jo=4s) fg 202y, Qa9 dzdy

kg=1

_4822_/9(gmkf—i_gfm)zmkzyj(pzjdxdy
k=1j=1

+4 > (%) n2e, Py dzdy,
52 f,2(0") 20 0. drdy
Jo=s [ |21 18, (/8,0 g7 @) dudy
2
—Sfﬂ\ z| MA@ = gA. @) dady,
J,= s/g\ z[gA. (fA,¢ —gA.¢)dzdy
2
+sf9\ 2| A.g(fA,0 — gA.@)dady,
=—2sz|Vyz F(V,0-V,(f)—V.¢-V.(fg))dvdy
+23f9\ V.2 (V,0-V,(fg)— V.9 V.(g"))dxdy,
424 [|9.2F(V,0-, () V.- V. (g")dady

642

Jo=2s [[|2[ (V.1 9,(f8,0 — gA.o)

—V.g-V.(fA,@ = gA.@))dady

+25° [12F (9,09, (f1V,0F —g]V.0])

—gV.¢ V.(fIV,@ =gl V.0 [))dzdy

+25° [ |2 (.0 V.f = V.0 Vo) fIV,0[ ~ gl V.0 [ dady

seklindedir. Tkinci olarak, ¢ agirlik fonksiyonunun
agsagida verilen ozelliklerini kullanarak J,...,/, ifadelerini
degerlendirelim:

Poe = YP(2+YY2),

Po, = YOV, + YU ),

V.o =719V.,

A =vP(A N+ V. ),

Ao =A@ =7v0d, (V) + Y d ().

Burada
di (W)= AN —gA N, ds (W) = AV U [ =gl V. [

olarak tanimlanmigtir. O halde

J = 4sk.jz:1 /szk.zy](pyﬂ/kfzdxdy — 8322/92?/kz$](p_wfgd‘rdy

k=1 j=1

o, = Y OV,

@y = YOV, + YU,
vV, =70V,

A, =v(A N+ V),

m_.n

_482 Z /g; Zy (gykf+f7/kg)zz]q)1jd1'dy

k=1 j=1

+45 Y [ 2,(f), 2,0, dzd

swzzlfgz ()29, dzdy

=452 [ YU, f 202 dudy
kj=1

45 Y. [ VU, Wz, f dudy
kj=1"9

=853 [ 1 0aflr 2,2, dudy

k=1j=1

—4s2.2. fQ YOV, (9f) 202, dzdy

k=1j=1

+4Sii.£¥q)zyk (fz)ykzy,qu]dl'dy (24)

k=1j=1

veE
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— N 2
J,= 43;11 fg 2020, P g’ dady
+45 > [ 2.(g7) 020 0o, dd

52, 7 (62 0. drdy

452X [ (9. + 02020, dudy

k=1 j=1

— 45 2V ag’dad

sk;fng 2V 2ng dxdy

+4s Y [ Y02z, N Vg drdy
kj=1"Q

+s 3 [ 10V (). 2.z dady
J=1

_432m: Z": _/Q Yo (gf) zrkzzrkzy;qujd‘rdy (25)

k=1 j=1
olarak hesaplanur.

Diger yandan

A, (@d: (V) = 1A, rd: (W) + 729 V, ¥ s ()
bagintist yardimiyla

Jo==s [|2 A, (A0 — gA.@)dudy

=5 [|2 P AS(7A,0 — g 9)dudy

— 12 8 Croa g+ 19

—gA N =gV, ) dzdy

_8»/S;| z |2Ayf(Y(P(fA1/lI’! +f’Y‘ V?/\I! |2

—gAN =gV, ) dzdy

==s [[|2F7"0(d: (W)a, b + A, (d(¥))dady
=s [[| 27 0(d: (I V, 0+ 8, ()
+2quf~vy(dz(¢))2)dxdy

=5 12170l V, [ . () dedy

= [ 12 Af(rods (W) + v 0d: (¥)dady (26)

elde edilir. /, terimi igin

A (@dy (V) = YA rd, (W) +v* @ Vo ['do (V)
+2v9V, - V. (d. (V) + @A, (d. (V)

esitligi kullanilarak

Karaelmas Fen Miih. Derg., 2017; 7(2):638-646

Ji=s [z g8, (78,9 ~ g2 ¢)dady

+s |12 8.g(78,0~gA.g)dudy

=5 [ 12 gn. (vo(fAn + fY| V. T
—gA N —gv| V. [))dzdy

s [ 12 Ag(ro(fas + 4]V !
—gAN = gY| V. ) dady

=5 [z P o(d (W) A + A, (d () dady
s [z P o(d (W Vo o+ A (W)
+2V. - V., (d. (V) dady

+s [ 12170l V.. (W) dody

s [ |21 8.g(vod, (W) +¥*od, (W) dudy 27)

bulunur. Ayrica

Js Z_QSfQ| Viz ‘ (V,¢-V,(f*)= V.- V.(fg))dxdy
424 [19.21(9,0-9,(fg) ~ V.0 V. (¢")dudy
=_2S_/£; Y(p| Vyz | (Vy1|f . Vy(fz) - v,l|! ’ Vf(fg))dxdy

2 2
25 [ 19l V.2 [ (V0 V,(f9) = V.- V. (g)dody  (28)
big¢iminde yazilabilir. Son olarak, J, terimi i¢in

V.0V, (AV,0F =gl V.0F)=V,0-V,(Y'¢*d: (V)
=27 ¢’ (V) V-V, U + v @°V, -V, (do (W),
V.- V.(fIV,0F =gl V.0 ) =27'9*d; (V) V.- V. s
Y @'V - V. (d (V)

esitlikleri yardimiyla

Jo==2s [ |2 (V4. (/2,0 gA.0)

—V.g-V.(fA,0 — gA.¢))dxdy

+25° [ |2 (/V.0- V., (AV, 0~ gl V.0f)
—gV.@-V.(AIV,0[ —g|V.@[))dedy

+25° [ |2 (V.0 V.f = V.0 V)V, 0] —g| V.0 dzdy
=25 [ |2 F[Y(T.f- Vs (W) = Y @(Vf - V0 ()
—Y¢(@V,f-V,(d:(¥)))]dwdy

25 [ |2 [7(V.g- V. (¥) = ¥’ @(V.g - V. (W)
=Y @(¢V.g- V.(d.(¥)))]ldzdy

45" [ |2 P " (do (W) dudy

428 [|2F1Q" (Vb Vf =V V.g)ds ()dady

+283f9|z|2Yz(pz(m¢.vy(dz(q,))—gvxqf-vr(dQ(\lr)))dxdy
29)
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bulunur.

Ayrica (24)-(29) esitliklerinden
2P 2P ) =45 Y [ 100, 202, dody
kj=1
m 2
s [0 2 W | dedy
Q kj=1
_8822/5;Yz(ng‘hw‘Jr!erZmZa:,d.Tdy
k=1j=1
—4s3 2 fQ YO, (gf ), 202 dxdy
k=1 =1
+4SZZ[Y(PZilk (fz)ykzu/‘ljy/dxdy
k=1;=19

=1 j=

+4szn: fQY(pzz‘.zr,llf,,ﬂgdedy

s [ 70 35 Vg dady +45 3 [ 100 (9°), 2. dody
~453 3 [[¥0laf), 2.2 ¥, dady s [ |2 0d (W dody

—2s [ |2 ods ()dudy —s |2 '@ (V) drdy

s 12 (Y0(8.f = 8.0)ds () + Y @(A.f = D.g)ds (W) dudy
=25 [ |V,2[ 10(V, 0V, (/) = V.- V. fg)ddy

+2sz\ V.2l 1Q(V, -V, (fg) = V.- V. (g")dady

+4s* fg |2 0" (o (¥)) dady + 25° fg | 2[ v @' d. (V) d: (W) dady
+25° [ 2] v 9%ds (W)dudy (30)
elde edilir. Burada

di=ds (W) =V, ¥ V,f = V. V.,

di=di (V) =V, V,(d:(¥) = V.g- V.(d. (W),

ds:=ds (V) = (& (Y)) +d: (W) + A, (d: (W) = AL (d. (W),
de=ds (V) =V, -V, (ds (W) = gV. Y- V.. (d (W),

dr= d7(\lf) =d (\If)dz (‘I’) +d, (qf)dz (\If)
+V, -V, (do (W) = Vo - V.. (do (W)

olarak tanimlanmigtir. Buna ek olarak (30) esitliginin sag
tarafindaki ikinci, G¢tincii ve yedinci terimler igin

m n 2
L4 0( X 20~ Xz ) dudy = 0
=1 k=1
esitsizligi ve (9) kabulii dikkate alindiginda
+ - 2 2
2P 2,Pr2), =~ fg 8BsYQ| v,z [ f2dzdy
2 2 3npd n3 2 2
+f988'r(p\vzz| g dxdy+j(;4s Yo d3| z [ dxdy
3ard A3 2
+f90(s Y'*) z ['dedy
elde edilir. (10) kabulii dikkate alinarak
d;=16(z—z [ —B*ly—y [} = 1687

644

yazilabilir. O halde son esitsizlikten
2Pz, Piz)y0 2 ]Q 8Bsv@| V.2 [f'dudy
2 o
+ fg 8s79| V.2 [ g*dxdy
—l—f964s3¥4q>383\z|2dxdy+fgo(s3’y4(p3)|z\dedy (31)

bulunur. (31) esitsizliginin sag tarafindaki birinci ve
ikinci terimlerin isaretleri farkli oldugundan ikinci bir

degerlendirmeye ihtiya¢ duyulur:

/Q (P.2)@zdrdy = fﬂ fAz@zdxdy — fg gA.zpzdzdy
+ [ (V.08 =gl V.0 gl 2  dudy

—_/Q 2s(fV,¢-V,2— gV, V.,z)pzdrdy

— [ (/2,0 —g0.9)0| 2 dady
=Ki\+K:+K;+ K, + K;.

Burada sirasiyla;
K = fﬂfAzz(pzdrdy =—fg V,z-V, (f(pz)drdy
= g J, vl = [ Afdudy + 5 [ v ofl 2V, Fdady
_ 2 1 2
LoV, Pdedy+ 5 [ ol 2 Adrdy
+ [ Yol 2"V, . fdzdy,
K, =— [ gA.20zdudy = [ V.2 V. (g02)drdy

2 . 2
:_%ngtﬂz|2A1:\lfgdxdy—%f72cpg|z\ZIV,\H dzdy
2 1 o
+fQ<P9|VIZ\ dxdy—gfg ¢z [ A.gdedy

- fQ Y9l 2[' V.- V. gdudy,

Ki= [ (1,01 =g V. 0ol = dudy

= [0 AV =gl V. P 2 ddy

= [ 79" da (W) 2 dady,

K== [ 25(9,9-V,2 = 9.9 V.2)gzdady

= [ sV, (@l 2 )V, @dzdy— [ sV, V.0 2 drdy
+ [ $9.f-V,00| 2 dudy + [ 5. (og|2]"): V.qdudy
—stVJ.cp~V,[cngzIdedy—stVIg-Vycp(plzIdedy
= [ 510 di (W) 2 Pdudy + [ 50, ()| = dady
+ [ 519" (V.- Vb = Vg V)| 2 dady,

Ko == [ s(/8,0 = g8.9)¢| = ['dzdy

= [ 510 di (W) 2 Pdudy — [ sv*0*d. ()| 2 dudy
seklinde hesaplanir. Bu durumda
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_1 2
/Q(Rz)(pzdxdy— ZfQYCP\Z| Aifdxdy
+5 [ ven 2 V. Fdedy
— [[@f\ V.2l dudy + 5 [ ol 2[' A, fdudy
+ [ 19l 2 PV V. fdady — 5 [ ol [ A bgdrdy
. ; 2

—5 | el 2PV dudy + [ 99l V.2
—1 [ olzF Augdedy— [ 10|z V.4 V.gdzd

9 ), @z Awgdrdy — | Y@Iz['V. - V.gddy
+[ 7@l Fdedy — [ s19'd: () = dady
+2 [ 57 0%dy (W) 2 dady
+ [0 (Vf Vol = Vg V)| 2 ' dody (32)

*dady

olarak elde edilir. (32) denklemi —sY(8B + p)f ile garpilirsa,
© > 0 olmak tizere

—'/I;(SB + ) sYQf( P.z)zdrdy

= [(8B+1)s19f |V, dudy

- fg (8B + 1)svefyl V.z[ drdy

+ [ (s 9"z Fdedy 33)
bulunur. (31) ve (33) bagintilar: dikkate alinarak

2P 2,Pi2), 00— fg (8B + 1)sYQf(P.z)zdzdy

> [ usv9l V.2l fdudy+ [ (8¢ 8Bf — g/ V.2 dedy
+ fn 645"y 0* 83| 2 [ dudy + fg o(sv'¢*)| 2 [ dady

elde edilir. Son olarak 0 < § < 1 ve yeterince kiigiik p > 0
icin 8¢”—8Bf —1gf > 0 olur. Béylece Teorem 4’un ispatt
tamamlanir.
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