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analitik ise bu durumda (1)-(2) Cauchy problemi 
, , , ...,t x x xn0 1
0

2
0 0^ h noktasının bir komşuluğunda analitik bir 

çözüme sahiptir ve bu çözüm analitik fonksiyonlar sınıfında 
tektir, (Petrovskii 1967).

(1)-(2) Cauchy problemine örnek olarak, verilen başlangıç 
koşullarından sonsuz homojen bir zarın titreşiminin 
belirlenmesi problemi, yani
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koşullarını sağlayan çözümünü bulma problemi verilebilir. 
Diğer taraftan Cauchy-Kovalevsky teoremi genel olarak (1)-
(2) formunda olmayan sistemlere uygulanamaz. Bu durum 
için Kovalevsky tarafından aşağıdaki örnek verilmiştir:
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1. Giriş
Bilindiği üzere analitik katsayılı kısmi türevli diferensiyel 
denklem sistemleri için Cauchy probleminin çözümünün 
varlığı ve tekliği, başlangıç verisinin analitik olması şartı 
altında ilk olarak 1842 yılında Augustin Cauchy ve daha 
genel olarak 1875 yılında Sophie Kowalevsky tarafından 
ispatlanmıştır.

Teorem 1. (Cauchy-Kovalevsky Teoremi) 

u1, u2,…,uN bilinmeyen fonksiyonlar ve t, x1, x2,…,xn  bağımsız 
değişkenler olmak üzere aşağıdaki denklem sistemini göz 
önüne alalım:

, , , ..., , , , ..., , ...,
...

, ...t
u F t x x x u u u

t x x
u

n

n
i

i n N k k
n
k

k
j

1 2 1 2
1

i

i

n0 12
2

2 2 2
2

= c m, 

(1)

k0 + k1 +...+kn = k ≤ nj, k0 < nj, (i, j = 1,2,...,N),

( , , ..., ), ( , , , ..., ) .u x x x k n
t

0 1 2 1( )
k

k
i

t t
i

k
n i1 2

02
2

{= = -
=

  (2)

Değişken Katsayılı Ultrahiperbolik Denklemler için Bir Carleman Değerlendirmesi

A Carleman Estimate for Ultrahyperbolic Equations with Variable Coefficients

Fikret Gölgeleyen* , Özlem Kaytmaz 
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Öz

Bu çalışmada, ilk olarak kısmi türevli denklemler için Cauchy probleminin çözümünün varlığı ve tekliği ile ilgili literatürde mevcut 
olan başlıca çalışmalar ele alınmıştır. Daha sonra değişken katsayılı ultrahiperbolik denklemler için bir Carleman değerlendirmesi 
elde edilmiştir. Bu değerlendirmeler, ultrahiperbolik denklemler için ters problemlerin çözümlerinin tekliğinin ve kararlılığının 
araştırılmasında önemli bir araçtır.

Anahtar Kelimeler: Carleman değerlendirmesi, Cauchy problemi, Ultrahiperbolik denklem 

Abstract

In this study, we first review some of the major results in the literature on the existence and uniqueness of the solution of Cauchy 
problem for partial differential equations. Next, we obtain a Carleman estimate for ultrahyperbolic equations with variable coefficients 
which is an important tool to study the uniqueness and stability in inverse problems for these equations.

Keywords: Carleman estimate, Cauchy problem, Ultrahyperbolic equation
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başlangıç koşulunu sağlayan bir u(t,x) analitik çözümü varsa 
bu çözümün orijinin bir komşuluğunda
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serisi ile temsil edilebilir olması gerekir. Ancak bu seri t ≠ 0  
için her noktada ıraksaktır.

20. yüzyıla gelindiğinde kısmi diferensiyel denklemlerin 
çözümünde kullanılan en temel yöntem olarak kuvvet 
serilerine açılım yöntemi karşımıza çıkmaktadır. Bunun 
nedeni her realistik çözümün başlangıç noktasının/yüzeyinin 
bir komşuluğunda yakınsak bir kuvvet serisine açılabilir 
olması yani analitik olması gerektiği düşüncesiydi. Ancak 
zamanla bu bakış açısının matematiksel fiziğin problemleri 
için yetersiz kaldığı ve analitik olmayan çözümlerin de 
araştırılması gerektiği görülmüştür. Cauchy-Kovalevsky 
teoremi bir analitik Cauchy probleminin birden fazla 
analitik çözümü olamayacağını gösterir, analitik olmayan 
diğer çözümlerinin varlığı hakkında bir bilgi vermez. Bu 
durum ise lineer analitik denklemler için Holmgren Teoremi 
ile açıklığa kavuşturulmuştur.

Son yıllarda ters problemler ve kontrol teorisi gibi uygulamalı 
alanlardaki gelişmeler bu konuda yeni problemlerin ortaya 
çıkmasına neden olmuştur, (Gölgeleyen 2010, Yildiz vd. 
2010). Kısmi diferensiyel denklemlerin çözümü için tek 
devam (unique continuation) özelliği bunlardan biridir ve 
aşağıdaki şekilde tanımlanır:

Tanım 1. (Tek Devam Özelliği)

P(x,D) bir kısmi diferensiyel operatör ve S, Ω bölgesinde 
yönlendirilebilir bir hiperyüzey olsun. Eğer her bir x0 ∈ S 
noktasının bir V(x0) komşuluğu var öyle ki Ω bölgesinde 
P(x, D)u = 0 ve S nin pozitif tarafında u ≡ 0 olduğunda 
V(x0) komşuluğunun tamamında u ≡ 0 ise u genelleşmiş 
fonksiyonu için S boyunca P operatörüne göre tek devam 
özelliği sağlanır denir, (Gilbert vd. 2000).

Yukarıdaki tanımdan da görülebileceği gibi tek devam özel-
liği yerel bir özelliktir. Ancak kompaktlık kriterinin sağlan-
ması durumunda genel sonuçlar elde edilebilir. 1990’ların 
başlarında bu alanda iki klasik sonuç bilinmekteydi. Bunlar-
dan birincisi hiperyüzeyin geometrisi açısından daha opti-
mal görülebilecek ancak analitik katsayılara ihtiyaç duyan 
Holmgren Teoremi, ikincisi ise sadece sürekli diferensiyel-
lenebilir katsayılı diferensiyel operatörleri ele alan ancak 
hiperyüzeyin kuvvetli pseudo-konveks olmasını gerektiren 
Hörmander Teoremi’dir. 

Teorem 2. (Holmgren Teoremi) 

P(x, D) operatörü, katsayıları analitik olan bir diferensiyel 
operatör olsun. Ayrıca S yönlendirilebilir C1 hiperyüzeyi 
x0 noktasında karakteristik olmasın. Bu durumda her u ∈ 
D′(Ω) için S boyunca x0 noktasında P operatörüne göre 
tek devam özelliği sağlanır. Burada D′(Ω) genelleşmiş 
fonksiyonlar uzayıdır, (Gilbert vd. 2000).

Yukarıdaki teoremde analitik olması gerekmeyen keyfi 
Cauchy verileri için çözümün tekliği genelleşmiş fonksiyon 
uzaylarında ispatlanmış, diğer taraftan u çözümünün 
varlığı kabul edilmiştir. Analitik olmayan diferensiyel 
denklemler için Cauchy probleminin çözümünün tekliği 
hala araştırılması gereken bir konudur, (Courant ve Hilbert 
1961). 2-boyutlu eliptik denklemler için teklik teoremi, 
katsayıların analitik olmaması durumunda 1939 yılında 
Torsten Carleman tarafından ispatlanmıştır. Bu çalışmada, 
daha sonra Carleman değerlendirmeleri olarak adlandırılan, 
bir ağırlık fonksiyonu (ϕ) ve büyük parametre (s) içeren ve 
her u C0! X3 ^ h için sağlanan

s e u C e Pus
L

S
L2 2#{ {

X X^ ^h h

formundaki öndeğerlendirmeler kullanılmıştır. Burada C 
sabiti s den bağımsız olup R21X  açık bir kümedir, (Kenig 
1986).

Carleman’ın elde ettiği sonuçlar C. Müller (1954) tarafından 
Rn’e genelleştirilmiştir. Daha sonra A. P. Calderon (1958) 
ve L. Hörmander (1963) bu alanda günümüzde birçok 
çalışmaya temel teşkil eden önemli sonuçlar elde etmişlerdir.

Teorem 3. (Hörmander Teoremi) 

P operatörü, katsayıları reel ve temel sembolü C1 uzayından 
olan bir diferensiyel operatör olsun. Ayrıca S yönlendirilebilir 
C2 hiperyüzeyi x0 noktasında P ye göre kuvvetli pseudo-
konveks olsun. Bu durumda her u Hm 1! X- ^ h için S 
boyunca x0 noktasında P ye göre tek devam özelliği sağlanır, 
(Gilbert vd. 2000).

Geleneksel olarak Carleman değerlendirmeleri kötü 
konulmuş problemlerin çözümlerinin tekliğinin ispatında 
kullanılmıştır. Bu problemlere örnek olarak;

i. Dirichlet ve Neumann sınır koşulları sadece sınırın bir 
parçasında verildiğinde eliptik denklemler için Cauchy 
problemi,

ii. Dirichlet ve Neumann sınır koşulları yan sınırın bir 
parçasında verilip başlangıç şartlarının t = 0 da bilinmediği 
durumda parabolik ve hiperbolik denklemler için standart 
olmayan Cauchy problemi verilebilir.
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1973 yılına gelindiğinde S. P. Shishatskii, bu fikri Hadamard 
anlamında kötü konulmuş olan problemler için şartlı 
Hölder kararlılığının araştırılmasında kullanmıştır. 1981 
yılında A. L. Bukhgeim ve M. V. Klibanov, Carleman 
değerlendirmelerini kullanarak bazı katsayı ters problemleri 
için genel teklik ve kararlılık teoremlerini ispatlamışlardır. 
Bu çalışmadan önce katsayı ters problemleri için sadece 
yerel teklik teoremleri bilinmekteydi. Daha sonra ise bu 
yöntem; Puel ve Yamamoto (1996), Isakov ve Yamamoto 
(2000), Imanuvilov ve Yamamoto (2001a, b), Bellassoued 
ve Yamamoto (2006b), Klibanov ve Yamamoto (2006) 
tarafından hiperbolik denklemler için çeşitli ters 
problemlerin çözümlerinin kararlılığının araştırılmasında 
kullanılmış ve önemli sonuçlar elde edilmiştir. Kha ı{- 
darov (1987), Isakov (2006), Baudouin vd. (2007), Yuan 
ve Yamamoto (2007), Liu ve Triggiani (2012) bu alanda 
yapılan diğer önemli çalışmalardır. Parabolik denklemler 
için katsayı ters problemleri ile ilgili olarak Imanuvilov ve 
Yamamoto (1998), Yamamoto (2009), Lü (2012), Egger 
vd. (2005), Bellassoued ve Yamamoto (2006a), Benabdallah 
vd. (2007), Isakov (2006) önemli sonuçlar elde etmişlerdir, 
(Klibanov 2013). 

2. Ultrahiperbolik Denklemlere Fiziksel Bir Bakış 

Bu çalışmada özellikle fiziksel anlamı (çok boyutlu zaman) 
nedeni ile günümüzde büyük ilgi gören ultrahiperbolik 
denklemler ele alınmıştır. Çok boyutlu zamanla ilgili 
fiziksel teoriler ve yorumlar birçok araştırmacı tarafından 
bu problemlerin kararsız olduğu gerekçesiyle görmezden 
gelinmiştir. Bu görüş daha sonra matematikçiler arasında da 
yaygınlaşmış ve bu tür problemler ile ilgili çok fazla çalışma 
yapılmamıştır. Zira, zaman boyutunun birden büyük olması 
başta “nedensellik” olmak üzere klasik fiziğin bazı temel 
ilkelerini ihlal etmektedir, (Craig ve Weinstein 2009). Daha 
açık olarak, çok zaman boyutlu uzay-zaman sisteminde 
kapalı zamansal eğrilerin varlığı her zaman mümkündür. 
Bu eğrilerin varlığı bir gözlemcinin geçmişe seyahat ederek 
yaşanmış gelecekle uyuşmayacak değişiklikler yapmasına 
imkan tanır, (Foster ve Müller 2010). Diğer yandan başta 
sicim teorisi olmak üzere modern teorik fizikte ortaya çıkan 
gelişmeler, ek boyutların gerekliliğini ortaya koymaktadır. 
Günümüzde Stephen Hawking, Edward Witten ve Juan 
Maldacena gibi birçok önemli teorik fizikçi doğanın 
matematiksel tasvirinin tam olarak yapılabilmesi için sicim 
teorisini ilk adım olarak görmektedir. Bunun nedeni, bu 
teorinin kuantum alan teorisi ile genel görelilik teorisinin 
tutarlı bir kombinasyonuna olanak sağlamasıdır.

Ultrahiperbolik denklemler için ters problemlerle ilgili 
sınırlı sayıda çalışma yapılmıştır. Bu alanda yapılan 
başlıca çalışmalardan olan Amirov (2001) ve Lavrentiev 
vd. (1986) tarafından tek devam problemi ele alınmış ve 
kararlılık ispatlanmıştır. Romanov (2006), Gölgeleyen ve 
Yamamoto (2014), ultrahiperbolik denklemler için bazı ters 
problemlerin çözümlerinin kararlılığını farklı Carleman 
değerlendirmeleri yardımıyla araştırmışlardır.

3. Değişken Katsayılı Ultrahiperbolik Denklemler 
için Carleman Değerlendirmeleri
Bu bölümde , : ,x y x D y GR Rn mf! 1 !X = ^ h" , 
bölgesinde f(x,y)g(x,y) > 0 olmak üzere 
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değişken katsayılı ultrahiperbolik denklemi için bir Carle-
man değerlendirmesi elde edilmiştir. Bu değerlendirme, ele 
alınan denklemler için ters problemlerin çözümlerinin tek-
liğinin ve kararlılığının araştırılmasında önemli bir araçtır.

Ω bölgesinin sınırını 
, ,D G D Gx y x y, # #2 2 2X C C C C= = =  şeklinde 

gösterelim. Ayrıca , , ( , )x D y 0 1Rm
0 0g ! !b  

ve ( , )x y x x y y0
2

0
2} b= - - -  olmak üzere 

( , )x y e ( , )x y{ = c}  ağırlık fonksiyonunu tanımlayalım. 

Teorem 4. Kabul edelim ki her Rn!p  için

( ) ( )

( ) ,

( ) ( )

( ) ,

f fg

f fg

g fg

g fg

y y y x

y y x x

x x x y

x x y y

2

2 2

2

2 2

$ $ $ $

$ $

$ $ $ $

$ $

d d d d

d d d d

d d d d

d d d d

$

$

p } p p } p

p } }

p } p p } p

p } }

-

-

-

-

^^

^^

h h

h h

(9)

ve bir 00 2d  için

, ( , )x x y x y0
2 2 2

0
2$ !b d X- -   (10)

şartları sağlansın. Bu durumda her s > s0 ve u C0! X3 ^ h için 

s u dxdy C Lus u s u e e dxdyy x
s s2 2 3 2 2 2 2d d #+ + { {

X X

^ h# #
(11)

olacak şekilde C > 0 ve s0 > 0 sabitleri vardır.

İspat: İlk olarak, ağırlıklı L2 normlarını kullanabilmek için 
yeni bilinmeyen z fonksiyonunu ve Ps  operatörünü

: , , , ( , )L u f x y u x y g x y u x yy x0 T T= -^ ^ ^h h h   (12)

olmak üzere
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şeklindedir. İkinci olarak, { ağırlık fonksiyonunun 
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bulunur. Son olarak
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bulunur. Ayrıca
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biçiminde yazılabilir. Son olarak,  J6 terimi için
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olarak hesaplanır. 
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yazılabilir. O halde son eşitsizlikten 
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bulunur. (31) eşitsizliğinin sağ tarafındaki birinci ve 
ikinci terimlerin işaretleri farklı olduğundan ikinci bir 
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şeklinde hesaplanır. Bu durumda

bulunur.

Ayrıca (24)-(29) eşitliklerinden
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elde edilir. Burada
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olarak tanımlanmıştır. Buna ek olarak (30) eşitliğinin sağ 
tarafındaki ikinci, üçüncü ve yedinci terimler için
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olarak elde edilir. (32) denklemi s f8c b n- +^ h  ile çarpılırsa, 
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bulunur. (31)  ve (33)  bağıntıları dikkate alınarak
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