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Oz

Bu ¢aligmada Ritz, Kellogg ve Trace yaklagim metotlar1 kullanilarak rasyonel ¢ekirdekli belirli integral operatdrlerin 6zdegerleri
yaklagik olarak hesaplandi. Bu metotlar ile hesaplanan 6zdegerler birbirleri ile kargilagtirildi.
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Abstract

In this work, the eigenvalues of certain integral operators with rational kernels are calculated using Ritz, Kellogg and Trace approximation
methods. The eigenvalues calculated by these methods are compared with each other.
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1. Giris

Bu bélimde ¢aligma boyunca kullanilacak kavramlar ve
notasyonlar kisaca verilmigtir. Burada sunulan bilgiler

(Tagdemir 2011), (G6cen 2010), (Kythe and Puri 2002) ve
(Abbas 1997) kaynaklar: kullanilarak hazirlanmigtar.

Tanim 1.1

V' bir vektdr uzayr ve K € L(V) olsun. Bir A € F skaleri
icin,

K(z) = Az

denklemi sifirdan farkli bir x € V ¢éziimine sahipse A'ya K
operatériiniin bir dzdegeri denir.

Tanim 1.2
Sab=1(st):a<s<ba<t<by=[ab]x[ab]cR
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kimesi R? dizlemi i¢inde bir karedir. k:Sa,b — C 6lgiilebilir
bir fonksiyon olsun. Simdi, herhangi bir f € L2 [a, b] icin

b
9(6) = [ klsnfat (1.1)

ile bir g:[a,b] — C fonksiyonu tanimlayalim. ¢ fonksiyonu
bilinen ve f* fonksiyonu da bilinmeyen olarak kabul edilirse
ozaman (1.1) Zya denklemin ¢ekirdegi denir.

b
k() = [ k(srar (1.2)

ile tanimh KL [a,b] - L [a,b] operatoriine bir (&
cekirdekli ya da £ ¢ekirdeginin trettigi) Fredholm integral
operatori veya kisaca bir integral operatér adi verilir.

Tanim 1.3

Bir H Hilbert uzay: tizerinde tanimli herhangi bir kompakt
K operatorii igin,

a) K operatoriinitin pozitif 6zdegerleri

ATK) = A5 (K) = A5 (K) > ...
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azalan siralamasi icinde katliliklari tekrar etmek tzere
(A1 (K)) ile gosterilir ve K 'nin negatif 6zdegerleri ise artan
siralamast i¢inde katliliklar1 tekrar etmek tizere (A, (K)) ile
gosterilir.

b) K operatériiniin  pozitif 6zdegerlerinin sayisini ve
negatif ozdegerlerinin sayisini sirastyla NV'(K) ve V(K) ile
gosterecegiz.

Uyar1 1.4
1

Eol) = o+ T ot
cekirdeklerin 6zel bir hali olan /#’=ac sartini saglayan
cekirdekler incelenecektir. Bu durum (Abbas 1997) ve
(Gocen 2010) tarafindan aragtirilmis olup bu tip ¢ekirdeklere
kargilik gelen integral operatorlerin pozitif 6zdeger sayisinin
N'(K) = 1 ve negatif ozdeger sayisinin N(K) = 0 oldugu
daha 6nceden gosterilmistir.

Bu c¢alismada bi¢imindeki

Ritz yonteminde kullanilacak Legendre ve Chebyshev
polinomlarinin tamimlar: verilerek nimerik hesaplamalara
gecilecektir. Asagida verilen iki tanim (Yasar 2005) den

alinmagtir.
Tanim 1.5
B (5) = g ger (= 1)’

ile tanimlanan polinoma Legendre polinomu denir. Bir kag

Legendre polinomu olarak

Pi(s) = 1, Pi(s) =5, Po(s) =5 (35— 1), Po(s) = 5 (55" — 3s), ..
(1.3)

verilebilir. Biitin durumlarda P,(1) =1,P,(—1)=(—1)"

dir.

Tanim 1.6

po|—

T.(s) =cos(ncos™s), n=0,1,2,...

ile tanimlanan polinoma Chebyshev polinomu denir. 7', (s)
i¢in indirgeme formili

T, (s) = 25T, (s) — T, (s)

ile verilir. Chebyshev polinomlarinin birkagi

To(s) =1,T\(s) =s,To(s) =2s*—1,T5(s) = 4s* — 3s, ... dir.
2. Gereg ve Yontem

Rasyonel ¢ekirdeklibaziintegral operatérlerin 6zdegerlerinin
yaklagik degerleri niimerik olarak (Gécen 2012), (Tagdemir
2011) ve (Gocen 2010) da hesaplanmugti.

Bu bélimde ise Ritz, Kellogg ve Trace yaklasim metotlari
kullanilarak rasyonel ¢ekirdekli belirli integral operatorlerin

10

ozdegerleri yaklagtk olarak bulunacaktir. Bu nimerik
yaklagim yontemleri i¢in ayrintili bilgilere (Krasnov et al.
1971) kaynagindan ulagilabilir.

2.1. Ritz Metodu

Bu yontemde; ¢ekirdegi simetrik olan, yani 4(s,7) = 4(s)
bagintisin1 gergekleyen asagidaki integral denklem ele
alinacaktir.

¢(6)=2 [ k(s)¢@)dt, a<s<b.

{¥.(s)}, ilk n elemant [4,5] aralig1 tizerinde lineer bagimsiz
ve L*(a,6) de tam olan bir fonksiyon dizisi olsun.

%@=Zw%®

seklindedir ve burada a, katsayilar1 | @, [ =1 olacak sekilde
belirlenecektir. Bu kosul altinda (K¢.,¢.) kuadratik
formunun degerleri aranacaktir. Sonug olarak 4 ler cinsinden

(2.1)

yazilmig asagidaki homojen lineer denklem sistemine
ulagilmaktadir (Burada u bir Largange ¢arpanidir).

Z{<K¢i,¢j>—ﬂ (V¥ )H}ta; =0, i=1,2,...n (2.2)

(2.2) homojen denklem sisteminin sifirdan farkh bir
¢6zimunin olmast i¢in (2.2) denklem sistemine kargilik
gelen katsayilar matrisinin determinanti sifir olmalidir. Yani,

(K )= p ) - Ky v ) —p(yuy.)
<K¢27¢’1>_'ﬂ<¢27‘/’1> <K¢27‘/’n>_'#<¢2,¢n> =0(2.3)

Bt )=t (Yths) o (B )=t (Y )
(2.3) k(5,2

ozdegerini yaklagik olarak verir. (2.1) denkleminin en

olur. denkleminin  kokleri cekirdeginin
buytik koki, 6zdegerlerinin en biiyigini oldugundan daha
kii¢iik olarak verir. (2.3) den Wyt bulup (2.2) digimizda
(2.2) a, (i = 1,2,...,n) ¢oztimleri elde edilecektir. Boylece
bulunan ajdegerlerinin (2.1) asiile elde edilen 6zdegerlere
kargilik gelen 6zfonksiyonlar yaklasik olarak bulunmaktadir
(Kythe and Puri 2002). Ritz metodunda, p, polinomu 7 inci
dereceden Legendre polinomu ve 7 polinomu ise 7 inci
dereceden Chebshyev polinomu olup Y (s) = P, (s); i =
L.,mvey(s) =T, (s); i=1,.,n seklindedir. Ayrica bu
polinomlar (-1,1) aralifinda ortogonaldir. Bu polinomlar
kullanilarak hesaplamalarda gerekli olan degerler agagidaki
tablolarda verilmistir (Cizelge 1, 2).

2.1.1. Ornek
Sadece bir tane pozitif 6zdegere sahip olan (Bkz. Uyar: 1.4)
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Cizelge 1. Kullanilan polinomlar i¢in gerekli hesaplamalar tablosu.

Legendre Polinomu (P,) Chebyshev Polinomu (T))

T ..
s _ 2 <TiaTi>:?;7’a] =1,2,..,n
- VP= T = L2 (T0,Ty)=m3ij=0
i¢j <-PivPJ'>: 07 Za] = ]-727"'7'” <Ti7TJ'>: 07 ivj: 1,2,...,’/L

Cizelge 2. Kullanilan polinomlar i¢in i¢ ¢arpim hesaplamalar: tablosu.

Legendre Polinomu (P) Chebyshev Polinomu (T)

<¢1a !lbl > 2 T
(Yu,¥2) 0 0
< 1/,27 ¢2 > % %
k(s.0) = 1 2.4) olarak elde edilir. Fakat aranan 6zdeger pozitif olacagindan

16+4(s+e)+st
simetrik ¢ekirdekli integral operatériin 6zdegerini Ritz
yontemi kullanarak yaklasik olarak hesaplayalim.

Coziim

(2.1) denkleminde Legendre ve Chebshyev polinomlar:
kullanilarak # = 2 icin 6zdeger hesaplamas: yapilacaktir.
n = 2 durumu ic¢in 6ncelikle Legendre polinomlarini
kullanarak hesaplama yapalim. Ilk olarak (2.3) denklem
sistemi i¢in gerekli degerleri hesaplayalim.

1 1
_ 1 _
<le,¢1>—_lf_lf T (T o) et = 0.26004

B 11 . -
<Kt/m,¢2>—ﬂfﬂf BT (g dedt =—0.02212

— o st _ I
<K¢2,¢2>—_1f_lf T Iy @t = 18751 x 10

dir. Buradan

—0.02212

1.8751 x 103—%;1‘

‘0.26094 —2u
=0

—0.02212
seklinde elde edilen (2.3) ¢ozildigiinde
1,=0.13329, 1,=3.2671x10°
bulunur. £(s,#) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin ikisinin yaklagik
degeri,
A = 13399 = 75024

Ao =-3.0608 x 107

_ 1
- —3.2671x10°°
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dolay:
A =7.5024

dir. Simdi aymi ¢ekirdek i¢in Chebyshev polinomlar:
kullanarak 7 = 2 durumu igin hesaplama yapalim. Ilk olarak
klem sistemi i¢in gerekli degerleri bulalim.

B 11 1 ~
<K1/f1,t/f1>—ﬂfilf 6 iy o ot = 0414359

B 11 ; -
<K¢1,¢2>—ff¢1_82(16+4(8+t)+8t)dsdt— 0.0351251

-1 -1

1 1
K = st = 0.0044614
(Ko ﬂfilfJ1_82(16+4(s+t)+8t)dsdt 0.00446147

dir. Buradan (2.3) |0-414359 — ¢ —0.0351251

~0.0351251  0.00446147 ~ % 4| ~°
seklinde elde edilir ve esitlik ¢oziildigiinde
1,=0.1338, 1 =9.3122x10"

olur. 4(s,#) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin ikisinin yaklagik
degeri,

-1 _

A =1073.9

_ 1
©9.3122x 107"

olarak elde edilir. Burada aranan 6zdeger yaklagik olarak
A =7.4738
dir.
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2.1.2. Ornek
Sadece bir tane pozitif 6zdegere sahip olan (Bkz. Uyar1 1.4)

1 (2.5)

kst = ST 18 (s +0) T dst

simetrik ¢ekirdekli integral operatoriin 6zdegerini Ritz
yontemi kullanarak yaklasik olarak hesaplayalim.
Coziim

(2.1) n=2
durumu i¢in 6ncelikle Legendre polinomlarini kullanarak

n = 2 i¢cin 6zdeger hesaplamas: yapilacaktur.

hesaplama yapalim. Ilk olarak (2.3) erekli degerleri

hesaplayalim.

B 11 1 ~
<K¢l’¢l>__1f_lf SIS (s ) 7 a4t = 0.0510726

B 1 1 t _
(le,%)—ﬂ/ﬂf S8 (o) ¢ 4 ot = 0.00383431

_ f st _
<K¢2,¢2>__1f_1f ST 18 (o 1) 1 ds) et = 0.000287863

dir. Buradan
0.0510726 — 2 0.00383431
0.00383431  0.000287863 — % )7

seklinde elde edilen (2.3) w,=0.025969, w,=-6.1582x10"°

:O

bulunur. £(s,#) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin ikisinin yaklagik
degeri,

I
A= 0025969 = 38507

As =-1.6239 x 10°

_ 1
- —6.1582x 107"

olarak elde edilir. Fakat aranan 6zdeger pozitif olacagindan
dolay1

A =38.507

dir. $imdi ayni ¢ekirdek icin Chebyshev polinomlar:
kullanarak 7 = 2 durumu igin hesaplama yapalim. 11k olarak

_ 1 1 1 _
(K%,%J—!f T 115 (o1 0 5 1y ! = 0.0809093
1 1
_ t _
<K¢I7¢2>—7lfilf TS 5118 0 & gy et = 000607432

_ a st _
(sz,lﬁ;)—ﬂf! T 5T 8 et 0) £y el = 0000683469
0.0809093 —rzz  0.00607432

0.00607432  0.000683469 — % ©l -
seklinde elde edilir ve esitlik ¢ozildiginde

1,=0.026046, 1,=1.4317x10"

dir.Buradan(2.3)

12

olur. 4(s,#) ¢ekirdeginin 6zdegerlerinin ikisinin yaklagik
degeri,

- 1 -

A 1

= TA317x 107 09847

olarak elde edilir. Burada aranan 6zdeger yaklagik olarak

A =38.394

dir.

2.2. Kellogg Metodu

k(s,2) cekirdegi pozitif tanimli simetrik bir ¢ekirdek ve w(s),
L*(a,0) i¢inde keyfi bir fonksiyon olsun.

wi(s) = fk(s,t)w(t)dt

wi(s) = [ k(s,)wi (0)dt

w,(s) = [ k(s,t)w, . (t)dt

olmak tizere

{w.(s)}=Kw, n=1,2,3,.. (2.6)
ile tanimli fonksiyon dizisi ve
l 2w, |
2.7
. @7

ile belirlenen say1 dizisi ele alinmaktadr.

k(s,7) gekirdeginin ortogonal ézfonksiyonlart ¢, (s),@.(s), ...
ve bunlara karsilik gelen 6zdegerler A, <A, <... olsun.
Bunlarin yani sira w(s) fonksiyonlart, ¢, (s),@:(s), ..., @i (s)
fonksiyonlar: ile ortogonal olsun fakat ¢, (s) fonksiyonu ile

ortogonal olmasin. Bu durumda (2.7) A, 6zdegeri olacaktur.
Bu takdirde,

.
.

fonksiyon dizisi A, 6zdegeri ile eslenen ozfonksiyonlarin
lineer kombinasyonu olan bir fonksiyona yakinsayacaktir.

1 (2.8)
| w, |

n

dizisi de (2.7) dizisinin yakinsadig1 degere yakinsayacaktir.
(w,@1)# 0 ise en kucik 6zdegeri veren iki ayri formil
bulunabilir:

2 ]

~

T wl

(2.9)
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ve

l~—1
Vlw, |

dir. (2.9) formiili A, in degerini oldugundan daha biiyiik

(2.10)

olarak verir. 4(s7) ¢ekirdegi pozitif tanimli degil ise
(2.9) (2.10) formulleri verilen ¢ekirdegin 6zdegerinin en
kiigiik olaninin mutlak degerini verir. Bu metot, sadece A,
ozdegerinin yaklagik degerini bulmak i¢in yapilan en iyi
yaklagimdir.

2.2.1. Ornek

1

kls.t) = 16+4(s+1)+st

(2.11)
simetrik ¢ekirdegine kargilik gelen integral operatorin
6zdegerini Kellogg metodu ile yaklasik olarak hesaplayalim.
Coziim

w(s) = s alindiginda (2.6) da verilen fonksiyon dizisi

t B 2(1-210g3)

““(8):! 6+aG+0+s @™ @+

1 . 2(1-210g3)  4(1-210g3)
wg(s)=f dt=

J 16 +4(s+t) +st (4+1¢) 15(4+s)

; . 4(1-21083)  8(1-210g3)
w.;(s)zf dt =
‘ J16+4(s+0) +st 15(4+1) 225(4+s)

2(1-210g2
w0 =( ) 20 =2e)

olarak elde edilir. Buradan,

[w.(s) = (%)ﬂié(l - 2log%) j(4is)2d$

;
~(f5) 212083 ) 55

bulunur ve 6zdeger yaklagik olarak

(£5) 2(1-20e3))/ 55

/11 = — = 75
2 V! 5\ /2
(ﬁ) 2(1 —2log§)v 15
elde edilir.
2.2.2. Ornek
k(s,t) = 1 (2.12)

T 81— 18(s+t) + 4st

simetrik ¢ekirdegine kargilik gelen integral operatdriin
ozdegeri Kellogg metodu ile yaklasik olarak hesaplayalim.
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Coziim

w(s) = s alindiFinda (2.6) a verilen fonksiyon dizisi

7

' 4+9logv7

- ¢ _ 11

WI(S)_7[81—18(s+t)+4stdt 4(25—9)
| e e
S 81— 18(s+t) +4st 4(26—9) 154(2s—9)
7 7
1 4+9logﬁ B 4+9logﬁ

w:s(s):ﬂf 81— 18(s+1) +4st 154(2t—9) @~ 5929(25—9)

7
(2 n1(4+910g11>
w.()=(F) \“g=g
olarak elde edilir. Buradan,

| w.(s) = (%)ﬂ (4 + 910g%> fﬁds

=() (e owefr)y/ 7
bulunur ve 6zdeger yaklagik olarak
L lghE
() (a+orer)y 7
elde edilir.
2.3.Trace (Iz) Metodu

k (s2) ile m. ardigik ¢ekirdek gosterilmek tizere
b
A, = f k.(s,t)dt
saylseria k(s,2) ¢ekirdeginin . izi ad verilir ve
b
(K"¢) = [kals,0)p(t)dt, a<s<t<b
dir.

|A |~ | Ao
1=
2m+2

Formiilii en kiigiik karakteristik say1 olan A, ve z/nin

(2.13)

yeterince biiyiik degerleri igin gegerlidir. (2.13) formiilii | A, |
’in degerini oldugundan daha biiyiik olarak verir. Simetrik
cekirdekler i¢in ¢ift mertebeden izler,

A= [ [Bstydids=2 " [ k. (s,0)deds (2.14)
formilii yardimiyla hesaplanur.
2.3.1. Ornek
_ 1
k(s,t) = 16+4(s+1t) +st (2.15)
13
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Cizelge 3. Hesaplanan 6zdegerlerin yaklagik degerlerinin tablosu.

Ritz Metodu
Legendre Polinomlar: Chebyshev Polinomlar1
Yardimiyla Yardimiyla
_ 1 _ _ _ -
k(s t) = 16+ 4(s+0) +st A=7.502 h=7.473 A=75 A=75
— 1 _ _ _ _
k(s,t) = S1—18(s +1) + st A= 38.507 A= 38.394 A=38.500 | A=38.500
simetrik ¢ekirdegine karsilik gelen integral operatorin :
ozdegerini Trace metodu ile yaklagik olarak hesaplayalim. Fa(s,1) / k(s,2)k(z 1) dz

Coziim

(2.15) (5,0 gekirdegi simetrik oldugundan,

kalst) = [ k(s2)k(z0)dz

:7/<16+4(sl+z)+sz>< 16+4(21+t)+zt>dz
=m

esitligi elde edilir. (2.14) denkleminde m=1 ve m=2
alindiginda,

1 1 1 1 2
_ 2 _ 1 4
4= [ fkl(s,t)dsdt—ilf:l/(16+4(s+t)+98t>dsdt— o5

-1 -1

11 Lol .
- , B 2 __16
A= /kz(s,t)dsdt—7lfilf<15(4+s) @y = 508

-1 -1

degerleri bulunur. Bu degerler, 6zdegeri bulmak i¢in (2.13)
de yerine yazildiginda, aranan 6zdegerin yaklagik olarak

2
[ An _ | 225 _ [225 _
| A ] = I 6=V 1 =75
50625

oldugu goriliir.
2.3.2. Ornek

1

kls,t) = 81— 18(s+1) + 4st

(2.16)

simetrik ¢ekirdegine kargiik gelen integral operatorin
ozdegerini Trace metodu ile yaklagik olarak hesaplayalim.
Coziim

(2.16) ile verilen 4(s,#) ¢ekirdegi simetrik oldugundan,

14

— 1 1
_71f<81—18(s+z)+4sz><81—18(z+t)+4zt>dz

_ 2
C77(2s—9) (2t —9)

esitligi elde edilir. (2.14) denkleminde m=1 ve m=2
alindiginda,

1 1 1 1

AZ://k%(S’t)det:ff<81—18(sl+t)+4st>d8dt: 59429

-1 -1 -1 -1

1 1 1 1

2
_ _ 2 _ 16
A“_,lf f kg(s’t)ds‘lt_,lf f <77(23—9) (2t—9)>dsdt_ 35153041

1 1

degerleri bulunur. Bu degerler, 6zdegeri bulmak i¢in (2.13)
de yerine yazildiginda, aranan 6zdegerin yaklagik olarak

4
PARNG 5929 _ /9929 — 38500
35153041
oldugu gorilir.
3. Sonuglar

Bu ¢aligmada, 6zel olarak
1

kls.t) = 16+4(s+1)+st
ve
k(s,t) = :

T 81— 18(s+t) +4st

rasyonel cekirdeklerine kargilik gelen integral operatorlerin
ozdegerleri Ritz, Trace ve Kellogg yaklasim metotlar: kulla-
nilarak yaklasik olarak hesaplanmigtir. Ritz metodu kulla-
nilirken (2.1) 7 = 2 alinarak hesaplamalar yapildi. (Gocen
2012) de n sayist artirilarak da hesaplamalar yapildiginda
sonuglarin benzer sekilde ¢iktigi goriilmektedir. Yukarida
bahsedilen ti¢ niimerik yaklagim y6ntemiyle hesaplanan 6z-
degerlerin yaklagik degerleri Cizelge 3'de verilmistir.
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Farkli Nimerik Yontemler Kullanilarak Yaklagik Hesab:

Sonug olarak tablo ayrintili olarak incelendiginde her iki
cekirdek i¢in de Trace ve Kellogg metotlar: ile elde edilen
ozdegerlerin niimerik olarak esit oldugu kolayca gorilebilir.

Ayrica Ritz metodu ile elde edilen 6zdegerlerde ise Legendre
polinomlar: kullanilarak elde edilen 6zdegerlerin niimerik
degerleri, Chebyshev polinomlar: kullanilarak elde edilen
6zdegerlerin niimerik degerlerinden az daha buytiktir.

Ancak tablo genel olarak incelendiginde her ti¢ metot ile
elde edilen 6zdegerlerin niimerik degerlerinin yaklagik

olarak birbirine ¢ok yakin oldugu gérilebilir.

Karaelmas Fen Miih. Derg., 2016; 6(1):9-15
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