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davranış oluşumunu açıklayabilmek için çok sayıda mate-
matiksel model geliştirilmiştir. Geliştirilen modellerden 
Yoshiki Kuramoto tarafından önerilen Kuramoto Modeli 
yapılan çalışmalarda en çok tercih edilendir. 

Kuramoto modeli kullanılarak yapılan çalışmalarda baş-
langıçta global ağ yapısına dayalı sistemler analiz edilmiştir 
(Montoya et al. 2001, Pikovsky et al. 2003, Arenas et al. 
2008, Buck 1988). Gerçek dünyadaki sistemleri tam yansıtan 
karmaşık ağ topolojilerinin ortaya çıkması, senkronizasyon 
üzerine yapılan çalışmaları bu alana doğru yönlendirmiştir. 
Bu bağlamda küçük dünya (Strogatz et al. 1992, Bonilla 
1998) ve ölçeksiz (Dorfler and Bullo 2012, Acebron 2005)ağ 
topolojilerinin yapısal özelliklerinin senkronizasyon üzerine 
etkileri incelenmiştir. Ayrıca bu ağ topolojilerinde senkro-
nizasyon performansının nasıl geliştirilebileceği konusunda 
araştırmalar yapılmıştır (Hong et al. 2002, Medvedev 2014).

1. Giriş
Geçmişten günümüze önemini koruyan senkronizasyon 
doğada ve günlük hayatta sıkça karşılaşılan bir olgudur. 
Senkronizasyon; fen bilimlerinden sosyal bilimlere, sinir 
bilimden iklim bilimine kadar pek çok farklı bilim alanında 
önemli rol oynamaktadır (Hadley et al. 1988, Kuramoto 
2003, Arenas et al. 2008, Traxl et al. 2014). Bu konuda veri-
lebilecek örneklerden bazıları; bir sürüdeki ateş böceklerinin 
ışıklarını birlikte yakıp söndürmeleri ( Jeong et al. 2001), 
bisikletin ön ve arka tekerlek hareketinin uyumu, hayvanla-
rın içsel ritimleri, kalbimizin atış sesidir. Senkronizasyonun 
bu kadar geniş bir alana yayılmış olması bilim adamlarının 
senkronizasyon konusuna ilgisini artırmış ve senkronize 
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Öz

Bu makalede Watts-Strogatz küçük dünya ağ yapısına dayalı Kuramoto osilatörlerinin oluşturduğu senkronizasyon araştırılmıştır 
Öncelikle zayıf bağlantılı bir sistemde bağlantı kuvvetinin, ağ parametrelerinin (bağlantı kurma olasılığı ve ortalama bağlantı derecesi) 
ve osilatör sayısının senkronizasyon üzerinde yaratmış olduğu etkiler incelenmiştir ve daha sonra kuvvetli bağlantılı bir sistemde de bu 
osilatörlerin senkronizasyonu araştırılmıştır. Ağ parametreleri ve zayıf bağlantı kuvvetinin artmasıyla sistemin senkronizasyon davranışı 
gelişme göstermiş ancak kuvvetli bağlantılı sistemde bağlantı kuvveti arttıkça senkronizasyon performansı düşmüştür. Ayrıca bu 
çalışmada sistemdeki osilatör sayısının artmasıyla senkronizasyonun başlangıcı olan kritik eşik kuvveti net bir şekilde gözlenebilmiştir.
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Abstract

In this article, created synchronization of Kuramoto oscillators based on Watts-Strogatz small-world network structure was investigated. 
First, the effects of network parameters (the average connectivity degree and possibility of setting up a connection) and the number 
of oscillators on synchronization were examined in a weakly connected system. Then, the synchronization of these oscillators was 
investigated in a strongly connected system. With increase of the weak link strength and network parameters, the system showed 
an increase in synchronization, but since a strongly correlated system connection strength increased, synchronization performance 
decreased. Also in this study, by increasing number of oscillators in the system, critical threshold strength that was the beginning of 
synchronization was clearly observed.
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Bu çalışmada öncelikle Kuramoto modeli hakkında kısaca 
bilgi verilmiştir. Daha sonra küçük dünya ağ yapısına dayalı 
Kuramoto osilatör sisteminde senkronizasyon performansı 
üzerinde ağ parametreleri (<k>: ağın ortalama derecesi ve 
p: yeniden bağlantı yapma olasılığı), bağlantı kuvveti (K) 
ve osilatör sayısının etkileriirdelenmiştir. Bu doğrultuda 
yapılan simülasyon çalışmalarında faz denkleminin çözümü 
Runge-Kutta metodu kullanılarak Matlab programıyla 
gerçekleştirilmiştir.  

2. Gereç ve Yöntem
2.1. Kuramoto Model

Kuramoto modeli; yalnızca fazları birbirleriyle bağlantılı 
N tane osilatörden meydana gelen çoklu bir sistemdir. Bu 
sistemde her bir osilatör kendi içsel (doğal) frekansına göre 
hareket eder. Sistemdeki her bir osilatörün sahip olduğu 
içsel frekans belirli bir olasılık yoğunluk fonksiyonuna 
(Lorentzian, uniform, Gauss vb.) göre dağılım gösterir. 

Çoklu sistemde salınım yapan osilatörlerin birbirleriyle 
etkileşim halinde olmalarından dolayı aralarında oluşan 
etkileşim bağlantı, etkileşimin kuvveti ise bağlantı kuvveti 
(K) olarak tanımlanır. Böyle bir sistemde senkronizasyonun 
oluşabilmesi için gerekli olan en küçük bağlantı kuvveti 
kritik eşik kuvveti (Kc) olarak adlandırılır. Kritik eşik kuvveti
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ifadesi ile verilir. Sistemde bağlantı kuvveti kritik eşik 
kuvvetinden küçük (K<Kc) olduğunda senkronizasyon 
oluşmaz ve her bir osilatör kendi içsel frekansı ile 
birbirlerinden bağımsız olarak hareket eder. Bağlantı 
kuvveti kritik eşik kuvvetinden büyük (K>Kc) olduğunda 
ise osilatörler ortak bir faz değerinde kilitlenir ve senkronize 
hareket gerçekleşir (Moreno and Pacheco 2004, Shriki et al. 
2003). 

Sistemdeki osilatörlerin faz zaman değişim denklemi:
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ile ifade edilir. Burada θi, i. osilatörün fazını, K (K≥0) 
bağlantı kuvvetini ve w’da i. osilatörün açısal frekansını 
göstermektedir. 

Sistemin t zamanındaki senkronizasyon derecesi düzen 
parametresi ile belirlenir. Kompleks bir parametre olan 
düzen parametresi:

( )r t e N e1( ) ( )i t i t

j

N

1

j=} i

=
/    (3)

ile verilir. Burada ψ(t) sistemin ortalama fazı ve r(t) 
osilatörlerin düzen parametresinin genlik değeridir. Düzen 
parametresi 0 ile 1 arasında bir değer alır. Sistemde r(t)=0 
olduğunda senkronize hareket oluşmamaktadır. r(t)>0 
olduğunda ise r(t) nin değerine bağlı olarak sistemde 
kısmi (0<r(t)<1) ya da tam (r(t)=1) senkronizasyon görülür 
(Strogatz and Mirollo 1991).

Sistemde osilatörlerin faz-zaman değişim denklemi, düzen 
parametresinin kullanımıyla, her bir osilatörün faz değeri r 
ve ψ parametrelerine bağlı olarak aşağıdaki gibi ifade edilir. 
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3. Bulgular
Bu çalışmada senkronizasyon Watts-Strogatz tarafından 
geliştirilen küçük dünya ağ yapısındaki bir sistemde 
incelenmiştir. Watts-Strogatz ağ modeli başlangıçta N 
tane sabit düğümden oluşmakta olup; düğümlerin her biri 
en yakın birinci ve en yakın ikinci komşuları ile bağlantılı 
olacak şekilde tek boyutlu kafes yapısındadır. Daha sonra 
ağdaki bağlantılar belirli bir p olasılığına göre yeniden 
oluşturulur. p olasılığının değeraralığına bağlı olarak; 
düzenli bir ağ (p=0), düzensiz bir ağ (p=1)  veya küçük 
dünya (0<p<1) ağı eldeedilir. Ancakbu ağ yapısında yeni 
bağlantıların oluşumunda, düğümler arasında birden fazla 
bağlantı olmamasına ve düğümlerin kendi kendilerine 
bağlantı oluşturmamasına dikkat edilir (Barabasi and Albert 
1999,Watts and Strogatz 1998).

Şekil 1’de zayıf bağlantılı (0≤K≤1)  bir sistemde farklı bağ-
lantı kuvveti değerleri için düzen parametresinin zamanla 

Şekil 1. Zayıf bağlantılı bir sistemde farklı bağlantı kuvveti 
değerleri için düzen parametresinin zamanla değişimi (N=2000, 
p=0.4,<k>=10).
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değişimi verilmiştir. Sistemde N=2000, <k>=10 ve p=0.4 
olarak sabit kabul edilmiştir. Böyle bir sistem için (1) denk-
lemi ile hesaplanan kritik bağlantı eşik değeri KC=0.16’dır. 
Sistemde bağlantı kuvvetinin değerine bağlı olarak kısmi 
veya tam senkronizasyon elde edilmiştir. Bağlantı kuvve-
tinin değeri KC<K<0.4 olduğu durumlarda sistemde kısmi 
senkronizasyon; K≥0.4 olduğu durumlarda ise sistemde tam 
senkronizasyon gözlenmiştir. Bağlantı kuvvetinin değerinin 
artmasıyla sistemin tam senkronizasyona dahakısa sürede 
ulaştığı görülmüştür. Bağlantı kuvvetinin değeri kritik eşik 
kuvvetinin değerinden ne kadar büyük olursa, sistem bile-
şenlerinin birbirlerini etkileme oranı artarak sistemin tam 
senkronize olarak hareket etmesini sağlar.  

Şekil 2’de zayıf bağlantılı bir sistemde sabit bir bağlantı 
kuvveti değerinde (K=0.8) ağın yeniden bağlantı kurabilme 
olasılığının senkronizasyon üzerindeki etkisi gösterilmiştir. 
Sistemde N= 2000 ve <k>=10 olduğu durumda farklı p 
değerleri için düzen parametresinin (r) zamanla değişimi 
incelenmiştir. Sistemde ağdaki bir düğümün yeniden 
bağlantı yapma olasılığı yani ağın düzensizliği arttıkça, 
sistemin senkronizasyon performansının arttığı tespit 
edilmiştir. p<0.2 olduğu durumda r’nin 0 ile 1 arasında değer 
almasından dolayı kısmi senkronizasyon; p≥0.2 olduğunda 
ise r’nin 1 değerine ulaşmasıyla berabertam senkronizasyon 
görülmüştür. Bunun yanı sıra 1≥p≥0.4 olduğunda sistemin 
senkronizasyon performansında önemli bir değişim 
gözlenmemiştir.

Şekil 3’te K=0.8 olan zayıf bağlantılı bir sistemde ağın ye-
niden bağlantı kurma olasılığı p=0.4 değerinde sabit kabul 
edilerek, her bir düğümün ortalama komşu sayısını belirten 

ağın ortalama bağlantı derecesinin (<k>) senkronizasyon 
üzerindeki etkisi gösterilmiştir.  Sistemde ortalama bağlan-
tı derecesinin artmasıyla senkronizasyon performansının 
arttığı tespit edilmiştir.<k>’ nın 10’dan küçük olan değerle-
ri için sistemde kısmi senkronizasyon, 10 ve 10’dan büyük 
olandeğerlerinde ise tam senkronizasyon gözlenmiştir. Dü-
ğümlerin komşu sayısındaki artışla beraber senkronizasyon 
performansı gelişme göstermiştir. Bu sonuçlardan küçük 
dünya ağ yapısındaki bir sistemde tam senkronizasyonun 
görülebilmesi için ortalama bağlantı derecesinin kritik eşik 
kuvveti değeri gibi bir alt sınır değerine sahip olması ge-
rektiği belirlenmiştir. Sistemde bir düğümün sahip olduğu 
ortalama bağlantı derecesinin artması, sistemde birbirlerini 
etkileyen düğüm sayısının artmasını sağlayarak toplu senk-
ronize hareketin oluşmasını kolaylaştırmıştır. 

Şekil 4 de Watts-Strogatz ağ topolojisine sahip çoklu bir 
sistemde bağlantı kuvvetinin senkronizasyon üzerindeki 
etkisini daha net görebilmek için düzen parametresinin 
bağlantı kuvvetine göre değişimi verilmiştir. Bu amaçla 
yapılan simülasyonlarda N=2000, p=0.4 ve <k>=10 olarak 
alınmıştır. Sistemde düzen parametresinin belirli bir 
aralıktaki bağlantı kuvveti değerleri için bir değerini aldığı, 
bu aralığın dışında ise 0 ila 1 arasında bir değer aldığı tespit 
edilmiştir. Böylece sistemde tam senkronizasyonun meydana 
gelebilmesi için bağlantı kuvvetinin değerinin belirli bir 
aralıkta olması gerektiği ortaya konulmuştur.  

Çalışmada son olarak osilatör sayısının senkronizasyon 
üzerindeki etkisi araştırılmıştır. Bu amaçla zayıf bağlantılı 
bir sistemde K=0.8, p=0.4 ve <k>=10 alınarak, farklı osilatör 
sayıları için düzen parametresinin zamanla değişimi 

Şekil 2. Yeniden bağlantı yapma olasılığının (p) senkronizasyon 
üzerindeki etkisi (N=2000, K=0.8,<k>=10).

Şekil 3. Ağın ortalama derecesinin (k) senkronizasyon üzerindeki 
etkisi (N=2000, p=0.4,K=0.8,<k>=10).
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relerinin ve osilatör sayısının senkronizasyon üzerindeki 
etkileri düzen parametresinin genliğindeki değişime göre 
araştırılmıştır. Yapılan çalışmalar sonucunda zayıf bağlantılı 
bir sistemde (K<1) düzen parametresinin değerinin ağ para-
metrelerinden herhangi birinin (p veya <k>) arttırılmasıyla 
arttığı belirlenmiştir. Bunun yanı sıra osilatör sayısı artışının 
tam senkronizasyona erişim zamanını arttırdığı görülmüş-
tür. Sistemdeki osilatör sayısındaki artış bağlantı kuvvetinin 
kritik eşik değerini daha da belirginleştirmiştir. Sistemde 
osilatörler arasındaki bağlantı kuvvetinin arttırılmasıyla 
senkronizasyon performansının arttığı gözlenmiştir. Ben-
zer davranışı kuvvetli bağlantılı (K>1) bir sisteminvermesi 
beklenirken, tam tersi bir durumla karşılaşılmıştır. Kuvvetli 
bağlantı kuvveti, belli bir değere kadar senkronizasyon per-
formansını arttırırken belli bir değerden sonra performansı 
azaltıp senkronizasyonun ortadan kalkmasına yol açmıştır.  
Böylelikle bağlantı kuvvetinin belirli bir aralığında sistemin 
tam senkronizasyonun oluştuğu tespit edilmiştir. Son olarak 
sistemdeki osilatör sayısının senkronizasyon üzerinde etkili 
olmadığı, bağlantı kuvvet değerinin daha baskın olduğu 
ortaya konulmuştur.
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