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Oz

Bu makalede Watts-Strogatz kiiciik diinya ag yapisina dayali Kuramoto osilatérlerinin olusturdugu senkronizasyon aragtirilmugtir
Oncelikle zayif baglantili bir sistemde baglanti kuvvetinin, ag parametrelerinin (baglanti kurma olastlig1 ve ortalama baglant: derecesi)
ve osilatér sayisinin senkronizasyon tizerinde yaratmig oldugu etkiler incelenmistir ve daha sonra kuvvetli baglantili bir sistemde de bu
osilatérlerin senkronizasyonu aragtirilmigtir. Ag parametreleri ve zayif baglanti kuvvetinin artmasiyla sistemin senkronizasyon davranist
gelisme gostermis ancak kuvvetli baglantili sistemde baglanti kuvveti arttikga senkronizasyon performans: dismiistir. Ayrica bu
caligmada sistemdeki osilator sayisinin artmastyla senkronizasyonun baglangici olan kritik esik kuvveti net bir sekilde gozlenebilmistir.
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Abstract

In this article, created synchronization of Kuramoto oscillators based on Watts-Strogatz small-world network structure was investigated.
First, the effects of network parameters (the average connectivity degree and possibility of setting up a connection) and the number
of oscillators on synchronization were examined in a weakly connected system. Then, the synchronization of these oscillators was
investigated in a strongly connected system. With increase of the weak link strength and network parameters, the system showed
an increase in synchronization, but since a strongly correlated system connection strength increased, synchronization performance
decreased. Also in this study, by increasing number of oscillators in the system, critical threshold strength that was the beginning of

synchronization was clearly observed.
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1. Girig

Gegmisten ginimiize 6nemini koruyan senkronizasyon
dogada ve glinlik hayatta sik¢a karsilagilan bir olgudur.
Senkronizasyon; fen bilimlerinden sosyal bilimlere, sinir
bilimden iklim bilimine kadar pek ¢ok farkli bilim alaninda
onemli rol oynamaktadir (Hadley et al. 1988, Kuramoto
2003, Arenas et al. 2008, Traxl et al. 2014). Bu konuda veri-
lebilecek orneklerden bazilars; bir siirtideki ates boceklerinin
wgiklarini birlikte yakip sondirmeleri (Jeong et al. 2001),
bisikletin 6n ve arka tekerlek hareketinin uyumu, hayvanla-
rin igsel ritimleri, kalbimizin ati sesidir. Senkronizasyonun
bu kadar genis bir alana yayilmis olmas: bilim adamlarinin
senkronizasyon konusuna ilgisini artirmis ve senkronize
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davranis olusumunu agiklayabilmek i¢in ¢ok sayida mate-
matiksel model gelistirilmigtir. Gelistirilen modellerden
Yoshiki Kuramoto tarafindan 6nerilen Kuramoto Modeli
yapilan ¢aligmalarda en ¢ok tercih edilendir.

Kuramoto modeli kullanilarak yapilan calismalarda basg-
langicta global ag yapisina dayal: sistemler analiz edilmistir
(Montoya et al. 2001, Pikovsky et al. 2003, Arenas et al.
2008, Buck 1988). Gergek diinyadaki sistemleri tam yansitan
karmagik ag topolojilerinin ortaya ¢ikmasi, senkronizasyon
tizerine yapilan ¢aligmalar: bu alana dogru y6nlendirmistir.
Bu baglamda kugtik diinya (Strogatz et al. 1992, Bonilla
1998) ve olgeksiz (Dorfler and Bullo 2012, Acebron 2005)ag
topolojilerinin yapisal ézelliklerinin senkronizasyon tizerine
etkileri incelenmistir. Ayrica bu ag topolojilerinde senkro-
nizasyon performansinin nasil gelistirilebilecegi konusunda

aragtirmalar yapilmistir (Hong et al. 2002, Medvedev 2014).
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Bu ¢aligmada 6ncelikle Kuramoto modeli hakkinda kisaca
bilgi verilmistir. Daha sonra kiigiik diinya ag yapisina dayali
Kuramoto osilatér sisteminde senkronizasyon performansi
tuzerinde ag parametreleri (<k>: agin ortalama derecesi ve
p: yeniden baglant: yapma olasilif1), baglant: kuvveti (K)
ve osilatér sayisinin etkileriirdelenmistir. Bu dogrultuda
yapilan simiilasyon ¢alismalarinda faz denkleminin ¢6zimi
Runge-Kutta metodu kullanilarak Matlab programiyla
gerceklestirilmistir.

2. Gereg ve Yontem

2.1. Kuramoto Model

Kuramoto modeli; yalnizca fazlari birbirleriyle baglantih
N tane osilatérden meydana gelen ¢oklu bir sistemdir. Bu
sistemde her bir osilator kendi igsel (dogal) frekansina gore
hareket eder. Sistemdeki her bir osilatoriin sahip oldugu
icsel frekans belirli bir olasilik yogunluk fonksiyonuna
(Lorentzian, uniform, Gauss vb.) gore dagilim gosterir.

Coklu sistemde salinim yapan osilatérlerin birbirleriyle
etkilesim halinde olmalarindan dolay: aralarinda olusan
etkilesim baglanti, etkilesimin kuvveti ise baglanti1 kuvveti
(K) olarak tanimlanir. Boyle bir sistemde senkronizasyonun
olugabilmesi icin gerekli olan en kiigiik baglanti kuvveti
kritik esik kuvveti (Kc) olarak adlandirilir. Kritik esik kuvveti

2
g(0)

ifadesi ile wverilir. Sistemde baglanti kuvveti kritik esik

K.= 1)

kuvvetinden kugik (K<Kc) oldugunda senkronizasyon
olusmaz ve her bir osilatér kendi icsel frekans: ile
birbirlerinden bagimsiz olarak hareket eder. Baglanti
kuvveti kritik esik kuvvetinden biyik (K>Kc) oldugunda
ise osilatorler ortak bir faz degerinde kilitlenir ve senkronize
hareket gerceklesir (Moreno and Pacheco 2004, Shriki et al.
2003).

Sistemdeki osilatorlerin faz zaman degisim denklemi:

ile ifade edilir. Burada 0, i. osilatériin fazini, K (K>0)
baglant: kuvvetini ve w'da i. osilatorin agisal frekansini
gostermektedir.

Sistemin t zamanindaki senkronizasyon derecesi dizen
parametresi ile belirlenir. Kompleks bir parametre olan
diizen parametresi:

r(t)e" =32 e (3)
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ile verilir. Burada (t) sistemin ortalama faz1 ve 1(t)
osilatorlerin diizen parametresinin genlik degeridir. Dizen
parametresi O ile 1 arasinda bir deger alir. Sistemde r(t)=0
oldugunda senkronize hareket olusmamaktadir. r(t)>0
oldugunda ise r(t) nin degerine bagli olarak sistemde
kismi (0<r(t)<1) ya da tam (r(t)=1) senkronizasyon gorilir
(Strogatz and Mirollo 1991).

Sistemde osilatorlerin faz-zaman degisim denklemi, diizen
parametresinin kullanimiyla, her bir osilatoriin faz degeri r
ve 1 parametrelerine bagh olarak agagidaki gibi ifade edilir.

‘fzf =w;,+Kr(t)sin(y(¢t) — 6. (4)

3. Bulgular

Bu ¢aligmada senkronizasyon Watts-Strogatz tarafindan
gelistirilen kiigiik diinya ag yapisindaki bir sistemde
incelenmistir. Watts-Strogatz ag modeli baglangicta N
tane sabit diigiimden olugmakta olup; digtimlerin her biri
en yakin birinci ve en yakin ikinci komsular ile baglantihi
olacak sekilde tek boyutlu kafes yapisindadir. Daha sonra
agdaki baglantilar belirli bir p olasiifina gére yeniden
olusturulur. p olasiiginin degeraraligina bagl olarak;
duzenli bir ag (p=0), diizensiz bir ag (p=1) veya kugciik
dinya (0<p<1) a1 eldeedilir. Ancakbu ag yapisinda yeni
baglantilarin olusumunda, digimler arasinda birden fazla
baglanti olmamasina ve digimlerin kendi kendilerine
baglant: olusturmamasina dikkat edilir (Barabasi and Albert
1999,Watts and Strogatz 1998).

Sekil 1de zayif baglantili (0<K<1) bir sistemde farkli bag-

lant1 kuvveti degerleri i¢in diizen parametresinin zamanla
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Sekil 1. Zayif baglantili bir sistemde farkli baglanti kuvveti
degerleri icin diizen parametresinin zamanla degisimi (N=2000,
p=0.4,<k>=10).
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degisimi verilmigtir. Sistemde N=2000, <k>=10 ve p=0.4
olarak sabit kabul edilmigtir. Boyle bir sistem i¢in (1) denk-
lemi ile hesaplanan kritik baglant1 esik degeri K_=0.16dur.
Sistemde baglanti kuvvetinin degerine bagh olarak kismi
veya tam senkronizasyon elde edilmistir. Baglanti kuvve-
tinin degeri K.<K<0.4 oldugu durumlarda sistemde kismi
senkronizasyon; K>0.4 oldugu durumlarda ise sistemde tam
senkronizasyon gézlenmistir. Baglant: kuvvetinin degerinin
artmastyla sistemin tam senkronizasyona dahakisa siirede
ulastig1 gorulmistir. Baglant: kuvvetinin degeri kritik esik
kuvvetinin degerinden ne kadar biiyiik olursa, sistem bile-
senlerinin birbirlerini etkileme orani artarak sistemin tam
senkronize olarak hareket etmesini saglar.

Sekil 2'de zayif baglantili bir sistemde sabit bir baglanti
kuvveti degerinde (K=0.8) agin yeniden baglant: kurabilme
olasiliginin senkronizasyon tizerindeki etkisi gosterilmistir.
Sistemde N= 2000 ve <k>=10 oldugu durumda farkli p
degerleri i¢in dizen parametresinin (r) zamanla degisimi
incelenmistir. Sistemde agdaki bir dGgimin yeniden
baglanti yapma olasiligi yani agin duzensizligi arttikca,
sistemin senkronizasyon performansinin arttifi tespit
edilmistir. p<0.2 oldugu durumda r’nin O ile 1 arasinda deger
almasindan dolay1 kismi senkronizasyon; p=0.2 oldugunda
ise r'nin 1 degerine ulagmasiyla berabertam senkronizasyon
gorilmistir. Bunun yani sira 12p>0.4 oldugunda sistemin
onemli bir

senkronizasyon performansinda degisim

gézlenmemigtir.
Sekil 3'te K=0.8 olan zayif baglantili bir sistemde agin ye-

niden baglant: kurma olasiligi p=0.4 degerinde sabit kabul
edilerek, her bir diigiimin ortalama komsu sayisin1 belirten

agin ortalama baglanti derecesinin (<k>) senkronizasyon
tzerindeki etkisi gosterilmigtir. Sistemde ortalama baglan-
t1 derecesinin artmasiyla senkronizasyon performansinin
arttif tespit edilmigtir.<k>’ nin 10'dan kiigiik olan degerle-
ri i¢in sistemde kismi senkronizasyon, 10 ve 10'dan biyik
olandegerlerinde ise tam senkronizasyon gozlenmigtir. Di-
gumlerin komsu sayisindaki artigla beraber senkronizasyon
performans: gelisme gostermistir. Bu sonuglardan kiguk
diinya ag yapisindaki bir sistemde tam senkronizasyonun
gorilebilmesi i¢in ortalama baglanti derecesinin kritik esik
kuvveti degeri gibi bir alt sinir degerine sahip olmas: ge-
rektigi belirlenmistir. Sistemde bir diglimin sahip oldugu
ortalama baglant: derecesinin artmasi, sistemde birbirlerini
etkileyen diigiim sayisinin artmasini saglayarak toplu senk-
ronize hareketin olusmasini kolaylagtirmugtir.

Sekil 4 de Watts-Strogatz ag topolojisine sahip ¢oklu bir
sistemde baglanti kuvvetinin senkronizasyon tzerindeki
etkisini daha net gorebilmek icin diizen parametresinin
baglanti kuvvetine gore degisimi verilmigtir. Bu amagla
yapilan similasyonlarda N=2000, p=0.4 ve <k>=10 olarak
alinmistir.  Sistemde diizen parametresinin  belirli bir
araliktaki baglant: kuvveti degerleri icin bir degerini aldigy,
bu araligin diginda ise O ila 1 arasinda bir deger aldig: tespit
edilmistir. Bylece sistemde tam senkronizasyonun meydana
gelebilmesi icin baglanti kuvvetinin degerinin belirli bir
aralikta olmas: gerektigi ortaya konulmugtur.

Calismada son olarak osilator sayisinin senkronizasyon
tzerindeki etkisi aragtirilmigtir. Bu amagla zayif baglantih
bir sistemde K=0.8, p=0.4 ve <k>=10 alinarak, farkh osilator
sayilar1 icin dlizen parametresinin zamanla degisimi
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Sekil 2. Yeniden baglanti yapma olasihiginin (p) senkronizasyon
tizerindeki etkisi (N=2000, K=0.8,<k>=10).
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Sekil 3. Agin ortalama derecesinin (k) senkronizasyon tzerindeki

etkisi (N=2000, p=0.4,K=0.8,<k>=10).
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Sekil 4. Baglanti kuvvetine gore dizen parametresinin degigimi
(N=2000, p=0.4,<k>=10).
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Sekil 5. Osilator sayisinin senkronizasyon tizerindeki etkisi (K=0.8,
p=0.4,<k>=10).

incelenmigtir (Sekil 5). Béyle bir sistemde osilator sayisinin
artmast sistemin tam senkronizasyona erigim zamani
tzerinde etkili oldugu belirlenmistir. Diger taraftan;
sistemde tam senkronize hareketin olusumunda baglanti
kuvvetinin osilator sayisindan daha baskin oldugu tespit
edilmistir. Eldeedilen bir diger sonug da; osilator sayisinin
artmasi ile sistemin senkronizasyona gegcmesi i¢in gerekli

kritik esik degerinin daha belirgin hale gelmesidir.
4. Tartigma ve Sonug

Bu ¢aligmada kiigtik diinya ag topolojisine sahip Kuramo-
to osilatorleriyle tanimlanan bir sistemin senkronizasyon
performans: incelenmigtir. Bu dogrultuda oncelikle zayif
baglantili bir sistemde baglanti kuvvetinin, a paramet-
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relerinin ve osilatér sayisinin senkronizasyon uzerindeki
etkileri dizen parametresinin genligindeki degisime gore
aragtirlmugtir. Yapilan ¢aligmalar sonucunda zayif baglantili
bir sistemde (K<1) diizen parametresinin degerinin ag para-
metrelerinden herhangi birinin (p veya <k>) arttirilmastyla
arttig1 belirlenmistir. Bunun yani sira osilatér sayist artiginin
tam senkronizasyona erisim zamanini arttirdig gorilmis-
tir. Sistemdeki osilator sayisindaki artig baglant: kuvvetinin
kritik esik degerini daha da belirginlestirmigtir. Sistemde
osilatorler arasindaki baglanti kuvvetinin arttirilmasiyla
senkronizasyon performansinin arttifi gozlenmistir. Ben-
zer davranigt kuvvetli baglantili (K>1) bir sisteminvermesi
beklenirken, tam tersi bir durumla kargilagiimigtir. Kuvvetli
baglant: kuvveti, belli bir degere kadar senkronizasyon per-
formansini arttirirken belli bir degerden sonra performansi
azaltip senkronizasyonun ortadan kalkmasina yol agmustir.
Boylelikle baglant: kuvvetinin belirli bir araliginda sistemin
tam senkronizasyonun olustugu tespit edilmistir. Son olarak
sistemdeki osilator sayisinin senkronizasyon tzerinde etkili
olmadig1, baglanti kuvvet degerinin daha baskin oldugu
ortaya konulmustur.

5. Kaynaklar

Acebrén, JA., Bonilla, LL., Pérez Vicente, CJ., Ritort, F.,
Spigler, R. 2005. TheKuramoto model: a simple paradigm for
synchronization phenomena.Rev.Mod. Phys.77(1): 137-185.

Arenas, A., Guilera, AD., Kurths, J., Moreno, Y., Zhou, C.
2008. Synchronization in complex networks. Phys. Rep.,
469(3): 93-153.

Barabasi, AL., Albert, R.1999. Emergence of Scaling in Random
Networks. Science, 286(5439): 509-512.

Bonilla, LL., Pérez Vicente, CJ., Ritort, F., Soler, J. 1998.
Exactly solvable phase oscillator models with synchronization

dynamics.Phys. Rev. Lett., 81(17): 3643-3646.

Buck J. 1988. Synchronous rhythmic flashing of fireflies. Q. Rew.
Biol.,63(3): 265-289.

Dotfler, F., Bullo, F. 2012.Synchronization and transient stability

in power networks and non-uniform Kuramoto oscillators.

SICON, 50(3): 1616-1642.

Hadley, P., Beasley, MR., Wiesenfeld, K. 1988. Phase locking
of Josephsonjunction series arrays. Phys. Rev. B, 38(13): 8712—
8719.

Hong, H., Choi, MY., Kim, BJ. 2002. Synchronization on small-
world networks. Phys.Rev. E, 65(2): 026139.

Jeong, H., Mason, SP., Barab’asi, AL., Oltvai, ZN. 2001.
Lethality and centrality in protein networks. Nazure (London),
411(6833): 41-42.

81



Uzun, Senyer, Sarag / Kiigiik Diinya Ag Topolojisine Dayali Kuramoto Osilatériinde Senkronizasyonun Incelenmesi

Kuramoto, Y. 2003. Chemical oscillations, waves, and turbulence.
Chemistry Series, Dover Publications.

Medvedev, GS. 2014. Small-world networks of Kuramoto
oscillators. Physica D, 266(1): 13-22.
Moreno, Y., Pacheco, AF. 2004. Synchronization of Kuramoto

oscillators in scale-free networks. Europhys. Lett., 68 (4): 603—
609.

Pikovsky, A., Rosenblum, M., Kurths, J. 2003. Synchronization:
A universal concept in nonlinear sciences. Camébridge University
Press.

Shriki, O., Hansel, D., Sompolinsky, H. 2003. Rate models

for conductance-based cortical neuronal networks. Newral
Comput., 15(8):1809-1841.

82

Sol’e, RV., Montoya, JM. 2001.Complexity and fragility in
ecological networks.Proc. R. Soc. London B, 268(1480): 2039-
2045.

Strogatz, SH., Mirollo, RE., Matthews, PC. 1992. Coupled
nonlinear oscillators below the synchronization threshold:
relaxation by generalized Landau damping. Phys. Rev. Lett.,
68(18): 2730-2733.

Strogatz, SH., Mirollo, RE. 1991. Stability of incoherence in a
population of coupled oscillators. J. Szat. Phys., 63(3-4): 613—
635.

Traxl,D.,Boers, N., Kurths,J.2014. General scaling of maximum
degree of synchronization in noisy complex networks. New J.
Phys., 16(11): 115009-115022.

Watts, DJ., Strogatz, SH. 1998. Collective dynamics of small-
world networks. Nature, 393(6684):440-442.

Karaelmas Fen Miih. Derg., 2016; 6(1):78-82



