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Ozet

Bu calismada, son zamanlarda 6zellikle X-1s1n1, MRI, ultrason, sismik tomografi ve elektron mikroskobu gibi goriintiileme
tekniklerinde ortaya ¢ikan gelismelere paralel olarak biiytik ilgi goren integral geometri problemleri (IGP) ve bu problemlerle
ilgili transport denklemler igin baz1 ters problemler ele alinmis, bu alanda yapilan baslica ¢alismalar kisaca sunulmustur.

Anahtar Sozciikler: Integral geometri problemi, Ters problem, Transport denklem

Abstract

In this study, integral geometry problems (IGP) and some inverse problems for transport equations which are related with IGP
are considered and some of the major works devoted to these problems are presented. In recent years, especially parallel to the
developments in imaging techniques such as X-ray, MRI, ultrasound, seismic tomography, electron microscopy and others, such

problems have been attracting a great interest.
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1. Giris

Matematiksel fizikte; denklem, bolge ve kosullar
verildiginde problemin ¢oziimiiniin bulunmasina direkt
problem denir. Pratikte karsilasilan o6yle problemler
vardir ki bunlarin ¢oztimleri icin ayrica ek bilgi verilir.
Aym ek bilgiye gore problemdeki denklemin bir
veya birkac katsayisini veya sag tarafini ya da smir
kosullarindan bir veya birkacini ¢oztim ile birlikte
bulmak gerekir. Boyle problemlere ters problemler denir.

Dogrudan erisilemeyen bir ¢evre hakkinda bilgi
edinmek icin, bu bolgelerden gelen akustik, sismik
ve elektromanyetik isaretler 6zel algilayicilar yardimi
ile degerlendirilir. Bu isaretler {izerinde yapilan
gelis zamani, gelis dogrultusu, genlik, faz/frekans,
polarizasyon vb. dlgtimlerden elde edilen bilgilere gore
cevrenin ilgi duyulan ozelliklerinin arastirilmasi, bir
ters problemin ortaya ¢ikmasina sebep olur. Bu nedenle
ters problemler teorisi, uzaktan algilama ve tahribatsiz
degerlendirme dallarindaki calismalarin teorik alt
yapisini olusturmustur.

Tipta goriinttileme tinitelerinde yaygin olarak kullanilan
bilgisayarli tomografi ve yeralti kaynaklarinin yerinin
tespitinde, baz1 6zel yap1 saglamlig: testlerinde, hacimsel
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bir bolgedeki bir parametreye ait yogunlugun tespitinde
ve ti¢ boyutlu goruntiilemede kullanilan teknik tomog-
rafi, ters problemler teorisinin 6nemli uygulama alanla-
ridar.

Diferensiyel denklemler icin ters problemler teorisinin
tarihsel gelisimi 6zetle asagida sunulmustur.

flk olarak 1905 yilinda sismik veriler yardimi ile yer
kabugunun yapisini belirlemek amaciyla | Vt| = 1/v(x),
x = (x,, x,, x,) diferensiyel denklemi igin bir ters problem,
Herglotz tarafindan ve kisa bir stire sonra da 1907 de
Wiechert tarafindan formiilize edilmistir. v hizinin sadece
x, degiskenine bagl olmasi sart1 ve bazi ek kisitlamalar
altinda, aranan v(x,) fonksiyonunun bilinen t(x!, x?)
fonksiyonundan tek tiirlii belirlendigi ispatlanmustir.
Burada x' ve x*, x® = Odtizleminde yerlesen iki nokta
olmak tizere t(x', x%), sismik sinyalin x' noktasindan x?
noktasina ulasma zamandir.

1929 yilinda Ambarzumian,
Ay ="+ q@)y, y0) =y =0
AN=n(n=1,2...)

esitlikleri ile tanimlanan diferensiyel operatérde bulunan
q(x) € C, , fonksiyonunun belirlenmesi problemini ele
alarak teklik teoremlerini vermistir.
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fkinci mertebeden bir adi diferensiyel denklem igin
Sturm-Liouville ters probleminin ¢dziimiinin tekligine
iliskin teoremler ilk defa 1950" de Marchenko tarafindan
ispatland1. Tam ¢oztimii ise 1951” de Gelfand ve Levitan
tarafindan arastirilmistir.

Bilinen potansiyelden bir cismin seklini ve yogunlugunu
belirleme ters probleminin ¢oziimii i¢in teklik teoremi ilk
olarak 1938 de Novikov tarafindan ispatlanmistir.

Ters problemler, aranan fonksiyonun bagli oldugu
degisken sayisina gore bir boyutlu ve ¢ok boyutlu
olmak tizere iki gruba ayrilir. Schrodinger denklemi igin
¢ok boyutlu ters problemin ¢6ziimii igin teklik teoremi
parcal1 analitik fonksiyonlar sinifinda ilk olarak 1958 de
Berezanskii tarafindan verilmistir.

Diferensiyel denklemler icin ters problemler teorisinin
karakteristik 6zelliklerinden biri bu problemlerin Hada-
mard anlaminda kétii konulmus olmasidir. Kotii konul-
mus problemler teorisi ve uygulamalar1 Tikhonov, Iva-
nov, Lavrent’ev ve dgrencileri tarafindan gelistirilmistir.
Ters problemler siklikla birinci cins operator denklemine
dontisiir. Ornegin; hiperbolik denklemler igin bazi ters
problemler birinci cins Volterra tipi integral denklemle-
rin aragtirilmasina indirgenir.

Transport denklemler icin ters problemler hem teorik
hem de pratik acidan buyiik 6nem tasimaktadir. Bu
problemler fiziksel olarak parcacik etkilesim kuvvetle-
rinin, sacilim gostergelerinin, radyasyon kaynaklarinin
ve diger fiziksel parametrelerin bulunmasini icerir. Bu
alanda onemli sonuglar Amirov (1986, 2001), Aniko-
nov (2001), Anikonov ve Amirov (1983), Lavrent’ev ve
Anikonov (1967), Pestov ve Sharafutdinov (1988) tarafin-
dan elde edilmistir.

Diger taraftan, giinimiizde her alanda karsilasilan
problemlerin karmasikligi, boyutlarinin  buyuklugi,
¢6ztimlerinin kisa zamanda ve en ekonomik bi¢cimde
yapilmak istenmesi bilgisayarlarin gelismesine paralel
olarak sayisal ¢ozim yontemlerinin de gelismesine
neden olmustur. Hatta ayni tiirdeki problemler, hangi
kosullarda ve hangi yontemle c¢oziiliirse daha iyi
yaklasimla, daha etkin sonuglarin alinabilecegi inceleme
konusu olmustur. Matematikte ve diger uygulamali
bilim dallarinda sikca karsilagilan ancak analitik olarak
¢oztumi elde edilemeyen veya ¢oztimii zor olan birgok
problem sayisal yontemler ile ¢oziilebilmektedir.
Diferensiyel denklemler igin ters problemlerin sayisal
¢ozumi ile ilgili calismalar son zamanlarda hizli bir artis
egilimi gostermektedir, (Golgeleyen 2010).

Dinamik ters problemler icin sayisal yontemlerin
sistematik olarak calisilmas: 1960'larin sonlarinda

baslamustir. Gel’fand-Levitan veya ters sacilim yontemi
olarak bilinen ¢oziim yontemi genellikle, elektrodinamik,
elastisite teorisi ve iletim hatti teorisi gibi alanlarda
ortaya c¢ikan ters problemler i¢in uygulanmaktadir.
Bu yaklasimin esasi lineer olmayan bir ters problemin,
ikinci tip lineer Fredholm integral denklemlerinin bir
parametreli ailesine indirgenmesine dayanmaktadir.
Bu alandaki ilk sonuclar Gel'fand ve Levitan (1955),
Krein (1951,1954) ve Marchenko (1955) tarafindan elde
edilmistir. Ayrica Kunetz (1964), Symes (1981) ve Santosa
(1982) bu alanda 6nemli katkilar yapmuslardir.

Ters problemlerin sonlu fark yontemi ile ¢oztilmesi fikri,
Alekseev (1967) tarafindan hiperbolik denklemlerin
katsayilarinin belirlenmesi amaci ile 6nerilmistir. Daha
sonralar1 bu yontem, Antonenko (1967), Alekseev
ve Dobrinskii (1975), Kabanikhin ve Abdiev (1986),
Kabanikhin ve Satybaev (1988), Karchevsky (1998)
tarafindan jeofizik, jeoelektrik, elektromanyetik teorisi
ve elastisite teorisi gibi alanlarda ortaya ¢ikan gesitli ters
problemler icin farkl: agilardan ele alinmuistir.

Hiperbolik ve parabolik denklemler igin bazi katsay1
ters problemlerinin sayisal ¢oztimii i¢in Klibanov ve
Timonov (2004) ve Beilina ve Klibanov (2008) tarafindan
etkili ¢coztim algoritmalar1 gelistirilmistir.

2. integral Geometri Problemleri (IGP)

R" iizerinde yeterince diizgiin bir fonksiyon veya
daha karmasik bir matematik obje A(x), x € R" olsun.
R" tizerinde diferensiyel formlar, vektor alanlari,
tensor alanlar1 bu cinsten objelerdir. r = r,r,,...,1,), 1, €
R olmak tizere r parametresine bagli R” deki diizgtin
manifoldlarin ctimlesi {I'(r)} ve A(x) her bir I'(r) manifoldu
tizerinde integrallenebilir, yani

[ Moo, = fir) 1)

olsun. Burada do , I'(r) tizerinde verilmis olcti elemanidir.
I'(r) ve f(r) ye gore A(x) in bulunmas: problemine lineer
IGP denir. (1) denkleminde {I'(r)} belli olmayabilir.
Bu durumda f(r) ye gore ayni zamanda A(x)i ve {I'(r)}
yi bulma problemine ise lineer olmayan IGP denir
(Lavrent'ev vd. 1986, s. 168). Integral geometri problemi
ilk olarak Radon tarafindan incelenmistir (Radon 1917).

Tanim 1. (Radon Problemi) A(x) fonksiyonunun R”
de yer alan tim m<n boyutlu diizlemler tizerindeki
integrallerinin verilmesi halinde bu integrallere gore A(x)
in bulunmasi problemidir.

Radon, bu problemi ¢ozerek A(x)in f(r) ile ilgili
ifadelerini vermistir. Bu ifade Radon doniisiimii olarak
bilinmektedir. Radon doniisiimii de Fourier dontistimii
gibi diferensiyel ve pseudo-diferensiyel denklemlerle
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ilgili cesitli problemlerin ¢oztimiinde kullanilir. Bu
problem daha sonra cesitli acilardan John (1935, 1943),
Kostelyanets ve Reshetnyak (1954), Gel'fand ve Graev
(1959), Gel'fand vd. (1962) ve farkli arastirmacilar
tarafindan ele alinmistir. Buradaki problemler Lie grubu
gosterimlerinin teorisi ile yakindan ilgilidir (Gel'fand
vd. 1962). Diger 6nemli sonuglar Courant (1964), Plaksin
(1966), Romanov (1972, 1978, 1987), Santalo (1976),
Uspenskii (1972, 1977) ve Helgason (1980) da bulunabilir.

Integral Geometri problemlerinin teorisi, Amirov (1986,
2001), Anikonov (1976, 2001), Kreitov (1975), Lavrant’ev
ve Bukhgeim (1973), Mukhometov (1977), Pestov ve
Sharafutdinov (1988), Sharafutdinov (1981, 1994) gibi
onemli bilim insanlarmin galismalariyla ve bu alanda
yapilan diger calismalarla daha da ileriye tasinmustir.
Bir diferensiyel denklem icin ters probleme indirgen-
mesi yardimiyla, integral geometri problemlerinin ¢o-
ztiimiiniin tekligi ilk olarak M. M. Lavrent’ev tarafindan
gosterilmistir (Lavrent'ev ve Anikonov 1967). Bu tiir
problemlerle Bilgisayarli Tomografide (BT), Emisyon
Tomografide (ET), yapay agiklikli gortintiilemede, yapay
aciklikli su alt1 radarinda, Doppler tomografide ve daha
pek cok alanda karsilasiimaktadir. IGP ile baglantili bazi
Transport denklemler icin gesitli ters problemlerin yak-
lasik ¢oztimleri Amirov vd. (2009) ve Golgeleyen (2010)
tarafindan sonlu fark ve Galerkin yontemleri tizerine
kurulu algoritmalar yardimiyla elde edilmistir.

3. Transport Denklemler

Transport denklemler; reaktor fiziginde, radyoaktif
kaynaklarin ~ zirhlanmasinda, plazma dinamiginde,
radiatif transferde, gazlarin kinetik teorisinde ve fizigin
diger alanlarinda ortaya ¢ikmaktadir (Agoshkov 1998,
Case ve Zweifel 1967). Tarihsel olarak transport teorideki
en erken calismalar astrofizik problemleri tizerine
yapilmistir. Bu problemler radiatif transfer ile ilgilidir.
Yildizlarin fotosferlerindeki 1s1 dagilimi ve radiatif
alanlarin analizi bu alandaki klasik problemlerdendir.
Bu calismalar 1si§inda, transport teorinin temelleri
olusturulmus ve transport denklemin ¢oztimiine yonelik
cesitli yontemler gelistirilmistir (Chandrasekhar 1950,
Sobolev 1956, Bell ve Glasstone 1970).

3.1. Yi1ldiz Atmosferlerindeki Radiatif Transfer

Belli kabuller altinda, bir yildizin dis
tabakalarindaki 1s1 dagilimmi ifade etme problemi
notron tansport denklemine 6zdes olan bir denklemin
¢oziimiine indirgenebilir. Bir y1ldiz i¢in asagidaki modeli
oneren Milne tarafindan bu konu {izerine ¢ok sayida
calisma yapilmustir.

kuvvetli

Fotonlar cogunlukla ¢ok ytiksek 1s1ya sahip bir bolgedeki
yildizin merkezi yakininda {iretilirler. Buradaki fotonlar
yildiz atmosferinin daha az yogun tabakalarina dogru
yayilirlar ve nihayetinde yildiz ve etrafini ceviren
vakum arasindaki simr tabakasmi gegerler. Yildizin,
problemin sinirdan sonsuz sekilde uzak kaynakl diizlem
geometrisinde alinabilecegi kadar g¢ok biiyiik olmasi
kabulii altinda, yildizdan ortaya ¢ikan radyan enerjinin
acisal dagilimmin yanisira atmosferdeki 1s1 dagiliminin
bulunmasi istenilir. Bu durumda yeniden giris akisinin
sifir olmasi siir kosuluna sahip kaynaktan bagimsiz bir
transport denklemin ¢oziimleri aragtirilir.

Simdiy_(x, 4) agisal foton yogunlugu tarafindan saglanan
bir transport denklemi ele alalim. Bu durumda y_(x, u)
niin asagidaki sekilde bir denklemi saglamasi beklenir:

oy, (x,1)

0x

Hog(x) + od(0)]w, (xp) =
2)
o) I (o) AQ'. Q)dQ + S, (x)

burada @ acisal frekanstir. (2) denkleminde o¢°(x) ve
09(x) sirasiyla makroskopik sacilim ve tesir kesitleridir.
Genelde bu kesitlerin uzaysal varyasyonunun sadece
p(x) atomik yogunluk faktoriinden meydana geldigi
kabul edilir. Bu durumda

05 (x) = p(k,, 0;(x) = p(x)o,
dir. Burada sirasiyla sogurma ve sacilim katsayilar

denilen mikroskopik k ve o _kesitleri igin genel astrofizik
gosterimleri kullanilmustir.

(2) denkleminin sag tarafindaki ilk terim frekans degisimi
olmadan sacilan fotonlar1 gosterir. Ikinci terim olan S (x)
etkin bir kaynaktir. Bu kaynak, absorbe edilerek gelen bir
fotondan sonra, verilen bir noktadaki cisim tarafindan
yayilan fotonlar1 ifade eder (Case ve Zweifel 1967).

3.2. Notron Transport Denklemi

Niikleer reaktorler niikleer enerjiyi 1s1 enerjisine doniis-
tiiren, baska bir deyisle icerisinde kontrollii bir sekilde
zincirleme fisyon reaksiyonlarmin olusturulabildigi ve
bu reaksiyonlarin siddetine bagh olarak ortamdaki 1s1-
nin tretildigi sistemlerdir. Zincirleme fisyon reaksiyonu
sonunda olusan notron miktari, reaksiyonun devamlilig
icin ¢ok 6nemlidir. Bir niikleer reaktoriin davranisi; reak-
tordeki notronlarin sayisina, enerjisine ve konumlarma
baglidir (Anli ve Yasa 2003). Notron transportu, niikleer
reaktorlerde, radyoaktif ¢ekirdeklerin nétronlar tarafin-
dan bombardiman sonucunda gerceklesen fisyon tepki-
meleri sonrasinda agiga ¢ikan nétronlarin davranisiin
belirlenebilmesi amaciyla 6nemlidir.
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Notron transport denklemi, belirli bir bolge icerisinde
tiretilen ve bu bolgeden cikan nétronlarm dagiliminm
tanimlayan bir denklemdir. Notronlarin yiiksiiz
parcaciklar olmasindan dolay1 nétron transport denklemi
151k iletimi, 1s1 iletimi gibi problemlere de uygulanabilen
bir denklemdir. Fiziksel probleme uygun sinr sartlari
secilerek, notron transport denklemi bu belirli simur
sartlar1 i¢in ¢oziimlenmektedir. Bu denklem, belirli bir
hacim icerisindeki nétron sayisinin zamanla degisiminin
istatistiksel denge durumu icin faz uzayimnda tanimlanan
bir birim hacim igerisinde tretilen nétron sayist goz
ontne almarak yazilir. Bu denklemin tiiretilmesi, faz
uzayinda bir birim hacim secilerek yapilir. Baslangigta,
birim hacim igerisine belirli bir sayida nétronun
girdigi ve igeri giren notronlardan bir kisminin hacim
icerisindeki cekirdeklerle etkileserek baska noétronlar
uiretebilecegi ve tiretilen yeni notronlar ile birlikte belirli
bir sayida notron gikist olacagr diistiniiliir. Notronlarin
sayisi, konumla ve nétronlarin hizlarryla degistigi igin
sovz konusu birim hacim igerisindeki incelemeler faz
uzay1 koordinatlar1 kullanilarak yapilir. Temel olarak,
birim hacmin koordinatlar1 7 ile 7+ d7 araliginda ve
notronlarin hizlarmin da v ile 7+ dv araliginda oldugu
dustintilerek, notron transport denklemi

WD L 5T, 5, b + vofF, 5)p(F, 3,

=q (7, 5,0 +]0 o0 — 57 ), 0, o'

seklinde elde edilir. Denklemin sol tarafindaki birinci
terim, zamana gore noétronlarm degisim sayismi, ikinci
terim, birim hacim igerisinden carpisma yapmadan
¢ikan notronlarin sayisini ve tgtincti terim de diger
notronlar ile carpisma yaparak ¢ikan nétronlarin sayisini
verir. Denklemin sag tarafindaki ilk terim, s6z konusu
birim hacim igerisinde kaynak tarafindan tretilen
notronlarin sayisini tanumlarken, ikinci terim nétronlarin
cekirdeklerle carpismalari sonucunda iiretilen ikincil
notron sayisini veren ifadedir. Sonug olarak ilgilenilen
birim hacim igerisinden ¢ikan nétron sayisi, bu hacim
icerisinde {iretilen no6tron sayisina esit olmalidir.
Denklem (3) de (7, ¥, t), 7 konumunda, ¥ hizina sahip
notronlarin t anindaki sayisini ifade eder. o(7, ¥), toplam
makroskobik tesir kesiti olarak adlandirilir (Ttireci 2005).

Transport problemler cagdas fizigin bir¢cok alaninda da
aktif olarak kullanilmaktadir. Ornegin, gaz dinamiginde,
yiiksek yogunluklu sok dalgalar1 teorisinde, plazma
teorisinde, lazer uygulamalarinda kullanilmaktadir.
Transport denklemler, ayrica gazlar igerisinde ses
dalgalarinin ~ ve elektrik ytiklerinin  yayiliminin
arastirilmasida da kullanilir (Agoshkov 1998).

3.3. Sesin Yayilim1 Problemi

Ses, basitce, bir ortamdaki boyuna dalga yayilimidir.
Burada dalganin yayildigi ortam olarak, iginde
molekiillerin sadece ikili carpismalarla etkilesim
icerisinde oldugu bir gaz almacaktir. Bu durumda gaz
molekiillerinin agisal yogunlugu (7, 7, t),

6w=5.€rlp—é’.€rtp

Y 4)

¥2r [do [dplg — 5 1015 — 5,1, DY, —yw)

Boltzmann denklemini saglar. Burada a, uygulanan bir
dis kuvvete bagl olarak ¥ konumundaki ivmeyi, gradient
operatorlerindeki alt indisler ise hangi degiskene gore
(konum veya hiz) islem yapildigini gostermektedir. (4)
denklemininsagindakienson terimin (¢arpismaintegrali)
0zel bir 6nemi vardir. pnin altindisi olan 1 ve tizerindeki
tssii isareti hiz degisken argumanlarini gostermektedir.
Boylece bu integral, 7 konumunda, ¢ ve ¢ hizlarina sahip
iki molekiiliin 6 = cos'u agisi ile degisen ¥ — ¥, relatif
hiz vektorii ile 0|5 — o 1 |, 1) kesitinde meydana gelen
ikili carpismasini ifade etmektedir. 7' ve ¥, carpismadan
sonraki hizlardir. Benzer bir c¢arpisma integrali,
notron transport denkleminde de ortaya ¢ikar. Ancak
oradaki carpisma, notronlarla c¢ekirdek arasinda olup,
notronlarla nétronlarin garpismalart ihmal edilmistir.
Ses dalgalariin yayilimi ele alindiginda, gaz molekiilleri
arasindaki carpismalarmn ihmal edilemeyecegi derecede
yiiksek yogunlukta 6zdes parcaciklarin olusturdugu bir
gazin kollektif hareketini diistinmek yeterlidir. O halde
(4) denklemi lineer olmayan bir denklemdir.

4. Baz1 Ters Problemler

Transport denklemler icin ters problemler hem teorik
hem de pratik acidan cok biiyiikk 6neme sahiptir.
Asagida baz ters transport problemler ve uygulamalar:
verilmektedir.

41. SPECT Yonteminde Kaynagin ve Zayiflatma
Katsayisinin Belirlenmesi Ters Problemi

Bu kisimda, bir lineer transport denklemde uygun simir
verileri yardimi ile sogurma katsayisimnin ve kaynak teri-
minin belirlenmesi problemi tizerinde durulacaktir. Bu
problemler, 6nemli bir tibbi goriintiileme yontemi olan
SPECT (Single Photon Emission Computerized Tomog-
raphy) de uygulama alan1 bulmaktadirlar. SPECT, tek
foton yayilimini esas alan, sadece bir kesite odaklanmis
detektorlerle kesitsel goriintii olusturmak amaciyla ge-
listirilmis bir radyontiklid gortintiileme teknigidir. Hasta
viicuduna verilen uygun radyofarmasctik maddelerden
salman gamma 1sinlari, hasta cevresinde 180° veya 360°
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donebilen dedektorler (gamma kamerast) tarafindan
saptanir. Dedektorler, yiiksek manevra yetenekleri nede-
niyle aksiyal, koronal, sagital ve oblik kesitler olusturu-
labilmektedir. SPECT taramada herhangi bir kesitin tist
ve altindaki tabakalar ortadan kaldirildig: i¢in olusum-
larin stiperpoze (olusumlarin {iist iiste gelmesi) olmasi
s6z konusu degildir. Ayrica konvansiyonel sintigrafiyle
goriintiilenemeyen lezyonlar SPECT (Tek foton emisyon
tomografisi) teknigiyle goruintiilenebilmektedir.

y parcaciklarinin faz uzay (konum-yon) yogunlugu,
asagida verilen ve sogurma terimi igeren lineer transport
denkleminin ¢6ztimii olan u(x, 0) ile modellenmektedir:

0.V u(x, 0) + a(x)u(x, 0) = flx), x e X< R* 0 € S,

burada f, y parcaciklarinin kaynagi, a ise sogurma
terimidir. Bu durumda u(x, 0) icin veriler, X < R?
bolgesinin 0X smirindaki x ler ve tim 0 € S' igin
verilmektedir. a bilindiginde f kaynak fonksiyonu

fe+t)dt

Py st 0= TT
seklinde taniml1 zayiflatilmis Radon dontisimii yardi-
miyla hesaplanabilir. Ancak bu doniisimiin saglamasi
gereken sartlar vardir. Literattirde (f, a) ikilisinin belir-
lenmesine iliskin gesitli calismalar mevcuttur (Bal 2009).

4.2. Optik Molekiiler Goriintiilemede Ters Kaynak
Problemi

Optik molekiiler goruintiileme (OMI-Optical Molecular
Imaging) yontemi, tibbi gériintiilemede yaygin bir sekilde
kullanilmaya baglanan giiclii bir yoéntemdir. Bu yontem
ile onceden belirlenmis molekiillere karsi harekete
gecen, hastalikli genlerin ve hastalik ilerlemeden 6nce
cereyan eden molekiiler olaylarin tespitinde kullanilan
yeni kimyasal isaretciler tasarlanmaktadir. Boylece
hastaligin belirtileri ortaya ¢ikmadan ¢ok 6nce sorun
tesbit edilmis olur. Optik molekiiler goriintiilemede
kullanilan bu isaretciler, fosfor, luminofor gibi 1s1k
yayan molektllerdir. SPECT ve PET (pozitron emisyon
tomografi) gibi diger molekiiler goriintiileme yontemleri
ile kiyaslandiginda, optik isaretciler insan viicuduna
daha az zarar veren diisiik enerjili yakin kizil otesi
1sinlar yayar. Diger bir avantaji ise oksijen seviyesine,
metal iyon yogunluguna, pH ve yag bilesimlerine
kars1 yiiksek duyarlilikli olmalaridir. Buradaki ters
problem, goriintiilenmek istenen nesnenin siurindaki
151k yogunluguna iliskin l¢timler (veriler) kulanilarak
bu isaretgilerin konumsal dagilimmin belirlenmesi
problemidir. Optik molekiiler goriintiilemede genel
olarak, dilimsel 1s1ldayan (bioluminescent) ve floristyan
(fluorescent) olmak tizere iki tip isaretci kullanilir. Her
iki durumda da isaretciler tarafindan yayilan fotonlarmn
viicut dokularmnda yayilimi radiatif transfer denklemi

i¢in bir ters problem olarak modellenebilmektedir (Bal
ve Tamasan 2007).

[saretciler tarafindan yayilan fotonlarin dagilimi f(x)
ile gosterilsin. Q smirli, actk ve konveks bir bolge,
x € Q c R* olsun, burada n = 2,3 uzaym boyutudur.
Isik hiz1 normalize edilip, fotonlarm yonii 0 € S** ile
gosterilsin. Dikkat edilmelidir ki n = 3 fiziksel bir
modeldir, n = 2 ise fotonlar sadece iki boyutlu diizlemde
hareket ettiklerinden dolayi fiziksel bir durum degildir.

u(x, 0), x noktasinda 0 yoniinde hareket eden fotonlarin
yogunlugu olsun ve

1 = {(x, 6)€0Q x $™, %6 - n(x) > 0}

da sinir uzayim gostersin. Burada n(x), x € 0Q noktasinda
@Qnin  dis normalidir. Bu durumda parcaciklarin
yogunlugu asagidaki transport denklemi saglar:

0.V u(x, 0) + a(x)u(x, 0)
= Ku(x, 0) + f(x), (x, 0)eQ x S,
u(x, 0)=0, (x, 0)er,

burada df oOlgii elemani, birim kiire {izerinde
fsn,l dB = 1 olacak sekilde normalize edilmis alisilmis
ylizey olgiistidiir. Ortamdaki foton etkilesimi, sogurma
parametresi a(x) ve sagilim operatorii

Ku(x, 0) = J.S,,_lk(x, 0" 0) u(x, 0') do'

ile modellenmektedir. Burada k(x, 8' - 0) sacilim katsay1si
olup hem sogurmanin hemde sagilim katsayisinin negatif
olmadigl, yeterince diizgiin oldugu ve pozitif ¢ sabitleri
icin

a(x) - ans_1k(x, 0'-0)do'=26>0

esitsizliginin saglandigr kabul edilmektedir. Bu sart
verilen problemin kaynak fonksiyonu f(x)in L*Q)dan
olmast kosulu ile L*(Q2 x S™') uzayinda iyi konulmus
olmasini garanti eder. Buradaki ters problem, (u(x,0 ),
f(x)) fonksiyonlar ¢iftinin belirlenmesi problemidir.

4.3. Difiiz Optik Tomografide Bir Katsay1 Ters Problemi

Diftiz Optik Tomografi (Diffuse Optical Tomography-
DOT) yontemi biyolojik dokularn emilim ve sagilim
ozelliklerini arastrmak igin gortintir yakin kizil Gtesi
isinlarm kullanildigi, gelismekte olan bir biyomedikal
gortinttileme yontemidir. Beyin, gogiis ve eklem goriin-
tilemeleri bu yontemin uygulamalarina 6rnek olarak
verilebilir. DOT yonteminde kullanilan algoritmalarin
bir¢ogu model tabanlidir, yani dokular icerisindeki yakin
kizil otesi 1sinlarin yayilimi igin bir model verilmesi ge-
rekir. Genel olarak yakin kizil 6tesi 1smlarin dokulardaki
yayiliminin en iyi sekilde radiatif transport denklemi ile
modellendigine inanilmaktadir. Bu denklem faz uzayin-
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da, yani konum ve yone gore yazildigindan hesaplama
isi cok masraflidir. Daha diisiik hesaplama maliyeti igin
bir cok uygulamada transport denklemi yerine, fotonla-
rin konumsal yogunlugunu modelleyen difiizyon yak-
lasimi ele alinir. Bununla birlikte diftizyon denkleminin
optik tomografideki uygulamalar:t sirhdir. Aslinda
radiatif transport denkleminden diftizyon denkleminin
elde edilmesi sadece yiiksek sagilimli ve zayif emilimli
dokularda mumkiindiir. Diftizyon yaklasimi, insanlar-
daki beyin-omurilik sivis1 gibi kiiciik veya sifir sagilim
katsay1l1 bolgelerde 1sin yayilimint modellemede yeterli
derecede gecerli degildir.

Biyolojik dokularda, yakin kizil 6tesi 1sinlarin yayilimi en
dogru sekilde radiatif transport denklemi ile modellenir.
Bu denklem X = Q x §* faz uzayinda, yani hem x € Q
c R® konumunun hem de 6 € $* yayilma yoniiniin bir
fonksiyonu olarak, foton yogunlugunu ifade etmektedir.
Burada S° R® de birim kiiredir. Istk kaynagmin
yogunlugu, @ frekans: ile modiile edilirse yani f(x, 0)
e formunda alinirsa, asagidaki transport denklem elde
edilir:
(iﬂ * 9V+}1¢(x)) u(x, 0)

v
() x I, k(0 0" u(x, 0')d6' =0, (x, 0) € X,

©)
u(x, 0) = f{x,0), (x,0) e T,

burada i=V-1 ve v 151 ortamdaki hizidir. p(x) ve
p.(x) fonksiyonlar1 sirasiyla toplam sogurma (soniim)
ve sacilim katsayilaridir. Fiziksel sogurma katsayisi
P = p(x) - p(x) ile ifade edilsin. u(x,0) ¢oztimi, 6
yoniinde x noktasindaki yayilma yoniine dik olan birim
alandaki, birim kati ac1 basina diisen 1siyan guigtiir.
1y smir ciimleleri v(x), x € 0£2 noktasinda €2 nin dis birim
normali olmak iizere,

r(Q) = {(x,0) € 0Q x $, +0 - v(x) > 0}

seklinde tanimlanir. Buradaverilen (5) transport denklemi
dokularda 151g1n yayilimi i¢in mikroskobik bir modeldir.
Bu modelin sayisal olarak ¢oziimii, hem konumsal hem
de agisal degerlendirme gerektirdiginden ¢ok masrafli
bir istir. Bu sebepten dolay1 bir¢cok uygulamada transport
denklemi yerine, makroskobik seviyede 15181n yayilimini
ifade eden diftizyon denklemi ele alinir. Bu denklemde
bilinmeyen btiytikliik, agisal ortalama foton akisidir.
Sogurma yeterince kiiciik, sagilhim yeterince biiyiik
oldugunda problem makroskobik olcekte asagidaki
diftizyon denklemi ile modellenir:

19 1(x) - V- DVU + p(U(x) = 0, xeQ, 6)
U+3eLo(x) . DVU = A(f)(x), x€0Q.

Burada U(x), x noktasindaki agisal ortalama foton
akisi, p (x), x noktasindaki sogurma oranini gosteren
ve transport denklemde p(x) - p(x) e karsilik gelen
sogurma katsayisidir. D(x) diftizyon tensorii simetrik ve
pozitif tanimlidr.

Sonug¢ olarak optik tomografide amag, transport
ve diftizyon denklemlerinde yer alan p (x) ve p (x)
katsayilarinin  stnur  verilerinden yararlanarak elde
edilmesidir. Bu ise matematiksel olarak, (5) ve (6)
denklemleri icin ilgili ters problemlerin ¢oziimiiniu
gerektirmektedir (Ren vd. 2007).
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