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Ozet

Istatistikte, Genellestirilmis Lineer Karma Modeller (GLKM), lineer karma modellerin 6zel bir halidir. Genellestirilmis lineer
karma modeller, lineer tahmin edicilerin sahip oldugu sabit etkilere ilave olarak rastgele etkilerin oldugu genellestirilmis lineer
modellerin bir durumudur. En ¢ok olabilirlik yontemi kullanilarak boyle modelleri uydurma, bu rastgele etkiler tizerinden
integral alma islemlerini icerir. Genelde bu integraller acgik bir sekilde analitik formda ifade edilemezler. En cok olabilirlik
yontemi ile farkli yaklasim yontemleri gelistirilmistir. Ancak bu yéntemlerin hicbiri olast modeller ve veri setleri igin iyi
ozelliklere sahip degildir. Bundan dolayi, Laplace, Niimerik Quadrature veya MCMC gibi yontemler bilgisayar kullaniminin
artmasiyla birlikte gelismistir ve bu ileri yontemler uygulanabilir hale gelmislerdir. Bu ¢alismada bagimli degiskenin Binary
veya Poisson oldugu durumlarda parametre tahminlerinin analizi i¢in farkli yaklasimlar karsilastirilmis ve “Geng Niifusun
Sorun Algilamasi: Trabzon Ornegi” adli calisma verileri kullanilmistir.

Anahtar Sozciikler: Sabit etki, Rastgele etki, Genellestirilmis lineer karma modeller, SAS

Abstract

In statistics, a Generalized Linear Mixed Model (GLMM) is a particular type of mixed model. It is an extension to the generalized
linear model in which the linear predictor contains random effects in addition to the usual fixed effects. Fitting such models
by maximum likelihood involves integrating over these random effects. In general, these integrals cannot be expressed in
analytical form. Various approximate methods have been developed, but none has good properties for all possible models and
data sets. For this reason, methods involving Laplace, Numerical Quadrature or Markov Chain Monte Carlo have increased in
use as increasing computing power and advances in methods have made them more practical. This study compares different
approaches that are applied for interpreting the parameters in mixture experiments and measuring the effects of the components
in the case of the response, which has a Binary or a Poisson distribution, with application to Trabzon Youth survey data.
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1. Giris

Verilerin analizinde yaygin olarak kullanilan istatistik
degerlendirme araglarindan biri lineer regresyon mode-
lidir. Lineer regresyon modelinde normal dagilim varsa-
yimu1 Snemli bir rol oynamaktadir. Bagimli degiskeninin
say1 gibi kesikli degisken oldugu durumlarda normallik
varsayimi saglanmayabilir. Bir baska durum olarak da
bagimli degiskenin ikili oldugu durumlar: diistinebiliriz.
Bu durumlarda bagimli degisken siirekli degildir. Ayrica
bagimli degiskenin stirekli oldugu fakat normal dagilim
gostermedigi durumlar da olabilir. Bu tiir verilerin ana-
lizine imkan saglayacak modeller Genellestirilmis Lineer
Modellerdir (GLM).

*Sorumlu yazarin e-posta adresi: tuba.koc@omu.edu.tr

Genellestirilmis lineer model kavramu ilk olarak Nelder
ve Wedderburn (1972) tarafindan gelistirilmistir. Daha
sonraki yillarda McCullagh ve Nelder (1989), Aitken vd.
(1989), Lindsey (1997), Uusipaikka (2000), McCulloch
ve Searle (2001), Dobson (2002), Myers vd. (2001), Dun-
teman ve Ho (2006), GLM teorisi hakkinda calismaya
devam etmislerdir. Ayrica Cengiz (1997, 2005), Cengiz
ve Percy (2001) genellestirilmis lineer modellerin genel
bir 6zetini vermektedir.

Genellestirilmis Lineer Karma Modeller (GLKM), bir
genellestirilmis lineer model ile lineer tahmin edicilerin
rastgele etkilerinin birlestirilmesiyle elde edilmislerdir
ve uygulamada genis bir alana sahiptirler. “Genelles-
tirme” kelimesi ile bagimli degiskenin sadece normal
dagimadigi, “Karma” kelimesiyle de modeldeki genel
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sabit etkilere rastgele etkilerinde eklenmesi anlatilmak
istenmistir (Istk 2011).

GLKM yontemi Breslow ve Clayton (1993), McGilchrist
(1994) ve Lee ve Nelder (1996) tarafindan kullanilmistir.
Genellestirilmis lineer karma modeller cesitli istatistik
model smiflarini igine alir. GLKM, lineer karma modelle-
rin varsayimlardan kaynaklanan eksiklerinin giderilmesi
i¢in gelistirilmis bir yontemdir. GLKM ayrica Mcculloch
ve Searle (2001), Verbeke ve Molenberghs (2005), Littel
ve vd. (2005) ve Jiang (2007) tarafindan detayl incelen-
mistir.

Istatistiksel bir modelin parametrelerini tahmin etme
bircok istatistiksel analiz icin anahtar bir adimdir.
GLKM'ler icin bu parametreler sabit etki ve rastgele etki
parametreleridir. GLKM’ lerin parametrelerini tahmin
etmede iki temel yaklasim vardir. Bunlar; olabilirlik
fonksiyonuna yaklasim ve modele yaklasimdir. Modele
yaklasimda algoritmalar genelde Taylor serileri ile ifade
edilir. Bu yaklasimlar ayni zamanda lineerlestirme yon-
temleri olarak da bilinirler. Lineerlestirme yontemiyle
ilerleyen siire¢ durdurma kriteri saglanincaya kadar
devam eder. Genellestirilmis lineer karma modellerde
lineerlestirme yontemi, rastgele etkileri iceren modeller
i¢cin Pseudo ve Penalized yariolabilirlik (PQL) (Wolfin-
ger ve O'Connell 1993) yontemi kullanilir. Bu yontemle
bulunan parametre tahminleri, rastgele etkilerin en iyi
yansiz tahmin edicilerinin tahminleri olacaktir. GLKM
parametrelerini tahmin etmek igin olabilirlik fonksiyo-
nuna gesitli integral yaklasim yontemleri vardir. Bunlar,
Laplace yaklasimi, Gauss-Hermitte Quadrature (GHQ)
ve Markov Zinciri Monte Carlo algoritmasidir (MCMC).

Bu ¢alismada, 2009 yilinda ” Geng Nufusun Sorun Alg-

lamasy; Trabzon 6rnegi” (Murat vd. 2009) adl1 galismada
kullanulan Trabzon merkezde yasayan 15-24 yas arasi
1286 gengle yiiz ytize goriisiilerek elde edilen veri seti
ele alinmustir. Farkli bagimli degisken yapilari icin sabit
ve rastgele etkiler ayri ele alinarak yukarida bahsedilen
farkli parametre tahmin yontemleriyle karsilastirmalar
yapilmustir.

2. Gere¢ ve Yontemler
2.1 Genellestirilmis Lineer Karma Model (GLKM)

GLKM genellestirilmis lineer modellerde sabit etkileri
igeren lineer tahmin edicilere rastgele etkilerin eklen-
mesiyle olusturulur. Bir genellestirilmis lineer karma
modelde rastgele etkiler lineer tahmin edicisinin bir
parcasidir ve verinin sartli ortalamasi ile lineer tahmin
edicileri, bir lineer form ile baghdir.

Y, (n x 1) boyutlu gozlem degerleri vektorii ve Y, (r x 1)
boyutlu rastgele etkiler vektorii olmak tizere; E [y |y] =
g7 (XB + Zy) seklinde yazilir. Burada g(.) tiirevlenebilen
monoton link fonksiyonunun tersi, X, (n x p) boyutlu
modeldeki sabit etkilere iliskin tasar1t matrisi, Z, (n x r)
boyutlu modeldeki rastgele etkilere iliskin tasar1 matri-
sidir ve rastgele etkiler icin ortalamasi sifir, varyans1 G
olan normal dagilim gosterdikleri varsayimi s6z konu-
sudur.

GLKM parametre tahmin yontemlerinin avantaj ve deza-
vantajlar1 ve genel yazilim isimleri Cizelge 1°de 6zetlen-
mistir (Bolker vd. 2008).

GLKM’ de kullanilan cgesitli uyum istatistikleri;
Akaike’'nin Bilgi Kriteri (AIC), (Akaike, 1974), Akaike
Bilgi Kriterinin Kiuigtik Orneklem Yanli Diizeltilmis Hali

Cizelge 1: GLKM yontemlerinin avantaj ve dezavantajlar1 6zet tablosu

Yontem Avantaj1 Dezavantaji Yazilim
Ktgtik ortalamalar veya biiytik
Penalized Esnektir ve yaygin varyanslar i¢in yanli oldugundan FSI;OS)C g;l\l/}/ll\l/\[/iéns tat)
Yariolabilirik olarak kullanilir. olabilirlik ¢ikarimlar1 igin uygun ¢ !
degildir. glmmPQL, glmer ®
" . o . . PROC GLIMMIX, glmer
Laplace Yaklagimi PQVL yonteminden Qaha PQL yontemine gore daha az ®, AD Model Builder
dogru sonuglar verir. esnek ve daha yavastir. HLM
Gauss-Hermite Laplace yonteminden | Laplace yonteminden daha yavas | PROC GLIMMIX, PROC
daha dogru sonuglar calisir ve rastgele etkiler 2-3 ile NLMIXED(SAS), glmer ®,
Quadrature .
verir sturlidir. glmmML ®
Oldukca esnektir ve . .
Markov Chain Monte | keyfi sayida rastgele .(;Ok yava@tlr, Bayesm yaklagim WinBUGS, JAGS,
S N igersinde teknik agidan MCMCpack, ®, AD
Carlo etkiler i¢in dogru .
) hesaplanmasi zordur. Model Builder
sonugclar verir.
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(AICC) dir. AICC, Hurvich ve Tsai (1989) ve Burnham
ve Anderson (1998) tarafindan gelistirilmistir. Bayesci
Bilgi Kriteri (BIC), Schwarz (1978), Tutarli Akaike Bilgi
Kriteri (CAIC), Bozdogan (1987) ve Hannan ve Quinn
Bilgi Kriteri (HQIC), Hannan ve Quinn tarafindan 1979
yilinda gelistirilmis bilgi kriterlerindendir. En kiictik
bilgi kriterlerini veren modeller en uygun modellerdir.
Cizelge 2'de bilgi kriterleri igin formiiller verilmistir
(SAS Institute Inc. 2011).

Burada I, log olabilirlik, log sozde olabilirlik veya log
yari (quasi) olabilirligin maksimum degerini, 4, modelin
boyutunu ve n, n” verinin boyutunu gosterir. d, n ve n’
modele bagh biiytikliiklerdir.

Cizelge 2: Bilgi kriterleri

Kriter Formiil

AIC 21+ 2d

AICC 20+2d™ /(n*-d-1) -2
HQIC -21 + 2dlogn

BIC -21 + dlogn

CAIC =21+ d(logn + 1)

Cizelge 3: Tanimlanan degiskenlerin 6zellikleri

Agiklama

2.2 Uygulama

Uygulamada, 2009 yilinda ” Geng Niifusun Sorun Alg-
lamasy; Trabzon” 6rnegi adli calismada (Murat vd. 2009)
Trabzon merkezde yasayan 15-24 yas arast 1286 gengle
yiiz ytize gorustilerek elde edilen veriler kullanilmistir.
Yapilan bu calismada Trabzon'da yasayan genclerin
kendilerini nasil tanimladiklari, aile, akraba ve arkadas
cevreleriyle olan iliskilerinin tespit edilmesi, kotti alis-
kanliklarmin olup olmadigl, yakin cevreye ve diinyevi
meselelere duyarliliklarinin 6lgtilmesi, beklentilerinin
ve sorunlarinin neler oldugunun tespit edilmesi, mes-
leki becerilerinin olup olmadigmin arastirilmasi ve bos
zamanlarini nasil degerlendirdiklerinin belirlenmesi,
ideal anne ve babadan alinmasi gereken 6nemli unsur-
larmn tespit edilmesi, kendilerini Trabzon’da nasil his-
settikleri ve gelecekte Trabzon'da yasamay: dustintip
distinmediklerinin tespiti, gelecekte Trabzon'un nasil
bir sehir olacagimin gengler tarafindan tahmin edilmesi
gibi benzer hususlarda genclerin gortislerinin tespit
edilmesi ve Trabzon belediyesine genglere yonelik neler
yapilabileceginin sunulmasi amaglanmistir. Calismada,
cinsiyet, yas ve egitim kotalarma dikkat edilirken gelir
rastgele etki olarak alinmistir. Bu ¢alisma icin Cizelge 3 *
de tanimlanan degiskenler secilmistir.

Degisken Tiirii

Degisken Diizey Degerleri

“Kendinizi Trabzon da nasil
. . ’?I’
hissediyorsunuz?

1: Mutlu,

Bajimh 2:Mutsuz

“Giinliik ortalama kag saat internet
kullaniyorsunuz?”

Bagimli 0-15

x1 “Ailenizin aylik gelir ortalamas1”

1: 500-den az
2: 500-750
3:751-1000
4:1001-1500
5:1501-2000
6:2001-2500
7:2500-...

Bagimsiz

x2 “Yas grubu”

1: 1983-85
2:1986-88
3:1989-91

Bagimsiz

x3 “Cinsiyet”

1:E

Bagimsiz 2:B

x4 “Egitim durumu”

1:ilkokul mezunu
2:0Ortaokul mezunu
3:Lise mezunu
4:0Unv.mezunu
5:Lise 6grencisi
6:Unv., yiiksek lisans,
Doktora 6gr.

Bagimsiz
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flk olarak “Kendinizi Trabzon da nasil hissediyorsu-
nuz?” soruyla ifade edilen bagimlh degiskene (y1 ikili
(binary)), aciklayici degiskenlerin etkisini modellemek
icin GLM ve GLKM modeller, daha sonrada “Giinliik
ortalama kag¢ saat internet kullaniyorsunuz?” soruyla
ifade edilen bagimli degiskene (y2 poisson), agiklayici
degiskenlerin etkisini modellemek i¢in GLM ve GLKM
modeller uygulanmistir. GLM yontemi uygulanirken
tum bagimsiz degiskenler sabit etkili olarak alinmis ve
GLKM yontemi uygulanirken calismada cinsiyet, yas ve
egitim kotalarina dikkat edildiginden bu bagimsiz degis-
kenler sabit etkili olarak aylik gelir ortalamasi1 bagimsiz
degiskeni de rastgele etkili olarak almmustir. Her iki
modelin kullanilmasindaki ama¢ GLKM'nin giiciini
ortaya koymaktir. SAS9.3 makrolar1 yazilarak yapilan
analizlerden sonra, iki farkli model i¢in GLM ve GLKM
parametre tahminleri Cizelge 4’de verilmektedir.

Cizelge 4. den anlasildig1 gibi “ Kendinizi Trabzon da
nasil hissediyorsunuz?”, y1 bagimli degiskeni igin x2,
yas grubu aciklayici degiskeninin tiim seviyeleri icin
%5 anlamlilik seviyesinde p degerleri 0.05" den buyiik
oldugundan GLM ve GLKM yontemleri i¢in model de
anlaml bir katkiya sahip degillerdir. x3, cinsiyet agik-

layict degiskeninin birinci seviyesi GLM yontemi igin
p degeri 0.05'den kiiciik oldugundan modelde anlaml
bir katkiya sahip iken GLKM yontemleri i¢in anlaml1 bir
katkiya sahip degildir ve x4, egitim durumu aciklayici
degiskenine bakildiginda bir, iki ve tglincii seviyeleri
icin p degerlerinin 0.05" den kiiciik, dolayistyla GLM
ve GLKM yontemleri icin modelde anlamli bir katkiya
sahip, dordiincii seviyenin GLKM yo6ntemlerinden
Laplace ve Quadarature icin anlamli oldugu ve besinci
seviyesinde hicbir yontem i¢in modele anlamli katki sag-
lamadig1 goriilmektedir.

“Gunliik ortalama kag saat internet kullaniyorsunuz?” ,
y2 bagiml degiskeni icin x2, yas grubu aciklayic1 degis-
keninin birinci seviyesi i¢in %5 anlamlilik seviyesinde p
degerleri 0.05" den kiiciik oldugundan GLM ve GLKM
yontemleri i¢in model de anlaml bir katkiya sahip ve
ikinci seviyesi tim yontemler igin modele anlamli bir
katkiya sahip degildir. x3, cinsiyet agiklayic1 degiskeni-
nin birinci seviyesi %5 anlamlilik seviyesinde tiim yon-
temler icin modele katki saglar. Ve son olarak x4, egitim
durumu agiklayic1 degiskenine bakildiginda bir, iki ti¢ ve
besinci seviyelerinin tiim yontemler i¢cin modele anlaml
katk: sagladig1 dordiincti seviyesinin ise %5 anlamlilik

Cizelge 4: ki farkli model igin bagimsiz degiskenlerin her bir model yontemine gore p degeri

YONTEMLER
Bagims1z GLM LAPLACE QUADRATURE RSPL
Degiskenler P Degerleri P Degerleri P Degerleri P Degerleri

1
2 0.9936 0.8827 0.8827 0.9745
1 0.0053 0.9784 0.9784 0.0052
" 1 0.0019 0.0052 0.0052 0.0019
2 0.0001 0.0019 0.0019 0.002
bl 3 <.0001 0.0002 0.0002 <.0001
E» 4 0.6070 <.0001 <.0001 0.6317
35‘”5 5 0.1268 0.6265 0.6265 0.0985
2 1 0.0013 0.0006 0.0006 0.0006
gb 2 0.2111 0.1450 0.1450 0.1442
& 1 <.0001 <.0001 <.0001 <.0001
1 <.0001 <.0001 <.0001 <.0001
y2 2 <.0001 <.0001 <.0001 <.0001
3 <.0001 <.0001 <.0001 <.0001
4 0.3893 0.1895 0.1895 0.1880
5 0.0013 0.0005 0.0005 0.0005
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seviyesinde p degeri 0.05'den biiyiik oldugu igin higbir
yontem icin modele anlamhi katki saglamadig goril-
mektedir.

Cizelge 5'de y1 bagimli degiskeni icin her bir yonteme
gore uyum iyiligi kriterleri verilmektedir. Farkli model-
ler karsilastirilirken AIC, AICC, BIC kriterlerinin kiigiik
oldugu model her zaman daha iyidir.

Cizelge 5'e bakildiginda en kii¢tik uyum iyiligi kriterinin
BIC kriteri olup GLKM yontemlerinde en kiiciik degerini
aldig1 gortilmektedir. Bundan dolayr GLKM ile kurulan
model GLM ile kurulan modelden daha uygundur.

Cizelge 6'da y2 bagimli degiskeni icin her bir yonteme
gore uyum iyiligi kriterleri verilmektedir.

Cizelge 6'ya bakildiginda y2 bagimh degiskeni icin en
kticuik uyum iyiligi kriterinin GLKM yontemleri icin BIC
kriteri oldugu goriilmektedir.

3. Sonug¢ ve Tartisma

Genellestirilmis lineer karma modeller bircok alanda
uygulanmaktadir. Ozellikle; rastgele secilmis bloklarla
veya rastgele se¢ilmis denemeli bir tasarimdaki deneysel
birimlerin modellemesinde kullanilmaktadir. Genelles-
tirilmis lineer karma modeller, genellestirilmis lineer
modellerin, karma modellerle birlestirilmis halidir.
Genellestirilmis lineer modellerde, tiim etkiler sabit etki
olarak modele katilirken genellestirilmis lineer karma
modeller de modeldeki genel sabit etkilere rastgele etki-

lerde eklenmektedir. Bu durum, hem parametre tahmin-
leri agisindan hem de uyum iyiligi istatistikleri agisindan
farkliliklar ortaya koymaktadir.

Bu calismada GLKM’ ler, Trabzon da yapilan geng niifu-
sun sorun algilamasi calismasindan elde edilen verilere
uygulanmistir. Bagimli degiskenler; Trabzon da yasa-
maktan mutlu olup olmadiklar: seklinde Binary degis-
ken ve giinde ortalama kag saat internet kullandiklarini
gosteren Poisson degiskenlerdir. Bu bagimli degisken-
lerle, aylik gelir durumu, yas, cinsiyet ve egitim durumu
gibi aciklayic1 degiskenler icin modellemeler yapildi. Tk
olarak bu aciklayic1 degiskenler sabit etki olarak alindi
ve GLM’ler uygulandi. Daha sonra anket 6rneklem tasa-
riminda yas grubu, cinsiyet ve egitim durumu verileri
icin kota uygulamas yapildigindan bu degiskenler sabit
etki; aylik gelir durumu igin herhangi bir kota konulma-
digindan dolay1 bu degisken rastgele etki olarak almarak
GLKM uygulanmustir. Ayrica GLKM’ de tahmin yon-
temleri olan; Laplace, Quadrature ve RSPL yontemleri
de bu veri setine uygulanmistir.

Sonug olarak, GLM ile GLKM ve GLKM’ler icinde kul-
lanilan farkli tahmin yontemlerinin karsilastirmalar:
yapilmustir. Parametre tahminleri anlaminda GLM ile
RSPL yontemi uygulanarak yapilan GLKM modeli, ben-
zer sonuglar verirken Laplace ve Quadrature yontemleri
farkli sonuglar vermektedir. Model karsilastirmasi anla-
minda Laplace ve Quadrature yontemlerinin daha iyi
sonuglar verdigi agikardar.

Cizelge 5: y1 bagimli degiskeni i¢in her bir yonteme gére model kriterleri.

BIC CAIC EoICHN o (é;?esrca:lﬁ:g
Glm 1713.8950 | 1714.0361 | 1760.3287 - - - -
Laplace 171452 | 171469 | 171398 | 172398 | 1707.84 1694.52 127937
Quadrature | 171452 | 171469 | 171398 | 172398 | 1707.84 1694.52 1279.37
Rspl - - - - - - 1282.07

Cizelge 6: y2 bagimli degiskeni i¢in her bir yonteme gére model kriterleri.

AIC -2 Log Generalized
Olabilirlik =~ Chi-Square
Glm 6583.0685 | 6583.2096 | 6629.5022 - - - -
Laplace 6441.95 6442,13 6441.41 6451.41 | 6435.27 | 6421.95 3744.49
Quadrature | 6441.95 6442.13 6441.41 6451.41 | 6435.27 | 6421.95 3744.49
Rspl - - - - - - 3751.56
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