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Ozet: Bu calisma dért béliimden olusmaktadir. i1k olarak ¢alismanin amaci ve daha
once yapilan calismalara yer verildi. ikinci béliimde 3-boyutlu Oklid uzayinda
temel tanim ve teoremler verilerek, Bertrand-B egri tanimi ve konu ile ilgili temel
tanim ve teoremlere deginildi. Uciincii kisimda 3-boyutlu Oklid uzayinda
parametrik denklemi ile verilen yiizey tzerinde egriligi sifirdan farkli olan bir
egrinin Bertrand B-¢iftinin bu yiizey tizerinde isoasimptotik olmasi icin gerekli ve
yeterli sartlar elde edilerek, ortak Bertrand-B isoasimptotikli ylizey aileleri
problemi ele alindi. Calismay1 destekleyen oOrnekler ise Mapple-12 programi
kullanilarak bu béliimde verildi. Dérdiincii ve son kisimda ise elde edilen sonuglar
tartisilarak yapilabilecek diger ¢calismalar iizerinde duruldu.

Surface Family with A Common Bertrand-B Isoasymptotic Curve

Keywords
Asymptotic curve,
Bertrand B-curves,
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Parametric surface

Abstract: This study consists of four sections. In the first section, objective of the
study and background are given. Second section is devoted to basic definitions and
theorems related to 3-dimensional Euclidean spaces. Bertrand-B curve definition
given the basic theorems related to the subject was mentioned. In the third chapter
of the section, common Bertrand-B isoasymptotic surface families were examine,
so we obtain the necessary and sufficient condition for a given curve (with Bishop
2-frame) such that its Bertrand-B pair is both isoparametric and asymptotic on a
parametric surfaces. In the last section, results of this study and future studies are
discussed and we present some interesting examples to show the validity of this
study.

1. Giris

Iyi bilinen baglantili

egrilerden biri
egrileridir. Bu egriler ilk olarak 1850'de Joseph Louis

arastirmaci cesitli alanlarda bu ¢ati ile iliskisi olan
bircok makale yayinlamistir [12,13]. Ayvaci, 3-
boyutlu Oklid uzayinda Bishop catis1 ile verilen
egrinin Mannheim-B ¢iftinin ylizey {izerinde

Bertrand

Frangois Bertrand tarafindan ifade edildi [1]. Bir
ylizey tzerindeki en oOnemli egrilerden biri
asimptotik egridir [2-4]. 3-boyutlu Oklid uzayinda,
belirli bir karakteristik egriye sahip ylizeyler ailesi
kavrami ilk olarak Wang ve digerleri tarafindan
tanitild1 [5]. Kasap ve digerleri Wang'in ¢alismasini
yeni tip sapma fonksiyonlar1 sunarak genellestirdi
[6]. Son zamanda Bayram ve digerleri ortak
asimptotik egriye sahip ytizey ailesini tanimlamistir
[7]. Ortak asimptotik egriye sahip olan yiizey aileleri
hakkinda daha fazla sonu¢ Atalay ve Kasap'in
calismalarinda bulunabilir [8, 9]. Atalay, 3-boyutlu
Oklid uzayinda verilen bir egrinin Mannheim ciftinin,
parametrik denklemi ile verilen bir yiizey iizerinde
asimptotik egri olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosullari
verdi. Ayrica konuyu 6zel bir yiizey cesidi olan regle
ylzeylere de genisletti [10]. 1975'te L.Bishop, egriler
lizerine alternatif bir ¢at1i sundu [11]. Bir¢ok

*ilgili yazar: gulnur.saffak@omu.edu.tr

isogeodezik ve isoasimptotik egri olmasi i¢ingerekli
ve yeterli sartlar1 vererek konuyu regle yiizeylere de
tasimistir. Ayrica, 6zel olarak bu regle yiizeyin
acilabilir olmasi i¢cin gerekli ve yeterli sartlar1 da
incelemistir [14]. Yilmaz ve Turgut, 2010 yilinda
Bishop-II c¢atisin1 tanimlamislardir [15]. 3-boyutlu
Oklid uzayinda Bertrand B-gifti egrileri ilk olarak
Yerlikaya ve arkadaslar1 tarafindan tanitilmistir [16].
Son zamanlarda, Masal ve Azak, Frenet ¢atisi ile
tanimlanan Bertrand egrisinin, Frenet egriliklerine
benzeyen Bishop egriliklerinin geometrik anlamlarinm
ifade etmistir [17].

2. Materyal ve Metot

E3, 3-boyutlu Oklid uzayinda X = (xq,x;,x3)veY =
(¥1, Y2, ¥3)olmak tizere
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3

<X,Y >=inJ’i

i=1
esitligi ile tanimlanan

<,>E3XE®>E
(x,y) »<x,y >

fonksiyonu E3 uzayinda bir i¢ carpim olup Oklid i¢
carpimi veya dogal i¢c carpim olarak adlandirilir.
Ayrica X = (x4, x5, x3) vektoriiniin normu

IXIl = V< XX>

ile tamimhdir [3].

a=a(s):IcIR—E? birim hizhi bir egri olmak iizere bu
egri icin tanimlanan {T(s), N(s), B(s)} Frenet ¢atisi
icin tiirev formiilleri asagidaki gibidir:

d [T 0 k(s) 0 T(s)
v || 0 @ ]=(ne] ©
B(s) 0 -1(s) O B(s)

Burada x(s) = ||a"(s)|| ve (s) = =< B'(s),N(s) >
seklinde tanimli olup a(s) egrisinin egrilik ve
burulmasi olarak adlandirilir [3].

@, 3-boyutlu Oklid uzayinda verilen birim hizhi bir
egri olsun. a egrisinin Bishop-2 ¢atisi {{;, {,, B} olmak
lizere tiirev formiilleri

¢ 0 0 —€71¢
G= 0 —&f|& (2)
B’ €, € 0llB

seklinde tamimlidir. Burada €4, €, Bishop-2 egrilikleri
olarak adlandirilir. « egrisinin Frenet c¢atisi
{T,N, B} Bishop-2 catisi {(;,{,, B} olmak {lizere «
egrisinin Frenet ve Bishop-2 ¢atis1 arasindaki iliski

T sin8(s) —cosO(s) 01[¢
N|=|cosb(s) sin8(s) 0]|¢ 3)
B 0 0 11LB
seklindedir. Ayrica
Kk =20'(s),
(4)

T= J612 (s) +€,2 (s)

ile tamimli olup burada

€ (5))

6(s) = arctan (E ®

dir. a egrisinin Bishop-2 egrilikleri i¢in de

{El (s) = —1(s)cosO(s) )
€, (s) = —1(s)sinf(s)

esitlikleri mevcuttur [15].

Yuzey iizerindeki bir egri icin efer egrinin hiz
vektori asimptotik dogrultu ise egri asimptotik egri
olarak adlandirilir ,[3]. @ egrisinin ¥ = W(s, v) ylizeyi
iizerinde isoparametrik bir egri olmasi demek sabit s
veya v parametre degerlerine sahip olmasi
demektir. a(s) egrisinin W yiizeyi iizerinde
isoasimptotik olmasi ise, hem parametrik egri hem de
asimptotik egri olmas1 demektir [6].

Simdi Bertrand-B egrileri ve bu egriler ile ilgili bazi
tanim ve teoremleri verelim:

Tanim2.1: a ve a* birim hizli egriler olmak tizere a
ve a* egrilerinin yay uzunlugu parametreleri sirasiyla
sve s*, Bishop-2 catis1 {{;,{,, B} ve {{;*, {,*, B*} olsun.
Eger a ve a* egrilerinin B Bishop-2 vektori ile B*
Bishop-2 vektori lineer bagimliysa a® egrisine, @
egrisinin Bertrand-B es egrisi ; (a,a™) egri ikilisine ise
Bertrand -B cifti denir [16].

Bu tanimdan yola ¢ikarak (a,a*) Bertrand -B ¢ifti
arasinda

a*(s”) = a(s) + A(s)B(s) 6)
esitligi yazilir [16].

Ayrica, a egrisinin Bishop-2 c¢atis1 {{;,{,, B}, a*
egrisinin Bishop-2 catis1 {{;",{,", B*} olmak lzere bu
catilar arasindaki iligki

{ ¢ = cosudy + sinud, %
G = —sinud; + cosud,

seklinde tanimli olup burada u, a ve @* 1n karsilikh
noktalarinda {;ve {;* vektorleri arasindaki acidir
[16].

Teorem2.2: E de Bertrand-B egri ciftinin karsihikli
noktalari arasindaki uzaklik sabittir [16].

Teorem 2.3: E3 de Bertrand -B egri ciftinin karsilikli
noktalarinda {;, {; " ve {5, {," vektérleri arasindaki ag
sabittir [16].

3. Bulgular

B = B(s), G(s,t) yiizeyi tuzerinde {(;,{,, B} Bishop-2
catisi ile verilen birim hizli bir egri olsun. ||8"(s)|| # 0
olarak alalim. f nin Bertrand-B es egrisi olan 8*
egrisinin G (s, t) ylizeyi lizerinde isoasimptotik olma
sartlar1 incelenecektir.

B* egrisinin Bishop-2 catis1 {{;", {,", B*} olmak lizere
G(s,t) ylizeyi,
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G(s,t) = B*(s) + [p(s, 031" (s)
+q(s, )87 (s) + (s, )B"(s)] ®)

seklinde yazilir.

B, f ninBertrand-B es egrisi oldugundan
B*=B(s) + A(s)B(s)

olup burada 2 sifirdan farkl bir sabittir.

(8) nolu denklemde (7) nolu
kullanilmasiyla ytizey denklemi

esitliginin

G(s,t) = B(s) + (A(s) + (s, t))B(s)
+(p(s, t)cosu(s)
—q(s, t)sinpu(s))¢, (s) €)]
+(p(s, t)sinu(s) + q(s, t)cosu(s)) Gz (s)

seklinde elde edilir. Burada Frenet ve Bishop catilari
arasindaki (3) nolu esitlik kullanilirsa

_ p(s,t) sin(6 — ) (s)
G(s,t) = Bls) + (—q(s, t)cos(6 — u)(s)) T(s)

p(s,t) cos(6 — ) (s)
¥ (+q(s, t)sin(6 — u)(s)) N(s) (10
+(A(s) +7(s,1))B(s)

elde edilir.

Simdi f nin Bertrand-B es egrisi olan 8* egrisinin
G(s,t) ylizeyi lzerinde isoasimptotik olma sartlarini
inceleyelim:
Ik olarak f*Bertrand-B es egrisinin parametrik
olmasi1 gerektiginden, parametrik egri tanimi
geregince [6],
t = ty=sabiticin G(s,t) = B(s) olmasl i¢in
to € [Ky, K] olmak tizere

p(s,t) = q(s,t) =0,7(s,t0) =—2A Ly <s<1L,
olmalidur.
ikinci olarak, asimptotik teoremine gore [8],

B* egrisinin G(s,t) yiizeyi lizerinde asimptotik olmasi
icin gerekli ve yeterli kosul

on _
35 (s,t9).T(s) =0 1y

«n

Oklid i¢ carpimi olup n ise
vektoridir. G(s,t)

olmasidir. Burada
G=G(s,t) ylizeyinin normal
ylizeyinin normal vektorii

_0G(s,t) 0G(s,0)

n(s,t) =—5; ot

seklinde taniml olup gerekli hesaplamalar yapilarak
(4) ve (10) nolu denklemlerin kullanilmasiyla

n(s, to) = ¢d1(s,t)T(s) + P (s,to)N(s)
+ ¢3(s, t)B(s) (12)

elde edilir. Burada

ar(s,
d1(s,tp) = At r(;tt())
ars,
b2(s,tg) = — r(g tt") (13)
(s to) = ap(;;%) cos(8 — 1) (s) + a"(;;t") sin(6 — 1) (s)
it —ap(;;t") sin(@ — ) (s) + At —aq(;;t‘)) cos(6 — 1) (s)

dir. (11 ) nolu denklemin kullanilmasiyla

on dp,(s,t
LT =0 99:(5.80) Kkpy(s, o) = 0
ap1(s,tg) or(sty) _
‘:)a 7 )+ i (14)
r(s,t
4:)7& 9 (k+At")=0

elde edilir. Burada k, 8 egrisinin egriligidir.

Kk = 6’ olmasi ve (14) nolu denklemin kullanilmasiyla
verilen f(s) egrisinin Bertrand-B es egrisinin
G=G(s,t) ylizeyi lizerinde asimptotik olmasi icin
gerekli ve yeterli kosul

@=0yada€=—h+c (15)
olmasidir. Burada Ave c reel degerli sabitlerdir.
Boylece asagidaki teoremi ifade edebiliriz:

Teorem 3.1: [(s) , L; <s < L, arahgindaegriligi
sifirdan farkli bir egri ve f*(s) L; < s < L, araliginda
B(s)ninBertrand-B es egrisi olsun. 8*(s) egrisi yiizey
iizerinde isoasimptotiktir ancak ve ancak

p(s,ty) = q(s,ty) =0, r(s, ty) =—A4, A+0

ar(s,t 16
%=Oveya9=—/1‘[+c, ¢ = sabit (16)

olmasidir. Burada

K; <t ty < K,(t, sabit ) ve 6 da [ egrisinin {;ve N
vektorleri arasindaki agidir.

Boylece (16) nolu sart ile verilen egrinin Bertrand-B
es egrisinin G ylizeyi lizerinde hem parametrik hem
de asimptotik olmasi icin gerekli ve yeterli sartlar
elde edilmistir. Bu sartlar1 saglayan ylizeyler ortak
Bertrand-B isoasimptotikli ylzeyleri
olusturmaktadir.
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Not: Sapma fonksiyonlarininin (16) nolu sarti
saglayacak sekilde her farkh secilisinde ortak
Bertrand-B isoasimptotikli yiizey ailesinin bir tlyesi
elde edilir.

Ornek3.2. Birim hizli B(s) = (coss, sins, 0) cember
egrisini  alalm. (k(s) =1, (s) =0) (8) nolu
K(s)=%=1=>9(s)=s+c, c=
sabit dir. Frenet catisi

denklemden,

T(s) = (—sins, coss, 0)
N(s) = (—coss, —sins, 0)
B(s) = (0,0,1)
seklindedir.
a) Eger sapma fonksiyonlari

p(s,t) =q(s,t) =0, r(s,t) = —A+¢t2

Seklinde ve t, = 0 olarak segilirse (16) nolu sart

saglanmis  olur. Bdylece ortak Bertrand-B
isoasimptotikli ylizey ailesinin bir liyesi

G,(s,t) = (coss, sins, t?)
seklinde elde edilir. Burada 0<s<2m |,

0 <t < 2m alimarak bu ylizeyin sekli asagidaki
gibidir:

Sekil 1. Ortak Bertrand-B isoasimptotik egrili G_1(s,t)
yuzeyi

b) Sapma fonksiyonlari

p(s,t) =q(s,t) =t, r(s,t) = -1+ t>
ve t, = 0 olarak segilirse (16) nolu sart saglanmis
olur. Boylece, ortak Bertrand-B isoasimptotikli ylizey
ailesinin bir bagka liyesi

G,(s,t) = (coss — t,sins — t, t?)

seklinde olup burada 0 < s < 2m, 0 < t < 2w alinarak
bu yiizeyin sekli asagidaki gibidir:

Sekil 2. Ortak Bertrand-B isoasimptotik egrili G_2(s,t)
yuzeyi

c) Eger
p(s,t) =q(s,t) =t, r(s,t) = -1+ tsint
ve t, = 0 olarak segilirse (16) nolu sart saglanmis

olur. Boylece, ortak Bertrand-B isoasimptotikli ylizey
ailesinin bir bagka tiyesi

G5(s,t) = (coss — t, sins — t, tsint)

seklinde elde edilir. 0 < s < 2w, 0 <t < 2w alinarak
bu ylizeyin sekli asagidaki gibidir:

Sekil 3. Ortak Bertrand-B isoasimptotik egrili G_3(s,t)
yuzeyi

d) Son olarak sapma fonksiyonlari

p(s,t) = tsin(2s) sin(s),
q(s,t) = —tsin(2s) cos(s),
r(s,t) = =1+ t?

ve t, = 0 olarak secilirse (16) nolu sart saglanmis
olur. Boylece, ortak Bertrand-B isoasimptotikli ylizey
ailesinin bir baska tiyesi

coss — tsin(s)sin(2s),
G,(s,t) =| sins + tcos(s)sin(2s),
tcos(s)sin(2s)
seklinde olup burada 0 <s <2m , 0<t<
2m alinarak bu yiizeyin sekli asagidaki gibidir:
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Sekil 4. Ortak Bertrand-B isoasimptotik egrili G_4(s,t)
yuzeyi

Ornek 3.3. Asagida ifade edilen birim hizli

.B(S) = (Bl (S)' .82 (S)' BB (S))

egrisini alalim.

25 9
B, (s) = ——sin9s — ——sin25s

306 850
(s) = 25 9s + i 25
B.(s) = 306COS s 850cos s
) = 15 g
k B3(s) = 136sm s

Gerekli hesaplamalar yapildiginda bu egrinin egrilik
ve burulmasi

k(s) = —15sin(8s), 7(s) = 15cos(8s)
seklinde elde edilir.
(8) nolu esitligin kullanilmasiyla
do ) 15
K(s) = = —15sin(8s) = 6(s) = gcos(Ss) +c,
(c=sabit) dir.

B = B(s) egrisinin Frenet catis1 asagidaki gibidir.

25 9
—co0s(9s) — — cos(2 5s),

34
T(s) = g—ism(%) - ism(255) ,
15
17 cos(8s)
15 . )
31 csc(8s)(sin(9s) — sin(25s)) ,\
15
N(s) = V) csc(8s)(cos(9s) — cos(25s)), |
8
17

1 . .
( 37 (25 sin(9s) + 9sin(25s)),
1
B(s) = kg (=25 cos(9s)

-9 cos(255)),)

15 8
17sm( s)

a) Eger sapma fonksiyonlari

p(s,t) =q(s,t) =t r(s,t) =—A+t ve t,=0,1=
—%,c = 0 olarak segilirse (16) nolu sart saglanmis

olur. Boylece, ortak Bertrand-B isoasimptotikli ylizey
ailesinin bir iiyesi

/ %sm(%)(l +9t) — %sm(ZSs)(l + 25t),

Gs(s,t) = —ﬁcos(%)(l +9¢t) + 9 cos(255)(1 — 25¢),

15
136 sin(8s)(1 — 8t)

seklinde elde edilir. 0 <s<2m, 0<t<2ralinarak

bu yiizeyin sekli asagidaki gibidir.

Sekil 5. Ortak Bertrand-B isoasimptotik egrili G_5(s,t)
ylzeyi

b) Eger sapma fonksiyonlari
p(s,t) =q(s,t) =0, r(s, t) — A+ tsint
ve t, = 0olarak secilirse (16) nolu sart saglanmis

olur. Boylece ortak Bertrand-B isoasimptotikli ytlizey
ailesinin bir bagka tiyesi

25 9 1
—sin(9s) ( + tsmt) + 3—sm(255) (—— + tsmt)

34 5

25 9
Ge(s,t) =| — 2 tsi
6(s,t) 33 cos(9s)( +tsmt) 33 cos(25s) (25 tsmt),

5
ﬁsm(Ss) (— — 3tstnt)

seklinde elde edilir. 0 <s<n/8,—-1<t <1 alinarak
bu yiizeyin sekli asagidaki gibidir:

Sekil 6. Ortak Bertrand-B isoasimptotik egrili G_6(s,t)
yuzeyi
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c) Eger sapma fonksiyonlari
15
p(s,t) = tsin (? cos(85)>,
15
q(s,t) = —tcos (? cos(8s)),r(s, t)=—-1+t

1
ve t0=0,/1=—§,c=0

olarak secilirse (16) nolu sart saglanmis olur.
Boylece, ortak Bertrand-B isoasimptotikli ylizey
ailesinin bir bagka tliyesi

Esin(‘)s) (% + t) - isin(255) (21—5 + t)

34 34
t
+ 32 (25 cos(9s) + 9sin(25s)),
25 1 9 1
G,(s,6) =| — ﬁcos(‘)s) (5 + t) + ﬁcos(ZSS) <E - t) ,

t
+ 3 (25sin(9s) — 9sin(25s))

15 1 15
ﬁsm(Ss) <§ - t) + ﬁtcos(8s)

seklinde elde edilir.

—n/50<s<m/9,—-1<t<1alnarak bu yilzeyin
sekli asagidaki gibidir:

Sekil 7. Ortak Bertrand-B isoasimptotik egrili G_7(s,t)
yuzeyi

4. Tartisma ve Sonug

Parametrik denklemi ile ifade edilen bir yiizey
lizerinde, 3-boyutlu Oklid uzayinda verilen bir
egrinin Bertrand-B es egrisinden gecen ve bu egriyi
hem parametrik hem de asimptotik (isoasimptotik)
egri kabul eden yiizey ailesinin bulunmasi problemi
incelenerek konu ile ilgili ¢esitli 6rnekler Mapple 12
programi kullanilarak verilmistir. Bu ¢alismada elde
edilen sonuglar kullanilarak; Bertrand-B egrilerinin
hem Minkowski hem de ¢esitli diger uzaylar 6rnegin
S3kiiresi, H3 hiperbolik uzayir veya bu uzaylarin
pseudo anlamdaki diger uzaylar1 ve yiiksek boyutlu
uzaylar1 i¢in tanimlanmasi durumunda benzer
calismalar yapilabilir.
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