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Oz

Bu galigmada, [, (N) nin PSL(2, R) deki normalliyeni Nor(N) nin alt yoriingesel graflari aragtirilmistir. Burada N pozitif
tam sayis1, 2°p? seklindeki dogal sayilari ve p sayisi da p > 3 sartim saglayan bir asal say1y1 ifade etmektedir. Nor(N)
nin genisletilmis rasyonel say1lar kiimesi Q iizerindeki hareketinin transitif olmadig1 bilinmektedir. Bu transitif olmayan
hareketten dogan graflarin kenar sartlar1 ve kenar sartlart aracilif ile de alt yoriingesel graflarda ne tiir devreler oldugu
arastirllmistir. Yapilan ¢calismanin sonucunda bu devrelerin yalnizca dortgen devreler olacagi elde edilmistir.

Anahtar kelimeler: Alt yoriingesel graflar, Fuchs gruplari, Imprimitif hareket

Abstract

In this paper, we investigate the suborbital graphs for the normalizer of I (N) in PSL(2, R), where N will be of the form
25p?, pis a prime and p > 3. It is known that the action of the normalizer Nor(N) on the extended rational numbers Q
is non transitive. The edge conditions of the graphs arising from this non transitive action and then using these edge
conditions, which kind of circuits the suborbital graphs have are investigated. Finally, we show that these circuits are
only quadrilaterals.
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1. Giris

I' modiler grubun @ iizerindeki hareketinin
transitif oldugu bilinmektedir. Jones vd. (1991) bu
hareketi kullanarak alt yoriingesel graflar
tanimlamis ve calismistir. Bu graflarin en temel
olan1 iyi bilinen ve ilizerinde yeteri kadar ¢aligma
yapilmis olan Farey grafidir. Benzer diisiinceyle
Nor(N) grubu i¢in de alt yoriingesel graflar bir ¢ok
calismaya konu olmustur (Gtiler ve Kader, 2010;
Kader vd., 2010; Giiler vd., 2011; Giiler vd., 2016;
Besenk vd., 2019; Giiler vd., 2019; Yazic1 Goziitok
ve Giiler, 2019; Kader vd., 2020). N nin kare
bolensiz pozitif bir tam say1 oldugu durumlar i¢in
Nor(N) nin alt yoriingesel graflarindaki tiim
devreler (Keskin, 2006) calismasinda
incelenmistir. Nor(N) nin Q iizerindeki hareketini
transitif yapan tim N degerleri igin benzer
inceleme  (Keskin  ve  Demirtiirk,  2009)
calismasinda yapilmistir. Fakat Nor(N) nin Q
iizerindeki hareketinin transitif olmadigi durumlar
icin caligmalar devam etmektedir. Bunun amaci
tim N degerlerini kapsayacak bir ¢oziimiin elde
edilebilmesidir. Bu c¢alismada ise Nor(N) nin
kombinatorik 06zelliklerinin incelenmesi ve bu
ozelliklerin kullanilarak bir graf
karakterizasyonunun elde edilmesi amag¢lanmustir.

[o(N)={g€T : c= 0(modN)} grubu,
modiiler grubun en 1iyi bilinen kongriians
altgruplarindan biridir. T'y(N) nin normalliyeni

Norton,1977) calisilmasiyla 6nemli bir yere sahip
olmustur ve bu sebeple de bir ¢ok ¢aligmaya konu
olmustur. Nor(N),

b/h

(cl(\lljh de ), ade? —bcN/h? = e (1)

seklindeki matrislere karsilik gelen doniistimlerden
olugan gruptur. (1) denklemindeki tim
parametreler birer tam say1 olup h, h?|N sartini
saglayan, 24 sayisinin en bilyiik bdlenini ifade
etmektedir. Determinant olan e ise N/h? sayisinin
tam bolenidir. Bu durum e||N /h? ile ifade edilir ve
r|ls = (r,s/r)=1 ile  tanimlanir.

Akbasg ve Singerman (1992) Nor(N) nin en 6nemli
iki alt grubunuT-(N) = {g € Nor(N) : det(g) =
1}, ve Iy, (N) = {g € Nor(N) : h = 1} seklinde
tanimlamistir. Bu c¢alismada, imprimitif hareketi
olusturmak i¢in I'-(N) grubu kullanilacaktir.

2. Ana sonuclar

Bu kisimdan itibaren N sayis1 2°p? seklindeki bir
dogal sayiy1 ifade edecektir. Burada, p sayisi, p >
3 sartin1 saglayan bir asal sayidir. Bu durumda
tanim geregi h =4 olacaktir. Dolayisiyla e,
N /h2 = 2p? sayisinin  tam  bdlenleri  olan
1,2,p? 2p? sayillar1 olarak bulunabilir. Sonug
olarak, Nor(N) nin 4 tip eleman1 asagidaki

Nor(N) de moonshine gruplarinin (Conway ve bicimdedir:

T, = (8:2c bf),ad — 2bep? = 1 @)
T, = (S;CZ’C bz/; ),4ad — 2bep? = 2 (2ad — bep? = 1) @3)
T; = (E;ZJZZC Zgi),adp‘L — 2bcp? = p? (adp? — 2bc = 1) (4)
T, = (g;gz Zbd/:z),éladp‘* — 2bcp? = 2p? (2adp? — bc = 1). (5)
Lemma 2.1. (Akbas ve Singerman, 1992) Hareket transitif olmadigindan, Nor(N) nin,

2“33}9?3 ..py", n pozitif tam sayisinin bir asal
carpanlara pargalanigi olsun. Bu takdirde Nor(n),
Q iizerinde transitif hareket eder ancak ve ancak
a<7,B<3veheri=3, .., rigcina; <1dir.

Sonug¢ 2.2. Nor(N) nin Q iizerindeki hareketi
transitif degildir.

iizerinde transitif hareket edecegi, O nin maksimal
bir alt kiimesini bulunmalidir.

Lemma 2.3. (Akbas ve Singerman, 1992) d|n

olsun. Bu takdirde (a,d) = 1 olmak iizere % nin

[y (n) altindaki (3) yoriingesi

g €Q: (ny) =da==2mod(dn/d)} (6
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kiimesidir. Dahasi d|n olmak iizere, (;) Yukaridaki lemma ve (6) kullanilirsa asagidaki

. tablolar elde edilir:
yoriingelerinin sayist ¢(d,n/d) dir. Burada ¢,
Euler fonksiyonudur.

Tablo 1. N nin bolenleri

1 2 7 2 24 2
2 3 5
7 2 2 2 24 2
p 2p 3.p S.p
7 2 2 2 24 2 2
2 2 2 2 3 2 5 2

Tablo 2. Yoriingelerin sayist

p—1 p—1 2p—2 2p—2 p—1 p—1

2@ = (1)U () v () v (v () v (2) v (5p2) U (2252) v (o5p)
Teolrem 21'4' Q(2%p )_(1)U(2)U(22)U(24)U(25)U p2) Y\ 2p2) Y\ 22p2) Y\ 2352 ) Y
(24p2) U (2 sz) kiimesi Nor(N) nin Q tizerindeki bir maksimal yoriingesidir.

Ispat. Nor(N) nin elemanlarmin ( 1) yoriingesi iizerindeki hareketi incelenirse:
) a b/4
1.Tip T, = <8pzc c/i ),det(Tl) = ad — 2bcp? = 1, burada a ve d tam sayilarmn tek oldugu

aciktir,
( a b/4) (1) _ 4a+b )
8p%c d J\1/ 2%2(8p2c+d)
. _ 4a+b 1
1) b ve d tek ise (*) = W (22)
. - _ 2a+b0 1
2) dtek biftve2||bise (+) = ;2o € (2)
. 2 - _ a+b1 1
3) dtek, b gift ve 22| ise (+) = ;52 € (1)

2 b/4
2.Tip T, = (8p621c Z/d ),det(Tz) = 2ad — bcp? = 1, burada b ve c tektir.

2a  b/4\ N1 8a+b

(oe 5) D) =gres s =69
8p?c 2d)\1/ "~ 23(4p%c +d)
B _ 8a+b 1

1) bved tekise (xx) = 23(aprerd) (23)

] . _ 8a+b 1
2) dift, b tek ve 2[|d ise (xx) = 2*(2p?ctdy) (24)

. 2017 __satb (1
3) dift, b tek ve 22||d ise (x*) = 25(p2cidy) (25)

3. ve 4. tip elemanlar ve a, b, c, d nin ayn1 segimleri ile diger yoriingeler benzer sekilde hesaplanir. m

259



Yazier Goziitok | GUFBED 11(1) (2021) 257-263

Lemma 2.5. (Biggs ve White, 1979) (G,A) bir
transitif permiitasyon grubu olsun. (G, A)
primitiftir ancak ve ancak « € A nin sabitleyeni
olan G, G nin bir maksimal alt grubudur.

Yukaridaki lemmadan herhangi bir a elemani i¢in
Gy < H < G oluyorsa, bu takdirde A, trivial
olmayan bir G —invaryant denklik bagintis igerir.
Transitiflikten dolay1 A nin her eleman1 g € G i¢in
g(a) seklindedir. Boylece A tizerindeki trivial
olmayan G —invaryant denklik bagintilarindan biri
asagidaki sekilde verilebilir:

g@)=g'(a) & g €gH. (7

[0] = G) U (;) U (212) U (214) v (215)

1= ()0 ()9 o) (52 e o

Ispat. |Nor(N):Hy(N)| =2 oldugundan blok
sayisinin 2 oldugu goriiliir. Diger yandan, Nor(N)
nin (2)-(5) denklemleriyle verilen elemanlarinin 0
ve oo iizerindeki hareketlerinden (8) ve (9)
bloklarinin yapisi elde edilir.

Sims, (1967) bir A kiimesi iizerinde hareket eden
bir G permiitasyon grubunun alt yoriingesel graflari
fikrini ortaya atmustir. Bu graflarin kose kiimeleri
A dir. Sims’in teorisi 6zetle sunu ifade etmektedir:
(G, A) transitif permiitasyon grubu olmak tizere
geEG ve (a,f)EAXA igin G nin AXA
tizerindeki hareketi g(a,B) = (g(a),g(B)) ile
tanimlanir. Bu hareketin ydriingelerine G nin alt
yoriingeleri denir. (a,f) elemanimnin yoriingesi
O(a,B) ile ifade edilir. O(a,B) yoriingesi
kullanilarak G(a, ) nin bir alt yoriingesel grafi
olusturulabilir. Bu grafin koseleri A nin elemanlart
ve y kosesinden 6 kosesine bir kenar olmasi igin
gerek ve yeter sart (y,8) € O(a, B) olmasidir. y
dan § ya yonlendirilmis bir kenar (y — &) ile ifade

)
25p?)

(7) bagintisina gore bloklarin (denklik siniflari)
sayist |G: H| indeksi ile hesaplanabilir. Ayrica a y1
iceren blok H(a) kiimesidir. Bu fikirden yola

cikarak, caligmada G = Nor(N), A=

0@ P 6o = Nory, = (3 1) ve o
2 b/4

olarak da Hy(N) = <FC(N), (8p‘§c Z/d >> grubu

alinacaktir. Dolayisiyla Nor(N), < Hy(N) <
Nor(N) bagintis1 imprimitif hareket olusturur.

Teorem 2.6. Yukaridaki imprimitif hareketten
dogan bloklar yalnizca [0] ve [«] bloklaridir.
Dahasi bu bloklar asagidaki gibi hesaplanabilir:

(8)

©)

edilir. Her bir kenar, H={z € C : Im(z) > 0}
ist yar diizlemi iizerinde bir hiperbolik jeodezik
olarak ifade edilebilir. Eger a = f ise G(«, a) alt
yoriingesel grafina kendiyle eslesmistir denir. v;,
i=1,..,m, m=>=3 koseler olmak iizere, v; —
Vy = -+ = vy, = v; seklinde kdselerin bir siral
dizimine m uzunluklu bir devre denir. Eger m = 3
ya da 4 ise devreye sirasiyla liggen ya da dortgen
denir.

Bu c¢alismada, G, T'o(N) nin PSL(2,R) deki
normalliyeni ve A, genisletilmis rasyonel sayilar
kiimesi olacaktir. Nor(N), Q(2%p?) iizerinde
transitif hareket eder ve her O(a, B) alt yoriingesel
grafi, u/p? € Q(2%p?) igin bir (oo, u/p?) cifti
igerir. Nor(N), bloklar1 transitif olarak permiite
ettiginden tiim alt graflardaki bloklar izomorftur.
Dolayisiyla yalmzca [oo] blogundaki koselere
bakmak yeterlidir. Burada G(c,u/p?) nin [x0]
blogundaki alt grafim F(oo,u/p?) ile ifade
edecegiz.

Teorem 2.7. v/s , x/y € [] olsun. O halde, r/s +> x/y € F(o,u/p?) &
i.  32p?|| s = x = +ur (mod p?), y = +us (mod p?) ,ry — sx = +p>
ii. 8p?||s=x=44ur (modp?), y = +4us (mod p?) ,ry — sx = +4p?
iii. 4p?||s = x = +8ur (mod p?), y = +8us (mod p?) , ry — sx = +4p?
iv.  p?||s=x = 432ur (mod p?), y = +32us (mod p?) ,ry — sx = +p2.

ispat. r/s + x/y € F(o,u/p?) olsun. Bu durumda, Nor(N) normalliyeninde bir A elemani vardir dyle
ki 4, (o0, u/p?) ikilisini (7/s,x/y) ikilisine goénderir. Yani, A(o) = r/s ve A(u/p?) = x/y yazir.
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1. Durum. 32p? || s olsun. Bu durumda (oo, u/p?) ikilisini (r/s,x/y) ikilisine génderen doniisiim A; =

(32(;26 Z), ad — 32bcp? = 1 formunda olmalidir. A; () =

a
32p2c

=§ olup a =7 ve s = 32p?c elde

- . +bp? . . _ —
edilir. Diger yandan 4, (;—2) = % = g ifadesinden x = ur (mod p?) ve y = us (mod p?) bulunur.
Ayrica
a b\(1 u\_( a au + bp? ) X
(32P2C d) (0 PZ) B (32pzc 32p%cu +dp?) (5 }’) (10)

dir. (10) esitliginden ry — sx = p? elde edilir.

2. Durum. 8p? || s olsun. Bu durumda (oo, u/p?) ikilisini (7/s,x/y) ikilisine génderen doniisiim A, =

a b/4 . a r
<8p2c d ), ad — 2bcp? = 1 formunda olmalidir. Burada a, d tam sayilar tektir. A, (o) = sp7c = s olup
2
a =7 ve s = 8p?c elde edilir. Diger yandan A, (%) = % = ; ifadesinden x = 4ur (mod p?) ve

y = 4us (mod p?) bulunur. Ayrica

( 4a b)(l u)_( 4a  4au + bp? >_<4r x ) (1)
8p*c d/\0 p? 8p?c 8p%cu + dp? s y/4
dir. (11) esitliginden ry — sx = 4p? elde edilir.

3. Durum. 4p? || s olsun. Bu durumda (oo, u/p?) ikilisini (7/s,x/y) ikilisine génderen doniisiim A3 =

2a b/ 2ad — bcp? = 1 f da olmalidir. Burad ktir. A — ="ol —
(8p2c 2d ), ad — bcp* = 1 formunda olmalidir. Burada a tam sayisi tektir. Az () = prepie solupa =
.. e u 8au+bp? x . . _ _

r ve s = 4p?c elde edilir. Diger yandan A, (F) = Soptcursdnt — y ifadesinden x = 8ur (mod p?) ve y =

8us (mod p?) bulunur. Ayrica

<8a b)(l u)_<8a 8au + bp? )_(Sr x) (12)
8p*c 2d)\0 p?) " \8p%c 8p%cu+2dp?/ \2s y/4
dir. (12) esitliginden 1y — sx = 4p? elde edilir.

4. Durum. p? || s olsun. Bu durumda (oo, u/p?) ikilisini (r/s,x/y) ikilisine gdonderen doniisiim A, =

2a  b/4 2 . —_a _
<8p2c 2d ), 2ad — bcp® = 1 formunda olmalidir. Burada a tam sayisi ¢ift ve 4|a olur. A, () = prep
a r .. . u 8au+bp? 32au+bp? x
p—zoc = olup ap=r1 ve s= p%c elde edilir. Diger yandan A, (F) = Saptcursds’ = 32p22u+8dp2 =3
ifadesinden x = 32ur (mod p?) ve y = 32us (mod p?) bulunur. Ayrica
(8(1 b)(l u)_<8a 8au + bp? )_(32r x) 13
8p*c 2d)\0 p?) " \8p%c 8pZcu+2dp?/ \8s y/4 (13)

dir. (13) esitliginden 1y — sx = p? elde edilir.

Tersine, 32p? || s = x = +ur (mod p?), y = dogrulanabilir. Diger yandan baslangigta alinan
+us (mod p?) , ry—sx= +p? olsun. Bu kenarin yonii degistirilip, yani, r/s < x/y €
durumda x = ur + bp? ve y = us + dp? olacak F(o,u/p?) alinip aym islemlerle hesaplama
sekilde b,d tam sayilar1t mevcuttur. Bu esitlikler yapilirsa 1),ii),iii),iv) Onermelerinin negatif
ry —sx = p? ifadesinde yerine yazilirsa rd — isarete sahip kisimlar1 da dogrulanabilir.

bs = 1eldeedilir. Buradan T = (S d) matrisinin Teorem 2.7. F(oo,u/p?) alt yoriingesel grafi

HO (N) nin elemani oldugu gorulur ll), lll), lv) ﬁqgen devre i(;erl'neZ.
durumlari igin benzer iglemler yapilarak 6nermeler
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Ispat. Kabul edelim ki F(o,u/p?) bir iiggen
icersin. Hy(N), F(o,u/p?) nin koseleri iizerinde
transitif hareket ettiginden bu liggen

1 < 1
- (14)

—) —
0 p2
seklinde alinabilir.

% — % kenarmi goz Oniine alalim. Teorem 2.6.
dan -yp? = —4p? yazilir. Buradan y =4
bulunur. Ayrica 8ux = —1 (mod p?) elde edilir.
Dolayisiyla (14) iicgeni

<
1 u X N 1 (15)

4p? 0

H —
0 p?
seklini alir.

<

u X
— — — kenarmni ele alalim.
p%  4p?

(15) tggeninin
Teorem 2.6. dan x = —32u? (mod p?) ve 4up? —
xp? = —p? elde edilir. Buradan x =4u+1

bulunur.

x=4u+1 degeri x =-32u? (modp?) ve
8ux = —1 (mod p?) kongriianslarinda  yerine
yazilirsa sirasiyla 32u? + 4u + 1 = 0 (mod p?)
ve 32u? + 8u + 1 = 0 (mod p?) elde edilir. Bu
kongriianslarin ~ ortak  ¢oziilmesiyle —u=
0 (mod p?) bulunur ki bu, (u,p?) = 1 olmasiyla
celisir. Uggenin yéniiniin tersine alinmasiyla da
benzer celiski elde edilir. Dolayistyla F (o0, u/p?)
licgen icermez. m

Teorem 2.8. F(oo,u/p?) alt yoriingesel grafinin
bir dortgen icermesi icin gerekli ve yeterli kosul
32u? + 8u + 1 = 0 (mod p?) olmasidr.

Ispat. Kabul edelim ki F(oo,u/p?) bir dortgen
icersin. Hy(N), F(o0,u/p?) nin koseleri iizerinde
transitif hareket ettiginden bu dortgen

1 u < X < k 1

— =
0 p2

yp?

seklinde alinabilir.

K
1p?
dan - Ip? = —4p? yazilir. Buradan [ = 4 bulunur.
Dolayisiyla (16) dortgeni

1 e
-3 kenarimi gbz oniline alalim. Teorem 2.6.

1 u < X < k 1
- —_——
0 p?2  yp?

el @17

seklini alir.

262

u < X

FHW kenarmi ele alalim.
Teorem 2.6. dan x = —32u? (mod p?) ve uyp? —
xp? = —p? elde edilir. Buradan x =uy+1

bulunur.

(17) dortgeninin

iz i LZ kenari i¢in Teorem 2.6. kullanilirsa k =
yp 4p

—4ux (mod p?) ve 4xp? — kyp? = —4p? elde
edilir. Buradan 4x — ky = —4 bulunur. x = uy +
1 ifadesi, elde edilen denklemde yerine yazilirsa
y(4u — k) = —8 elde edilir. y = 8 igin k = 4u +
1 ve x=8u+1 olarak bulunur. k=
—4ux (mod p?) ifadesinde k =4u+1 ve x =
8u+1 esitlikleri yazilirsa 32u?+8u+1=
0 (mod p?) elde edilir.

. . 1 u > x 2k
Benzer sekilde dortgen = — — — — ——
0 p?* yp* 4p?

seklinde alindiginda da 32u?—-8u+1=
0 (mod p?) kongriiansi elde edilir.

1
0

Tersine, kabul edelim ki 32u?+8u+1=
0 (mod p?) kongriians1 saglansin. Gosterecegiz ki
F (o0, u/p?) alt yoriingesel grafi bir dortgen icerir.

1 u

o p?

8u+1l

4u+tl 1
—_— —
8p2

4p? 0

(18)

dortgenini ele alalim. %—> p—uz kenarmin F (oo, u/

p?) de oldugu Teorem 2.6. mmn i) sikkindan
4u+1
4p?

0 (mod p?) kongriians1 ile Teorem 2.6. nin iii)

goriiliir. — % kenar1 icin 32u? +8u+1=

sikki gerceklenir. Dolayisiyla 4:—;21 - % kenar1 da
. u sutl
F(oo,u/p?) dedir. 7 op?

32u? +8u+ 1 =0 (mod p?) kongriians1 ile
Teorem 2.6. nin iv) sikki gergeklenip, bu kenar da

2 . . 8uztl 4utl
F(o,u/p?) dedir. Benzer sekilde, op? 2

kenar1 icin de 32u?+8u+ 1= 0 (modp?)
kongriianst ile Teorem 2.6. nmn ii) sikki
gerceklenip bu kenarin da F(oo,u/p?) de oldugu
goriiliir. Dolayistyla (18) dértgeni F(oo,u/p?)
dedir. Boylece ispat tamamlanmig olur. m

kenar1 i¢in de

Ornek 2.9. p = 13 asal sayis1 igin Nor(2°.132)
nin hareketinden indirgenen F (oo, %) alt

o TP 1
yoriingesel grafinin i¢erdigi bir dortgen devre e
30 241 121 1

T e e s bicimindedir (Sekil 1).
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(0.0] (0.0]
30 241 121
132 8-132 4-132

Sekil 1. F (00, %) alt yoriingesel grafigin icerdigi
bir dortgen
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