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Koprillerde Deneysel Modal Analiz Uygulamalari

Cemalettin DONMEZ*
Eyyiib KARAKAN**

oz

Deneysel modal analiz son 30 yildir gesitli aragtirmacilar tarafindan yapisal sistemlerin
durum tespiti/izlemesi ve hasar tanilamasi amaciyla kullanilmaktadir. Olgiim ve analizlerin
teknigine uygun olarak tasarlanip uygulanmast durumunda bu teknik ile yapisal bir sistemin
dinamik ozellikleri (frekanslar, soniim oranlari ve modal sekilleri) kestirilebilmektedir.
Sistemde olusacak herhangi bir hasarin sistemin sikiligini ve ayni zamanda dinamik
ozelliklerini degistirecegi gerceginden yola cikilirsa, hasar oncesi ve sonrast dinamik
Ozelliklerin izlenmesi sayesinde yapida olusan hasarlar tahribatsiz bir bigimde tespit
edilebilir. izmir Yiiksek Teknoloji Enstitiisii (IYTE), insaat Miihendisligi Boliimii’nde bir
TUBITAK projesi kapsaminda deneysel modal analiz tekniginin kullanilmasi yoniinde
caligmalar yapilmaktadir. Bu bildiri kapsaminda deneysel modal analiz tekniklerinin
kopriilerin durum tespiti ve hasar tanilamasinda ne sekilde uygulanabilecegi konusunda
kisa bir 6zet verilecek ve IYTE’de bugiine kadar dgrendigimiz teknikleri uygulamada
gosterebilmek amaci ile laboratuvarda imal, basitlestirilmis bir koprii maketi iizerinde
modal analiz teknikleri kullanilacak ve sonuglar sergilenecektir. Ayrica maket kdpriiniin
sonlu elemanlar modeli kurularak analiz ve deney sonuglar1 karsilastirilacak ve sonuglar
irdelenecektir.

Anahtar Kelimeler: Modal analiz, sonlu elemanlar, kprii, yapisal tanilama.

ABSTRACT
Applications of Experimental Modal Analysis for Bridges

Experimental modal analysis is used by researchers for the purpose of condition assessment
and damage detection of structural systems. If the experiment and analysis are performed
accordingly, it is possible to identify the dynamic parameters of the systems such as natural
frequencies, damping ratios and the modal vectors. Since any damage in the system
changes the stiffness and at the same time dynamic parameters of the system, it is possible
to detect and locate the damage in the system. System parameters should be identified
before and after the damage for such an evaluation. Experimental modal analysis technique
is under study in IYTE, Civil Engineering Department. Through the paper a limited
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literature survey will be presented in relation with the application of modal analysis
techniques for condition assessment and damage detection of bridges. Also a simple bridge
model will be tested and analyzed with techniques that we have acquired in IYTE up to
now. In order to discuss the results of the modal analysis results, a finite element model of
the model bridge will also provided.

Keywords: Modal analysis, finite elements, bridge, system identification.

1. GiRiS

Kopriiler islevleri geregi bulunduklar1 bdlgedeki toplumlarin sosyal ve iktisadi hayatlari
iizerinde ¢ok biiyiik dneme sahiptirler. Biiyiik su yollarini yada derin yarlar1 gegen kopriiler,
alternatif ulagim yollarinin sinirli olmasi sebebi ile daha da 6nemlidirler. Servis hayatlarinin
uzunlugu g6z oOniine alindiginda kopriilerin yapisal durumlarinin izlenmesinin can
giivenligi ve bulundugu bolge ekonomilerine etkileri agisindan 6nemi ¢ok agiktir. Yaygin
mevcut uygulamada kopriilerin yapisal durumlarinin izlenmesi, kritik oldugu diisiiniilen ve
mevcut imkanlarla izlenebilen bolgelerin gézlemlenmesi seklindedir. Sistemin biitiiniiniin
mekanik dzelliklerini izleyerek potansiyel sorun bdlgelerin yerinin diizenli bir izleme siireci
sayesinde saptanabilmesi yolunda yogun bir arastirma ¢abasi vardir. Bu sekilde isleyecek
bir yontem sorunlu bolgeyi tespit edebilecegi i¢in eldeki diger olanaklar ile sorunlu bolge
¢ok daha detayli olarak incelenip, biitiinsel degisimlerde goz oniinde bulundurularak sistem
icin miihendislik kararlarinin alinmasma kilavuz olabilir. Sistemin biitiiniin mekanik
ozelliklerini tanimlayabilme ¢abasi yapisal tanilama olarak adlandirilir.

Biiyiik ve karmagik sistemler olan insaat mithendisligi yapilarimin, -ki kopriilerde bu gruba
dahildir- biitiinsel mekanik 6zelliklerinin tespiti amaciyla yapisal tanilama kavrami son 30
yildir insaat miihendisligi diislinseline girmistir [1]. Yapisal tanilama, miihendislik
kararlarmin almabilmesi i¢in, sistemin davranigini ve etkiyen mekanizmalari sayisal olarak
saptayabilmek amact ile istenen degiskenleri Olgebilecek deneylerin tasarlanip
uygulanmasidir. Ingaat miihendisligi yapilarmin  yapisal tanilamasi amaci ile
kullanilabilecek araglardan birisi deneysel modal analizdir. Deneysel modal analiz
teknikleri ile sistemin dinamik degiskenleri olan dogal frekanslar ve bu frekanslara karsilik
gelen modal sekiller ve soniim oranlar kestirilebilir. Sistemin dinamik degiskenleri,
sistemdeki kiitle miktar ve dagilimi ile sistemi olusturan elemanlarin sikili§i ve bunun
dagilimi arasindaki iligki sonucu ortaya cikar. Sonlim oranlari ise harekete maruz kalan
sistemin malzemesi dahilinde ve elamanlar1 arasinda olusan i¢ siirtiinmelerin veya tiiketilen
enerjinin bir 6l¢iisii olarak ortaya c¢ikar. Modal analizin diger tekniklere gore avantaji yapi-
temel-zemin etkilesimini de icerecek sekilde sistemi tanilamasidir.

Bu bildiri kapsaminda deneysel modal analizin temel varsayimlar1 tanimlandiktan sonra bu
teknigin literatiirde kopriiler ile ilgili olarak ne sekilde kullanildig1 6zetlenecektir. Ayrica
IYTE’de bugiine kadar oziimsenen teknikleri uygulamada gosterebilmek amaci ile
laboratuvarda imal basitlestirilmis bir koprii maketi ilizerinde modal analiz teknikleri
kullanilacak ve sonuglar sergilenecektir. Maket kdpriiniin SAP2000 ile sonlu elemanlar
modeli kurularak analiz ve deney sonuglari karsilastirilacak ve sonuglar irdelenecektir.
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2. DENEYSEL MODAL ANALIZ

Deneysel modal analiz ig¢in dogrulanmasi gereken iki temel varsayim vardir: dogrusallik ve
zamanda degismezlik [2, 3, 4] Dogrusallik modal analizin temelini olusturur. Ayrt modlarin
list iiste bindirilerek sistemin davraniginin tanimlanabilmesini saglar. Deneysel modal
analiz igin gerekli dl¢limler belirli bir zaman zarfinda yapilabildiginden Olgiimlerde bir
biitiinliikk saglanabilmesi igin sistemin zamanda degismez olmasi gereklidir. Deneysel
modal analiz agisindan, zamanda degismezligin en azindan belirli bir siire i¢in degismezlik
olmas1 kabul edilebilir. Gergek hayattaki yapilarin ne dogrusal ne de zamanda degigsmez
olduklar1 g6z Oniine alindiginda modal analiz yapilmadan Once biitiin olas1 hatalara ve
belirsizliklere ragmen bu yoOntemin yapilarin mevcut durum tahlilinde kullanilip
kullanilmayacagi kararmin verilmesi gereklidir.

Zamanda degismezlik temel bir kabul olmak ile beraber sistemde Sl¢lim zamani diginda
olusan degisimler sayesinde iki 6l¢iim arasindaki degisimler izlenerek, drnegin degisim bir
hasar sebebi ile oluguyor ise, hasar ve yeri tespit edilebilir. Bu noktada belirtmekte fayda
var ki ¢evre 1sist ve neminde olusan oynamalar sebebi ile sistemlerin sinir ve siireklilik
durumlar1 degigsmekte ve bu sebeple de yapinin dinamik 6zellikleri degigebilmektedir.

Modal analizde ¢dziimleme sistemin davramginin birbirine dikgen (ing. orthogonal) modlar
vasitasl ile tanimlanabilecegi kabiiliine dayanir. Bu kabiil ile birim diirtii uyarisi i¢in zaman
uzayinda bir sistemin &telenme fonksiyonu Denklem 1 seklinde yazilabilir.

x(t) = iew [Akej“’" + AZe_j“’”] (1)
k=1

burada; A: sistemin modal sekilleri ile baglantili degisken,
N: sistemi tanimlayan serbestlik derecesi sayisi,
t: Zzaman,
w: sistemin soniimli frekanslari,
0. sOniim katsayisidir.

Modal analiz tekniginde en bastan sistemi tanimladigi kabiil edilen bir fonksiyon vardir. Bu
sebeple deneysel olarak elde edilmis olan verileri tanimlanan fonksiyona en iyi uyduran
degiskenlerin kestirilmesi amaciyla egri oturtma yontemleri kullanilarak sistem
degiskenleri tanimlanir. Bu amagla ¢ok sayida yontem gelistirilmistir [2, 3 ,5].

Deneysel modal analiz deneylerinin tasarlanabilmesi i¢in 6n 6l¢limlere ihtiya¢ vardir. Bu
dlciimler sayesinde daha baslangic asamasinda karsiliklilik (Ing. reciprocity), dogrusallik ve
zamanda degismezlik (en azindan test siiresi boyunca) hakkinda karar verilerek, modal
analizin s6z konusu yapi i¢in uygun olup olmadigina karar verilebilir. On &lgiimler
sayesinde tetikleme, ortalama sayilari, kayit siiresi, frekans ¢oziiniirliigii, dlciilecek frekans
araligi, kullanilacak pencereler gibi kayit degiskenleri ve Olglim noktalarinin
tasarimi/dogrulanmasi ve optimal veri kayit degiskenleri tanimlanir [2, 3, 6]. Tanilanmasi
gereken sistemin sonlu elemanlar modeli kurularak 6n olglimler sayesinde tanimlanan
deney tasarim degiskenlerinin sinamasi yapilabilir.
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Deneysel modal analiz sonucu elde edilen dinamik degiskenler sistemlerin 6z 6zellikleri
olduklar1 i¢in birgok farkli amaca hizmet edebilmektedirler. Bunlar arasinda insaat
miihendisligi yapilari ile ilgili olarak mevcut yapilarin durum tespiti, yapilarin durumunun
izlenmesi, yapisal model diizeltme/dogrulama/ilintilendirme ve aktif titresim kontroli
sayilabilir [5].

3. DENEYSEL MODAL ANALIiZiN KOPRULERDEKi UYGULAMALARI
Modal analiz yontemleri kopriilerde temel olarak iki sekilde kullanilmaktadir:

a. Kopriilerin hizmet yeterliliginin izlenmesi (Ing. health monitoring) konusunda temel
verilerin tretilmesi,

b. Kopriilerin sayisal modellerinin dogrulanmasi.

Kopriilerin hizmet yeterliliginin izlenmesi konusu ¢esitli boyutlarda incelenmektedir. Bu
konuda yapilan ¢alismalarda, tipik olarak, yapidan belirli araliklarla Sl¢iimler alinip yapinin
durumu izlenir. Arastirmacilar tarafindan teorik olarak miimkiin olan yontemi dogrulamak
ve kalibre etmek maksadi ile yogun olarak kontrollii deneyler yapilmaktadir. Bu amagla
birgok arastirmaci [4, 6-11] tarafindan model veya hizmet disina ¢ikacak kopriilere hasarlar
verilerek, sistemlerde meydana getirilen hasarin deneysel modal analiz yontemleri ile
kestirimi konusunda ¢aligmalar yapilmistir. Bu ¢aligmalardan gézlemlendigi lizere mevcut
teknik kapasite ile bir kopriide hasarin varligi goreceli olarak daha kolay
saptanabilmektedir. Hasar yerinin tayin edilmesi i¢in daha fazla hasara ihtiyag
duyulmaktadir. Mevcut teknikler dahilinde, 6l¢iim ve analizdeki diger biitiin belirsizlikler
ile beraber, c¢evresel faktorlerin toplu etkisinin dinamik degiskenlerde %10’a kadar
degisimlere sebep oldugu belirtilmekte ve ancak bu miktardan sonraki degisimler yapida
olusan bir hasara ilintilendirilmektedir. [6, 9].

Kopriiler ¢ok dnemli yapilar olduklar igin 6zellikle biiylik agiklikli kopriilerde kurulmus
olan sayisal modellerin saha &lgiimleri ile dogrulanmasi ihtiyaci vardir. Imalat
gerceklesmeden saha olglimleri alinamiyacagindan, bu tip dogrulamalar yiik tanimlarinin
degistirilmek istendigi mevcut kopriilerde, yapida olusan bir degisim sonucu sistemin
biitiiniiniin yeniden analize ihtiya¢ duydugu kopriilerde ve imalat siirerken yar1 mamiil
halindeki kopriilerde asirt gevresel yiikler altinda sistemin nasil davranacaginin kontrol
edilmek istendiginde kullanilmaktadir [12-18]. Bu amagcla saha dl¢iimleri ile dogrulanan
sayisal modeller daha sonra kopriiniin ¢esitli yiik birlesimleri altindaki davranisi ortaya
¢ikarilmasinda kullanilmakta ve c¢ikan sonucglar miihendislik kararlarinin verilmesinde
temel veri olmaktadir.

4. MAKET KOPRU

Deneysel modal analizin yapisal bir sistem iizerindeki uygulamasmi sergileyebilmek
maksadi ile bir maket koprii tasarlanip imal edilmistir. Maket tasarlanirken tam boyutlu
kopriilere benzetim g¢abasina girilmemistir. Elde mevcut olan malzemeler kullanilarak ug
mesnetlerde ayni kotta zemine oturan, ara mesnetlerde ise iki farkli kotta yere basan kule
ayaklara sahip tli¢ agiklikli bir koprii olusturulmustur. Boyutlar1 ve genel yerlesimi Sekil
1’de verilen maket, ¢elik malzeme kullanilarak imal edilmistir. Govde kesiti olustururken
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ve mesnetlerde gerekli yerlerde metal kaynag: kullanilmigtir. Maketin titresim frekanslarimi
asag1 cekebilmek amaci ile Sekil 2°de gosterildigi iizere maketin agikligi boyunca silikon
tutkal ile yapistirilmis ¢elik agirliklar kullanilmistir.

50cm | 100cm | 50cm J

KAYAR KAYAR KAYAR

MAFSAL
ra % MAFSAL -

30x30x2 MM
KUTU PROFiIL

/ TIPIK

SABIT

15 CM'DE BIR

KAYDIRILMIS 30x10x1 MM‘

KAYNAK KUTU PROFiL
KESIT-1

Sekil 1. Maket koprii yerlesimi ve boyutlari

Sekil 2. Imalat sonrast maket képrii ve agrliklar

Imalat asamasinda en zor kisim mesnetlerin imalati ve montaji olmustur. Yapinin hafifligi
ve detaylarin fiziksel ufakligi sebepleri ile kayar mesnetlerde ayni anda serbestlik yoniinde
harekete izin verirken, diger serbestlik derecelerini smirlamak sorun yaratnustir. Imalat
sirasidaki paylar ve kusurlar sebebi ile mesnetlerin i¢ yiik dagilimlarinda dengesizlikler
oldugu gozlenmistir. imalat konusunda karsilasilan zorluklarin modal deney/analiz ve sonlu
elemanlar modellerine yansimalari olmustur. Bu konu fiziksel 6l¢iim ve hesaplarin
karsilastirilmasi sirasinda irdelenecektir.
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5.MODAL DENEY VE ANALIZ

Maketin dinamik &zelliklerini belirleme yoniinde ilk olarak 6l¢iim yerlerinin belirlenmesi,
frekans ¢oziiniirliigii ve iist sinirinin tanimlanmasi yoluna gidilmistir. Bu amagla sistemden
on oOlglimler alinarak frekans yanit fonksiyonlari incelenmistir. Ayrica sistemin ideal hali
i¢in bir sonlu elemanlar modeli kurulmus ve dogal frekanslar ve modal sekiller hakkinda
bir 6n bilgi sahibi olunmustur. On ¢alismalar sonrasinda giivenli frekans iist smir1 SO0Hz
olarak belirlenmistir. Asil ilgilenilen bdlge 300Hz altindadir. Elimizdeki mevcut 6lgiim
techizatinin analog alcak gegiren filtresinin 2.5kHz olmasi sebebi ile 6kHz’lik bir
ornekleme hizi secilmistir. Olgiimlerin frekans {ist sinir1 daha sonra sayisal bir algak-
gegiren filtre ile 500Hz seviyesine indirilmistir. Filtrelendikten sonra sistemin tipik frekans
ve zaman yanit fonsiyonlar1 Sekil 3°de gosterildigi gibidir. Sisteme darbe ¢ekici vasitasi ile
-modal sekil ¢oziiniirligii icin yerleri tespit edilen 14 noktadan- uyarilar verilip sistemin
tepkileri ii¢ eksenli bir ivmedlcer vasitasi ile kayit edilmistir.
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Sekil 3. Maket koprii tipik frekans ve zaman yanit fonksiyonlari ornekleri (verilen grafikler
uyari ve ivme 6l¢iimiiniin diigsey yonde oldugu bir duruma karsiliktir)

Olgiim sonuglar1 modal analizin ana varsayimlari olan tersinirlik ve dogrusallik yéniinden
incelediginde, sistemin bu temel varsayimlarda sorunlu oldugu goézlemlenmistir (Sekil 4).
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Sistemdeki kiitle miktarmin az olmasi sebebi ile mesnetlerdeki ideal disi davranigin
orantisiz bir bigimde sistemin genel davranigina yansiyarak bu sonuca yol agtigi
distiniilmektedir. Gergek yapilarda her zaman i¢in dogrusallik digina bir sapma olacagi

distiniildiigiinde maket davranigindaki bu durum modal analiz yontemini bu sartlar altinda
sinamak i¢in bir firsat yaratmistir.

Frekans Yanit Fonksiyonu: Tersinirlik Kontrol
T T T

e,
T

Biytiklik
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Frekans (Hz)

Frekans Yanit Fonksiyonu: Dogrusallik Kontroldi

2,

By tkliik

0 50 100 150 200 250 300
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Sekil 4. Tersinirlik ve dogrusallik kontrolleri
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Bu caligma kapsaminda sistemi tanimlayan bir fonksiyon kestirimi yapilmamis, sistemin
dogal frekanslart ve modal sekilleri frekans yanit fonksiyonunun kompleks kismi
kullanilarak saptanmustir. Bu frekanslara karsilik gelen soniim oranlari ise yart giic bandi
genisligi kullanilarak saptanmistir. Bu yontem Ek 1°de kisaca 6zetlenmistir. Bolimiimiizde
Oz Gegeklestirme Algoritmasi (Ing. Eigenvalue Realization Algorithm), En Kiigiik Ustel
Kompleks Kareler Teknigi (Ing. Least Square Complex Exponential) ve Cok Referansh
Zaman Uzay1 (Ing. Polyreference Time Domain) gibi kestirim algoritmalarini kullanmak
iizere ¢aligmalar stirmektedir.

6. MODAL ANALIZ VE SONLU ELEMANLAR MODELI SONUCLARININ
KARSILASTIRILMASI

Sistemden kestirimi yapilan dogal frekans ve modal sekiller, sonlu elemanlar yontemi ile
olusturulan sistemin modelinin kalibrasyonunda kullanilarak sayisal model ile 6l¢iim
sonuglarinin miimkiin mertebe birbirlerine yaklastirilmasina ¢alisilmistir. Bu amagla sonlu
elemanlar modelinde iki konuda degisiklik yapilmistir. Bunlardan birincisinde govde
kesitinin eylemsizlik momenti, modelin k&prii tablasinin diizlemine dik yonde %10
azaltilmis, tabla diizleminde ana aksa dik yonde ise %10 arttirilmustir. Ikincisinde ise kule
ayaklarin sabit mesnetlerinde yaylar kullanilarak gevseme, kayar mesnetlerinde de mafsal
yerine yaylar kullanarak serbestlik yoniinde sikilasma diger iki yonde ise gevseme
saglanmistir. Bu degisikler ile birlikte maket koprii SAP2000 vasitast ile tel-cergeve (Ing.
wireframe) seklinde modellenmistir. Elde edilen sonuglar Tablo 1°de sunulmustur.
Goriildigl tizere sistemin ilk iki dogal frekansi Ol¢iim ve analiz sonuglariyla uyum
icindedir. Sonraki frekanslar bityiik farkliliklara sahiptir. Sekil 5’den izlenebilecegi gibi her
ne kadar yiiksek frekanslarda farkliliklari olugsa da her iki yontem ile elde edilen modal
sekiller benzerlik i¢indedir.

Tablo 1. Sonlu elemanlar ve modal analiz sonucu elde edilen dogal frekans ve soniim

degerleri
Mod | ot Somuca | NosAMI | | Sonim
(Hz)

1 26.78 26.73 %0.2 %0.9
2 38.83 38.82 %0.03 %1.7
3 62.96 48.71 %29 %5.6
4 86.14 77.64 %11 %2.4
5 94.89 Karsilig1 yok - -

6 120.79 123.8 %2.5 %2.3
7 129.03 84.23 %353 %2.1
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SONLU ELEMANLAR MODAL ANALIZ
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Karsilig1 Yok

\ £:=94.89 Hz

k

f=123.80 Hz
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f=84.23 Hz

£,=129.03 Hz

Sekil 5. Sonlu elemanlar analizi ve modal analiz sonucu elde edilen modal sekiller ve
frekanslar

7. SONUCLAR VE KAPANIS

Deneysel modal analiz, tahribatsiz bir bigimde yapisal sistemlerin durumlarmi tespit
etmekte kullanilabilir. Sistemin durumunun diizenli zaman araliklar1 ile izlenerek
degisimler tespit edilebilir. Yontemin saglikli bir bigimde kullanilabilmesi i¢in analiz
edilecek olan sistemin, teknigin temel varsayimlarina uygunlugunun dogrulanmasi gerekir.
Bu bildiride IYTE Ingaat Miihendisligi Béliimiinde deneysel modal analizin kullanilmasi
yoniinde yapilan ¢aligmalara drnek olacak sekilde laboratuvarda imal edilmis bir maket
koprii tizerinde ¢aligilmigtir. Modal analiz sonucu elde edilen dinamik degigkenler sistemin
sonlu elemanlar analizinin kalibrasyonunda kullanilmistir. Maketin  kayar mafsal
mesnetlerindeki ideal dis1 davranig sebebi ile sistem, yiiksek frekans degerlerinde modal
analizin temel varsayimlarinin disina ¢ikmaktadir. Ayrica maket kdpriiniin kiitlesinin az
olmasinin mesnetlerden kaynaklanan sapmalarin gergcek boyutlarda bir yapiya gore daha

4860



Cemalettin DONMEZ, Eyyiib KARAKAN

etkin olmasima sebebiyet verdigi diigiiniilmektedir. Bunlara bagl olarak modal analiz ve
sonlu elemanlar analizi sonuglar1 yiiksek frekanslarda sapmalar gostermistir. Buna ragmen
sistemin modal sekilleri her iki analiz sonucunda benzer bir bigimde elde edilebilmistir.
Sapmalarin oldukg¢a yiiksek oldugu bu galismada dahi ilk iki mod biiylik basart ile
kestirilmistir. Buradan modal analiz tekniginin temel varsayimlardan olan sapmanin sinirl
oldugu sistemlerde sistem tanilamasini basarili bir sekilde yapilabilecegi sonucunu
c¢ikarilabilir.
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Cemalettin DONMEZ, Eyyiib KARAKAN

EK 1: Yan Gii¢c Band1 Genisligi Kullanilarak Soniim Oram Tespiti

Sistem frekanslarmin birbirinden goreceli olaral uzak oldugu ve diisiik séniim oranlarina
sahip sistemlerde soniim oranlari tek serbestlik dereceli sistemlerin soniim oranlarini
bulmakta kullanilan yar1 gii¢ band1 genisligi yontemi olarak tespit edilebilir.
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Sekil E.1 Tek serbestlik dereceli bir sistem icin Frekans Yanit Fonksiyonu ornegi

Bu amagla sistemin frekans yanit fonksiyonunun (FYF) sistem frekansina karsilik gelen
zirve biiyiikliigii (1/~/2 ) ile carpilarak bir bityiikliik degeri elde edilir, Sekil E.1, ve sistem
FYF’si tizerinde bu biiyiiklige karsilik gelen frekans degerleri saptanir, w, ve wy. Soniim
orani

F=—b—Ta (E.1)

formiili ile elde edilir. Burada § soniim oranimna, w, ise sistemin frekansina karsilik

gelmektedir. Yukaridaki formiilasyonun tam tiiretimi muhtelif kaynaklarda bulunabilir [2,
19].
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