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Ozet: Kinematik, miihendislik, sanat, cam dizayn ve geometri gibi bircok alanda
cok oOzel bir yere sahip olan sabit genislikli egriler bu baslik altinda 6zel olarak ele
alinmistir. Bu ¢calismada sabit genislikli egrileri karakterize eden bir diferansiyel
denklem sisteminin vasitasiyla elde edilen li¢ diferansiyel denklem irdelenmistir.
Bu diferansiyel denklemler farkli degiskenlere bagh tigiincii mertebeden, degisken
katsayili, homojen, lineer diferansiyel denklemlerdir. Bu denklemlerin farkl iki
polinom yaklasimi ile yaklasik ¢oziimleri hesaplanip hata analizleri yapilmistir.
Elde edilen sonuglar sayisal bir érnek lizerinden analiz edilerek en iyi sonug veren
yaklasim metodu tespit edilmistir. Bu denklemler farkli uzaylarda farkli ¢atilara
gore farkli egri tipleri i¢in de bir karakterizasyon teskil edebilmektedir. Dolayisiyla
bu calisma sadece bu egri tipi icin degil benzer denklemlerle ifade edilebilen tiim
egrilerin geometrisi icin 6nem arz etmektedir.

A Study on a Curve and Three Equations
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Abstract: The fixed-width curves, which have a very special place in many fields
such as kinematics, engineering, art, cam design and geometry, are specially
discussed under this title. In this study, three differential equations obtained by
means of a system of differential equations characterizing fixed-width curves are
examined. These differential equations are third order, variable coefficient,
homogeneous, linear differential equations based on different variables.
Approximate solutions of these equations are calculated with two different
polynomial approximations and error analysis is made for the solutions. Thus, the
best approach method is determined for the most accurate result. Also, these
equations can constitute a characterization for different types of curves according
to different frames in different spaces. Therefore, this study is important not only
for this curve type but also for the geometry of all curves that can be expressed
with similar equations.

1. Giris

hiposikloidin evrimi olarak gosterilebilecek sabit

genislikli egrilerle ilgilendi [3]. Sonrasinda bir
Bir egri lizerinde tegetlerin paralel ve zit yonli mithendis ve matematikgi olan  Reuleaux,
oldugu iki nokta, “karsit noktalar” olarak adlandirilir. miihendislikteki kinematik iizerine yaymnladigi

Bu iki nokta arasindaki mesafe egrinin genisligi
olarak ifade edilir. Bir dogrultu ve bu dogrultuya dik,
birine paralel bir cift destek dogrusu arasindaki
mesafe de bir figliriin secilen dogrultuda genisligi
olarak tamimlanir. Uzerindeki tiim karsit noktalar
arasindaki mesafe sabit ve birbirine esit olan egri
sabit genislikli egri olarak tamimlanirken her
dogrultuda ayni genislige sahip olan sekiller de sabit
geniglikli sekiller olarak adlandirilir [1, 2].

Bu 6zel egri ve sekiller 6zelliklerinin bir kismi ile
birlikte uzun siiredir bilinmektedir. {lk olarak Euler
onlar1 daire seklindeki egriler icin Latince
“orbiforms” adi altinda inceledi. Euler sinirlari bir

*ilgili yazar: tubaaydin@bayburt.edu.tr

kitabinda sabit genislikteki sekilleri de ele aldi. Bu
kitapta, daireden sonra belki de en basit sabit
genislikli sekil olan ve bugiin kendi adini tasiyan
iicgeni tamimladi. Bu geometrik sekil zaten uzun
zamandir biliniyordu ancak Reuleaux sabit genislik
ozelliklerine ilk odaklanan kisi oldu [4]. Reuleaux
iicgeni bir eskenar liggenden yola ¢ikilarak elde edilir,
benzer mantikla farkhi diizgiin c¢okgenler iizerine
sabit genislikli bir¢ok sekil olusturmak miimkiindiir.

Sabit genigslikli sekiller kendi yiizey alanindan
gecmeyen konveks sekillerdir. Onlar1 farkli kilan
ozelliklerinden dolay1 bircok geometrici bu egri
tipine ilgi gostermistir [1, 5, 6]. Bilginin birgok
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dalinda bu Kkarakterizasyona sahip seKkillerin
kullanimini goézlemlemek miimkiindir. Bu egrilerin
miithendislikte kamlar (mil dirsekleri, makine
pargasi), kare delik agan matkaplar ve doner, icten
yanmali motorlardaki pistonlar, rogar kapaklar1 gibi
bircok farkli uygulamasi vardir. Eski sinema filmi
projektorlerinin ¢ogunda kullanilan basit bir cam
mekanizmasinin bir pargasi, 6zel bir sabit genislikli
egridir [7, 8]. Su carklar1 bu egri tipini kapsayan
sistem iizerine kurulmustur. Kablosuz aglarin
lokalizasyon ve kapsama alanlarinda kullanilan temel
egriler bu tirdedir [9-11]. Sanatta, sabit genislikli
egri figiirlerinin 6nemli rol oynadig bir¢ok dekoratif
uygulama vardir. Ozellikle en yaygin bilinen sabit
genislikli sekil olan ¢ember veya dairesel kesitlere
sahip silindir bir¢ok mekanizmada, mimaride,
tasarimda kullanilmaktadir. Cemberin ve dairesel
par¢anin daha c¢ok tercih edilmesini saglayan,
denklem ve wuygulama anlaminda erisilebilir
olmasidir. Oysaki ¢ember disinda sabit genislikli
farkli egrilerin kullanilmasinin birtakim avantajlar
ortaya koydugu farkli ¢alisma alanlarinda
gozlemlenmistir. Ornegin yan arakesiti Reuleaux
li¢cgeni biciminde olan bir karayolu tankerinin
devrilme olasiliginin yan arakesiti cember biciminde
olan tankerin devrilme olasiligindan daha az oldugu
yapilan hesaplamalarla ortaya konulmustur [12].
Bunun gibi o6rnekler c¢ogaltilabilir. Burada daha
avantajli bir durumun tercih edilmemesinin gerekgesi
olarak alternatife iliskin bilginin yetersiz olmasi
gosterilebilir. Bu noktada boyle bir agig1 kapatmak
adina farkli wuzaylarda yapilmis bir¢ok ¢alisma
bulmak miimkindir [13, 14].

Bu makalede 6ncelikle diferansiyel denklem sistemi
yoluyla bu egrileri karakterize eden benzer yapida li¢
farkli lglinci mertebeden, degisken Kkatsayil,
homojen, lineer diferansiyel denklem elde edilmistir.
Sonra bu diferansiyel denklemler igin farkh iki
yontemle yaklasik ¢oziimler hesaplanarak hata
analizleri yapilmistir. Sayisal bir drnekle bu egriler
icin en uygun yaklasim metodu hata analizleri
yardimiyla saptanmistir. Sabit genislikli egri tipinin
diferansiyel denklemlerle ifadesi her alanda rahatca
kullanimina ortam hazirlayacaktir. Ayrica ayni bashk
altindaki farkli modellerin deneyimlenebilme imkani,
kullanimda daha yiiksek verim saglayabilecektir.

Bu ¢alismada hesaplamalar Mathematica programi ile
yapimistir.

2. Materyal ve Metot

Bu boliimde sabit genislikli egrileri karakterize eden
ti¢ farkl diferansiyel denklem elde edilerek bu
denklemlerin yaklasik ¢éziimleri i¢in iki farkli metot
verilir.

2.1. Sabit genislikli uzay egrileri

y Oklid uzayinda egrilik ve torsiyonu sifir olmayan C3
siifindan birim hizli basit kapali bir egri ve egri

iizerindeki y(s) ve y* karsit iki nokta olsun. y
egrisinin vektor pozisyonu

Y(s) = y(s) + A($)T + pu(s)it + 8(s)b (1)

ile ifade edilir, burada £, 7, b Frenet ¢at1 bilesenleridir
[2]. Bu esitlik s yay uzunlugu parametresine gore
diferansiyellenerek ve Frenet formiilleri kullanilarak

dy* . ds”

S P )E
e E‘( a5 MO

)

+ (A(S)K + % — 6(5)‘[) n

ds -
+ (E + u(s)r)b

ifadesi elde edilir. Karsit noktalarda = —t*
oldugundan
ds* 1+ dA )
ds ds psJK
p W _ sr=0
(K + IS (s)T= 2)
dé N
s u(s)t

bulunur. A@ kontengenez acis1 olmak {izere y
. Agp do
K=Ilim—=—
As ds
bilinmektedir. Boylece (2) diferansiyel denklem

sistemi

egrisinin egriliginin oldugu

d/1_ 3.1
%—M—f@) 3B.1)
W s - 3.2
8 __ 33
Qo P (3.3)

formunda yazilabilir. Burada f(@) =p+p* vep =
i,p* = % egrinin y(s) ve y*(s) noktalarinda egrilik
yarigapidir. Diger taraftan eger y(s) ve y*(s) karsit
noktalar1 arasindaki mesafe sabit ise ||[y* —y]||* =
Id||? = A% + u® + 62 = sabit yazilir. A2 + u? + 6% =
sabit esitligi ¢ ye gore diferansiyellenirse A1’ +
uu' + 88" =0 elde edilir. Bu esitlik (3) sistemi
yardimiyla A(A' —p) =0 esitligine indirgenebilir.
Burada iki temel durum mimkiindiir:

I. durum: 1 =0,
II. durum: A" — u = 0.

I. durumda (3.1) esitliginden u = f(¢) elde edilir.
A=0 ve u=f(p) icin (3) diferansiyel denklem
sistemi

Z=f(¢)
u

= = 1S
do pT
ds
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bicimine doniisiir. § ve tiirevleri yok edilerek elde
edilen u katsayisina bagl ikinci mertebeden degisken
katsayili lineer denklemden A ve B integrasyon sabiti
olmak tizere

U= Acosf ptdy + Bsinf prde = f(p)
0 0

elde edilir. u ve tiirevleri yok edilerek elde edilen
denklemden de 6 asagidaki gibi hesaplanir:

® ®
6= —Asinf ptdy + Bcosfp‘rd(p.
0

0

Bu esitlikler (1) denkleminde kullanilirsa, A = 0 i¢in
egrinin integral karakterizasyonu asagidaki gibi olur:

Y* =y + [Acos fo(p ptdg + Bsin fo(p prde|i +
[—Asin f:’ ptde + Bcos fO(p ptde]b.

Ayrica bu durumda egrinin sabit genislik degeri yani

karsit noktalar arasindaki mesafe ||d|| = VA? + B2
olarak elde edilir.

II. durumda A’ = p olacagindan (3.1) esitliginden
f =0 elde edilir. f=0 icin d mesafesi sabit
olacagindan y egrisi sabit genislikli olur. Oyleyse (3)
sisteminde f = 0 alinirsa sabit genislikli egrileri
karakterize eden asagidaki diferansiyel denklem
sistemi elde edilir:

i 1)
dp H o
W _ s —a (4.2)
d(p =pT =)y
ds ) 4)
i pTU 3).

(4) diferansiyel denklem sisteminden y, § ve bunlarin
tirevleri yok edilirse asagidaki 3. mertebeden
degisken katsayili, homojen, lineer diferansiyel
denklem elde edilir:

ptA" = (pT)' A" + (pt + p3T3)A’ —(p1)'A=0 (5

Bu Oklid uzayinda sabit geniglikli egrileri A
katsayisina bagh ifade eden diferansiyel denklemdir.
Benzer bicimde (4) diferansiyel denklem sisteminden
u,8 ve bunlarin tiirevleri yok edilerek asagidaki
teorem yazilabilir.

Teorem 1: y Oklid uzayinda egrilik ve torsiyonu sifir
olmayan, birim hizli, basit kapali bir egri olsun.y
sabit genislikli ise egriyi p katsayisina bagh
karakterize eden diferansiyel denklem asagidaki
gibidir:

L 14 (pD)?
YE Gy

1+ (p1)?
K (o) ) ‘"]“

= 0. (6)

1
oo TG

Yine ayni diisiinceyle (4) diferansiyel denklem
sisteminden A, ¢ ve bunlarin tiirevleri yok edilerek
asagidaki teorem yazilabilir.

Teorem 2: y Oklid uzayinda egrilik ve torsiyonu sifir
olmayan, birim hizli, basit kapali bir egri olsun.y
sabit genislikli ise egriyi § katsayisina bagh
karakterize eden diferansiyel denklem asagidaki
gibidir:

1 1 1\ 1+ (po)?

— 5" 4+ 2(—)'6" + (—) + P s

pT pT pT pT

+ (pt)'8d = 0. (7)

Oklid uzayinda Frenet catisina gore sabit genislikli
egrilerin vektor pozisyonu (5), (6) ve (7) ile ifade
edilebilir. Bunlar dgilinci mertebeden degisken
katsayili, homojen, lineer diferansiyel denklemlerdir.
Boyle diferansiyel denklemler i¢in nimerik ¢dziim
elde edilemez ancak Legendre, Hermite, Taylor,
Bernstein gibi farkli polinom yaklasimlariyla
gelistirilen matris siralama yoéntemleri kullanilarak
yaklasik ¢oziim elde edilebilir [15,16,17]. Bu
calismada yaklasik ¢6ziim i¢in Bernstein ve Hermite
polinom yaklasimi kullanilmistir. Oncelikle, k, ve k,
egriliklerinin s yay uzunlugu parametresine bagh
oldugu bu denklemler (5) i¢in

Po(s) = =(p1)’, P1(s) = (pt + p°7%), Po(s)
= —(p1)', Ps(s) = pt

(6) icin
(14 (D2
Py(s) = (W) + pt, P, (5)
1 2
=%,Pz(s>
- () 79 -
(pr)’ -Fs (PT)'
(7) icin

Po(s) = (1), Pi(s) ,
( 1 ) + 1+ (p7)
pT pT

=2(%) ,Pg(s)=%

, P> (s)

olmak tizere genel bicimde

Y RE©XOE =0 m=3) (®)
k=0

174



T. Agirman Aydin vd. / Bir Egri ve Ug Denklem Uzerine Bir Calisma

seklinde ifade edilebilir. Burada (5) icin X =2, (6)
icin X = pve (7) icin X = 8 olacag agiktir.

2.2. Bernstein polinom yaklasimi metodu

(8) genel denkleminin

N

XE) =Xy = ) anBuys) (V23) ()

n=0

seklinde Bernstein polinomlar1 formunda bir yaklasik
¢6zliimi oldugu kabul edilsin. n. dereceden Bernstein

polinomlar1 [0,R] arahiginda asagidaki  gibi
tanimlanir:
N\ s"(R —s)V™ ™
Bn,N(S) = (n)R—N (n=0,1,..,N).

Burada

N-n

R=-s)vm = (VT (~1yiRNnts
=0 l

esitligi kullanilirsa Bernstein taban polinomu i¢in
asagidaki esitlik elde edilir:

N-n

Bun(s) = ). (IX) M ”)%sn”.

=0

R tanimlanan araligin maksimum degeridir [17, 18].
(9) yaklasik ¢oziimii ve tiirevi

By(s) = [BO,N(S) B1,N(S) Bn,N(S)];

A = [aO al aN]T
seklinde tanimlanan matrisler kullanilarak
X(s) = By()4, X®)(s) = By (5)A (10)

biciminde ifade edilir. Bernstein taban polinomunun
katsayilari

(“D)7H N\ (N =iy
d. = . ()( .),lS]
ij = RJ i/\j—1i

0, i>]
doo  dos don
D= dio d:11 din
dNO le dNN

.3 3 1
R RZ "R
3 6 3

0o = — =
R R R3

matrisi ile ifade edilir. Dolayisiyla Bernstein taban

polinomu, S(s)=[1 s .. s"] olmak iizere
asagidaki matris esitligi ile ifade edilir:
By(s) = S(s)DT. (11)
Diger taraftan bu yaklasik ¢6ziimiin tiirevinin
BY(s) = s®(s)DT (12)
N

seklinde matris formunda ifadesi i¢in S matrisinin
tiirevleri

S'(s) = SB
S"(s) = S'B = SB?

S(k)(s) — S(k—l')B =.. =SBk

biciminde tanimlanir. Burada B matrisi asagidaki
gibidir:

o
(=)
-

o OO O
N

: I
o - NI

[——————
co-o R

Son olarak (11) ve (12) matris formlarinin (10) da
yerine konulmasiyla asagidaki matris bagintilar1 elde
edilir:

X(s) = SD"A, X% (s) = SB*D" A. (13)

Simdi bu (13) esitlikleri (8) de kullanilirsa genel
formda

Z P,(s)S(s)B*D"A = G (14)
k=0

matris denklemi elde edilir. Bu denklemde s; = a +
b%ai, (a <5 < b) siralama noktalar kullanilarak (8)
esitligi asagidaki gibi matris denklemlerinin bir
sistemi olarak ifade edilir:

> Pu(s0S(s)B*DTA = 6(s0),
k=0

(i=0,1,..,N). Bu temel matris denklemi kapal
formda

m
Z P,SB*D"A = G. (15)

k=0

bigiminde yazilabilir. Bu baginti

m
Wy = Z P, SB*DT,
k=0
WB = [th]! (klh = 0; ;m)

olmak tzere
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WA = Gveya [Wy Gl =A (16)

biciminde kisaltilabilir. Diger taraftan kosullarin
matris denklemi

S(0)B*D'A =[a,], (k=01..,N—1)

esitligi yardimiyla matris formunda
UkA = [ak] veya [Uk,ak](k = 0,1,...,N— 1) (17)

biciminde ifade edilir. (17) satir matrisleri (16)
matrisinin herhangi (N) satir1 ile degistirilerek,
[W5; G] arturilmis  matrisi  hesaplanir ve A=
(W3)~1G olmak iizere bilinmeyenler matrisi bulunur.
Son olarak bu a; degerleri (9) denkleminde yerine
yazilirsa (8) denkleminin Bernstein polinom
yaklasimi ile yaklasik ¢6ziimii elde edilir.

Ozel olarak kesme smr1 N =3 alinip 0 < s < 2m
araliginda (8) denkleminin (9) formunda yaklasik
coziimii elde edilecektir. Oncelikle N = 3 icin yaklasik
¢Ozliim ve tlrevleri

B;(s) = [Boz(s) By3(s)
A=[ay, a; a2 as]T

33,3(5)]

olmak tlizere
X(s) = B3(s)Ave XW(s) = ng) (s)A

seklinde elde edilir. Burada [0,2r] araliginda

3 3
1 —% = o
o 2 _=& 3
D= 2m 2m2 81T3|
3
0 0 e
42
0 0 g #[
01 0 O
B=|0 o 2 9s@=01 s s s
0 0 0 O

matrisleri kullanilarak
B;(s) = S(s)D", B{(s) = $®¥)(s)DT

esitlikleri yazilir ve asagidaki matris bagintilar elde
edilir:

X(s) = SDTA,X'(s) = SBD" A,
X"(s) = SB2DTA, X" (s) = SB3D"A.

Bu esitlikler (8) de kullanilirsa

m=3

Z P,(s)S(s)B*DTA = G
k=0

matris denklemi elde edilir. Bu denklemde

siralama noktalar1 kullanilirsa asagidaki matrislerin
olusacagi agiktir:

[Pc(0) 0 0 01

l o P 2—”) 0 0 l

p | k\3 |

ke 41T '
0 0 il 0

l 0 0 k(03) Pk(27r)‘

[= =Nl

3

NOFCNEI
6 )

@2r) @2n)? (2
Oyleyse (8) esitligim = 3 icin asagidaki gibi matris
denklemlerinin bir sistemi olarak ifade edilir:

B

3
> Pu(s0SGs)B*DTA = 6(s),
k=0

(i=0,1,..,3). Bu temel matris denklemi kapal
formda

3
z P,SB¥DTA = G.
k=0

biciminde yazilabilir. Bu baginti

3
Wy = Z P.SB¥DT,
k=0
Wp = [wen), (k,h=0,..,3)
olmak iizere
WA = Gveya[Wg Gl =A

biciminde kisaltilabilir. Diger taraftan kosullar icin
matris formu

Uy=[1 0 0 o]
3 3
0l 20 d
! 2n 2w 00
3 3 3
o
2m? n? 2;2
olmak iizere
U, A= [ag]veyalU,;a,] (k=0,12)
biciminde elde edilirr Bu satir matrisleri Wy

matrisinin herhangi 3 satiri ile degistirilerek, [Wj; G|
arttirillmis matrisi asagidaki gibi elde edilir:
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Woo Wo1i Wor Woz 5 9(0)

Ugp Ugy Uz Uez %o '
Ujp Uz Uz Uz 5
Uzo Upg Uzy Uzz 5 Az

buradaw;; (i=0j=0,..
hesaplanir:

,3) degerleri asagidaki gibi

3 3
5 P1(0) + 55 P,(0)
3 —P;(0
4 3 3( )

3 3 9
Wo1 = Epi(o) __ZPZ(O) +—3P3(0),

Wo2 =

Woo = Py(0) —

9
52 F2(0) =5 P3(0),

Ps (0)

272
W03=4 3

Son olarak (Wp)~! matrisi

[ 0 1 22[ 0 ]

‘ 0 1 5 0 |
A7 2m?

| 0 1 = = |

[ 1 Woo + Wo1 + Wo, 2m(Woy + 2wyy) 21w, |

lW03 Wo3 3wos 3wz

seklinde hesaplamir ve A = (W)~'G olmak iizere
bilinmeyenler matrisi A icin ay, ay, ..., a3 asagidaki
gibi bulunur:

ao =a0
2
a, = ag +?0(1

41 21?2
a; = ag + (?)“1 + (T)az
( Woo + Wy + Woz)
a3 = \-— ao
Wo3
N 2t (Woq1 + 2wy3)
3wy
2m%w,

1

= ( 3w ).

Eger bu g bilinmeyenleri (9) denkleminde yerine

yazilirsa (8) denkleminin Bernstein polinom
yaklasimui ile yaklasik ¢6ziimii
3
X(s)=aog+ E(‘h _3‘10)5
+ ?(a0 2a, + ay)s
+ 8713( ay, + 3a; — 3a,
+ az)s?

seklinde elde edilir. Bu Oklid uzayinda Frenet catisina
gore sabit genislikli egrileri temsil eden (5), (6) ve (7)
diferansiyel denklemleri i¢in Bernstein polinom
yaklasimiyla bir ¢éziimdir. Boylece egriyi belirleyen
A, u, & katsayi fonksiyonlari elde edilmis olur.

2.3. Hermite Polinom Yaklasimi

(8) genel denkleminin

N

X = ) anby(s) (N 23) (18)

n=0

seklinde Hermite polinomlar1 formunda bir yaklasik
¢oziimii oldugu kabul edilsin. Burada a,, bilinmeyen
Hermite Kkatsayillaridir ve Hermite polinomlar:
asagidaki gibi tanimlanir [2]:

[/l

H@—Z(w

Oncelikle (18) yaklasik ¢oziimiinden hareket edilerek
¢oziim ve denklem matris formunda elde edilsin.
Bunun icin (18) ile ifade edilen Hermite polinom
¢oziim ve tiirevleri,

! n—2k .n—2k
Zk)' i 2 S .

HOE) = [H(s) H(s) ~ HO©]
H(s) = [Ho(s) Hi(s) - Hy(9)]
A=la, a  ay]’

olarak tanimlanan matrisler kullanilarak
X(s) = H(s)Ave X®(s) = HV(s)A (19)

seklinde matris formunda yazilabilir. Ayrica H(s) ve
tlirevi matris formunda

H(s) = S(s)F ve H¥ (s) = S®(s)F
seklinde ifade edilir. Bu durumda
X(s) = S(s)FAve X (s) = S(s)B*FA (20)

esitlikleri elde edilir. Burada

[ N
(-1)°012° (-'212° (-2 N2 0
010! 110! [EJ!O!
2
(-1)°u2t 0 0 (-1 2 N2t
ol N-1
Rty /1Y
2
F= N
(-1)° 2122 (-2 N12?
0 0 o2t (N 0
ARV
2
0 N 0 N
(0PN ()P N2
0 0 0 0IN! 0IN!
—_— —_—
N cift N tek

seklinde tanimlanir. (20) esitlikleri (8) de kullanilirsa
asagidaki matris denklemi elde edilir:

N
Z P,(s)S(s)B*FA = G. (21)
k=0
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Bu temel matris denklemi kisaca

N
Z P,SB*FA = G. (22)

k=0

biciminde yazilabilir. Boylece (8) e karsilik gelen
denklem kapali matris formunda (22) biciminde ifade
edilmis olur. Bu baginti

N
w, = Z P,SB*F,
k=0

Wy = [winl, (k,h=0,..,N)
olmak tlizere

WyA=GveyalW,;Gl = A (23)
biciminde kisaltilabilir. Diger taraftan kosullarin
matris denklemi

U,=S0)B*FA=[a,], (k=0,1,..,N—1)
olmak tlizere

UxA = [ay] veya [Uy; ay | (24)

biciminde elde edilir. (24) satir matrisleri (23)
matrisinin herhangi 3 satir1 ile degistirilerek,

A= (W,)"G
olmak lizere bilinmeyenler matrisi bulunur.

Ozel olarak kesme smirt N =3 alinarak (8)
denkleminin bu defa (18) formunda yaklasik ¢6ziimii
elde edilecektir. Bu kesme sinir1 icin 0 < s < 2m
araliginda siralama noktalar1 yine 0 < sy < - < 55 <
2w seklinde olur. X,,(s), (8) denkleminin bir ¢6ziimu
oldugundan siralama noktalarinda (8) denklemini
saglar. Oyleyse X, (s) yaklasik ¢oziimii s; siralama
noktalariyla birlikte (8) denkleminde yerine yazilirsa
ay, 4, -, a3 katsayilarini iceren bir lineer denklem
sistemi elde edilir. Bu sistem kullanilarak denklemin
her bir terimi matris formunda ifade edilebilir ve
matris siralama yoéntemi kullanilarak ¢6ziim elde
edilir. Bu durumda (21) ifadesinde

21
3’

4w

So =0, Sy = sz=?, S3 =21

siralama noktalar1 kullanilirsa asagidaki matrislerin
olusacagi agiktir:

P, (0) 0 0 0
21
P, = 0 B (?) 2 0 l
T
o0 a(3), 0l
l 0 0 0 Pk(ZT[)J

[1 0 0 0]

CNCNE)

0
s = G(s) = |°
. (47r) 4m\*  am\c Y ol
L 5) ) G) o
2m)  @2m)? (@2n)?
Ayrica N=3 i¢in
10 -2 0
_10 2 0 -12
F= 0 0 4 0
0 0 0 8

olarak hesaplanir. Oyleyse (8) esitligi asagidaki gibi
matris denklemlerinin bir sistemi olarak ifade edilir:

3
> PL(s0S(s)B*FA = G(s)),
k=0

(i =0,1,...,3). Bu temel matris denklemi

3
W, = Z P,SB*F,
k=0
Wy = [winl, (k,h=0,..,3)

olmak tizere

WyA = Gveya [Wy; Gl =A (25)
biciminde kisaltilabilir. Diger taraftan kosullarin
matris denklemi

Uy=S(O)F=[1 0 -2 0]
U,=SO)BF=[0 2 0 -12],
U,=S(0)B*F=[0 0 8 0]
olmak lizere
Ui A = [ay] veya [Uy; ] (k=0,12) (26)

biciminde elde edilir. (26) satir matrisleri (25)
matrisinin herhangi 3 satir ile degistirilerek, [W;; G|
matrisi asagidaki gibi elde edilir:

Woo Wo1 Woz Woz 5 g(0)
Upg Uz Ugy Uz 5 %o
. 7
Up U1z U, Uz 5 Qg
Uzg Upq Uz Uz 5 A

buradaw;; (i =0 j =0,...,3) degerleri agsagidaki gibi
hesaplanir:
Woo = P (0), woy = 2P,(0),
woz = —2P5(0) + 8P,(0),
W03 = _12P1(0) + 48P3 (O).

Son olarak (W) ™! matrisi
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0 1 0 %

1 PO(O) P1(0)_4P3(0) Pz(o)
8P5(0) 8P5(0) 8P5(0) 8P5(0)
0 0 0 %

1 Py(0) P,(0) P,(0)
[48P,(0) ~ 48P,(0) 48P, (0) 48P,(0)]

seklinde hesaplamr. A = (W)™ 'G olmak iizere
bilinmeyenler matrisi bulunur. Béylece bilinmeyenler
matrisi A i¢in ay, a4, ..., a; asagidaki gibi elde edilir:

L
ag = a —a
0 0 :]2

RO RO-4P0)
TT8py(0) ° pﬁ%® !
2
T 8P, (0) %2
1
a, =-a,
RO RO
% = T 48p,(0) “° " a8p,(0)
_hO
48P, (0)

Eger bu g, bilinmeyenleri (18) denkleminde yerine
yazilirsa (8) denkleminin Hermite polinom yaklasimi
ile yaklasik ¢6ziimii asagidaki gibi bulunur:

X(s) = ag + 2sa, + (4s® — 4)a, + (8s3 —
12s)a;.

Bu Oklid uzayinda Frenet ¢atisina gore sabit genislikli
egrileri temsil eden (5), (6) ve (7) diferansiyel
denklemleri i¢cin Hermite polinom yaklasimiyla bir
¢oziimdur. Boylece egriyi belirleyen 4,u, § katsay:
fonksiyonlari elde edilmis olur.

2.4. Rezidiiel Hata Analizi

(9) denklemi ile verilen kesilmis Bernstein serisi ve
(18) denklemi ile verilen kesilmis Hermite serisi, (8)
denkleminin yaklasik ¢oziimleri oldugundan elde
edilen yaklasik ¢oziimler ve ¢oziimlerin tiirevleri (8)
denkleminde yerine konuldugunda denklem yaklasik
olarak saglanmalidir. Bu sebeple p(s)t(s) = x(s)
olmak iizere, 0 < s; < 2m (i = 0,1, ..., N) araliginda

Ray(si) = [x(s)A" (s) — x' (52" (s1)

+ (X(Si)+)(3(5i))l'(5i)
- )('(Si)l(si)l =0

Ruy(s) = 1" (s) + ( ' (si)

1
2" %9

1+ (x(s))?
* x'(s) wsi)

1+ (x(s0)"\
+< xm))

+ x(s)Ju(s)| =0

I

Réy(sy) = ‘ )

1
x(sy) x(s;

1 n

* (@)

4 1+ (x(sp))?
x(s)

+ X,(Si)a(si)| =0

16"(s)

olup, burada RAy(s;) < 107%, Ruy(s;) < 107%i ve
Réy(s;)) < 107%i(k;eZ") saglanmalidur.

3. Bulgular

Bu béliimde niimerik bir 6rnek iizerinden egriyi
belirleyen katsay1 fonksiyonlari sirasiyla Bernstein
matris siralama metodu ve Hermite matris siralama
metodu ile elde edilmistir. Ardindan elde edilen
yaklasik c¢oziimler icin rezidiel fonksiyona dayal
hata analizi yapilarak elde edilen yaklasik ¢6ziimler
Tablo 1-9 ve Sekil 1-6 da karsilastirilmistir.

Ornek: Oklid uzayinda pr =s+1 icin 0<s <1
aralifinda sabit genislikli birim hizli egriyi belirleyen
katsay1 fonksiyonlarin1 hesaplayip elde edilen
cozlimlerin Ag, 4o, 5o = 1, A, tg, 6 = 0 ve Ay, ug, 8 =

0 icin hata analizlerini yapalim. Oncelikle calisilan

1 2
aralikta siralama noktalan s, =0, s; = 3 273

s3 = 1 olur ve Bernstein polinom yaklasimi i¢in

1 0 00
r_|-3 3 0 0
DP=13 6 3 o

1 3 -3 1

olarak hesaplanir. Buradan

3 3
5 P1(0) + 5 P,(0)

Woo = Po(0) —
3
4 3P3(0)
3 3 9
W01:EP1(O)__2P2(O)+—3P3(O),
9
Woz = o 2P2(0) P3(0)
Wo3z = an 3P3(0)

olur. Son olarak (Wp)~! matrisi

0 1 0 0
0 1 2m 0
3
0 1 41 2m?
3 3
1 Woo + Wor + Wy 2 (Woq + 2Wg5) 212wy,
lW03 Wo3 3wos 3wos

seklinde hesaplamir ve 4 = (W)~ 'G olmak iizere
bilinmeyenler matrisi A icin ay, ay, ..., a3 asagidaki
gibi bulunur:
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2n
(10 = ao,al = ao +?(Z1
41 212
a = ag + (?)CH + (T)“z
_ [ Woo t+ Wo1 + Wy,
Wos

2t(Wo1 + 2wy,)

1
3wys

2
2wy,

—( 3wes )a,.

Eger bu a; bilinmeyenleri (9) denkleminde yerine
yazilirsa (8) denkleminin Bernstein polinom
yaklasimui ile yaklasik ¢oziimii

3 3
X(s) = ay +;(a1 —ag)s +m(a0 —2a, +
a,)s? + #(—a0 + 3a; — 3a, + a3)s?

Oyleyse Bernstein polinom yaklasimi ile egriyi
belirleyen A(s) katsayisi i¢in;

olarak hesaplanir. Bu durumda

Ay = Qg
2m
a, = ao +?a1

41 2
a; = ag + (?)“1 + (T)az

_47T3+3 413 — 31

asz = ay + aq
3 3
8m3 + 182
3~

elde edilir. Buradan

a , 1
A(s)=a0+als+7s +[ga0
4 (1 3 ) + 1
6 anz) TG
1 3
+ E)az]s
olarak bulunur.

ikinci olarak egriyi belirleyen u(s) katsayzist icin;

3 9 6 27
Moo = A T g e T T g
9

olarak elde edilir. Buradan

2
ao = ao,al =(X0+?a’1

41 2m?
a, = ag + (?)“1 + (T)az

9 — 473 8m3 — 18m2
9 a, — 2ma, — — 9

as = a,

elde edilir. Buradan

a 1 1
y(s)=a0+als+?s +[_an_ﬁal
1 3

—gaz]s

olarak bulunur.

Son olarak egriyi belirleyen §(s) katsayisi i¢in;

1+ 3 4 6 3

Woo = n mw? 4n?¥

3 12 9 6 9
Mor = TR T s Y T T
Wo3 = 4_7_[3
olarak elde edilir. Buradan

21

ao = ao,al = ao +_a1

3

41 2m?
a; = ag + (?)al + (T)az

_3—47‘[3 8m3 + 61

a3 —_ 3 ao - 3 al
1673 — 612
——aa
elde edilir. Buradan
a, 1
5(s) = ag+ a;s +752 + [_gao
1 2 3
- (2—ﬂ2+§)a1 - §a2]s

bulunur.
Hermite polinom yaklasimi i¢in ¢alisilan aralikta
woo = Py(0), woy = 2P;(0),
woz = —2P;(0) + 8P, (0),
woz = —12P;(0) + 48P;(0)

olarak hesaplanir. Buradan (W},)~! matrisi

0 1 0 %

1 _P(0)  P(0)—4P3(0)  Py(0)
8P;(0)  8P;(0) 8P;(0) 8P5(0)
0 0 0 %

1 P(0) __P(0) _ Py(0)
48P,(0) ~ 48P,(0) 48P,(0) 48P,(0)]

olmak tlizere
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1
ayg = g +—012

S Py(0) o _P1(0)—4P3(0)a _ R0 o
1T 8py(0) ° 8P5(0) 18P, (0) ?
a, = 1az

Py (0) P, (0) P,(0)

%= T 48P, 0) ¥ T 48P,(0) “* T 48P, (0) 2

olur. Dolayisiyla yaklasik ¢ozlim i¢in asagidaki esitlik
elde edilir:

X(s) = ag + 2sa, + (4s? — 4)a, + (8s3 — 125)a;.

Hermite polinom yaklasimi ile egriyi belirleyen
A(s) katsayisi icin;

Woo = Po(0) = 1,wp, = 2P, (0) = -2,
W02 = _ZP()(O) + 8P2(0) = 14,

olarak hesaplanir. Bu durumda

1
ao - ao +Za2,
3 1
a1 gao +§a1 +ﬁa2,
1 1 1 1
a, gaz,a?,_ﬁao_ﬁal‘l'ﬁaz
olmak tlizere
(% — gt 2a3) a\ ,
As) = (—6 )s + (7)5
5“2 4“0 + 4“1 - az

— (E)S + 4

elde edilir.

ikinci olarak egriyi belirleyen u(s) katsayisi icin;

Woo = Po(0) = 3,wy; = 2P;(0) = 2,
Wo2 = —2P,(0) + 8P,(0) = —6,

olarak hesaplanir. Bu durumda

Qg = Qo 4_“2:
1 1 1
a1=——a0+§a1 +E0(2,a2=§0(2,
1 1 1
a3 = __ao ——0(1 +_a2

12 36 72

olmak tizere

—60(0 - 20(1 + az
9

a
)53 + (72)52 +ays
4’“0 - 0(2
4

ues) =

elde edilir.
Son olarak egriyi belirleyen & (s) katsayisi igin;
Woo = Po(0) = 1,wy; = 2P,(0) = 8,
WOZ = _2P0(0) + 8P2(O) = _18,

olarak hesaplanir. Bu durumda

1 1 1
a0=a0+Za2,a1=§a0+1a2,
1 1 1 1
a, =§a2,a3 = —4—8610—60.’1 +ﬁa2

olmak tlizere

—ag — 4ay + 2a;\ a\
6 )1+ (5)s
ay+ 2a4 4ay— a,

( 5 )s + 7

5(s) = (

elde edilir.

Tablo 1. A i¢in Bernstein polinomuna dayali elde edilen yaklasik ¢éziimlerin karsilastirmasi

S A13(s)

0.1 1.000166490068819
0.3 1.004452004359640
0.5 1.020148119614551
0.7 1.053116717893048
0.9 1.106061157376765
1.0 1.139584115444995

A15(5)
1.000166490068963

1.004452004361769
1.020148119621044
1.053116717908712
1.106061157441449
1.139584116134602

A7 (s)
1.000166490068968

1.004452004361757
1.020148119621049
1.053116717890104
1.106061157652404
1.139584116135300

Tablo 2. 1 i¢cin Hermite polinomuna dayali elde edilen yaklasik ¢dziimlerin karsilastirmasi

S
0.1

0.3
0.5
0.7
0.9
1.0

A13(s)
1.000166490068815

1.004452004359631
1.020148119614543
1.053116717892449
1.106061157382274
1.139584115445131

A15(5)
1.000166490068965

1.004452004361769
1.020148119621044
1.053116717905517
1.106061157419871
1.139584116134653

A17(5)
1.000166490068968

1.004452004361781
1.020148119621076
1.053116717905579
1.106061157419976
1.139584116135332
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Bernstein Matris Siralama Yontemi

Hermite Matris Siralama Yontemi

S RA13(s) R245(s) R247(s) R245(s) R245(s) R417(s)
0.1 2.03018E-10 9.67670E-13  4.69957E-13 | 2.02204E-10 6.66134E-13 1.50990E-14
0.3 9.95781E-12  4.72967E-11  4.57957E-11 8.04978E-12  3.23075E-14  1.77636E-15
0.5 3.87558E-11 1.29896E-13  8.78186E-14 | 3.88272E-11  2.42029E-14 5.77316E-15
0.7 1.15543E-09 2.90085E-10 6.09551E-08 | 2.91565E-10 4.91607E-13 1.77636E-15
0.9 2.00926E-06 1.10386E-08 3.36753E-07 | 2.00451E-06 1.46154E-09 2.13672E-10
1.0 2.73688E-05 2.26618E-08 2.52772E-08 | 2.73634E-05 1.84410E-08 1.21370E-08
Tablo 4. i icin Bernstein polinomuna dayali elde edilen yaklasik ¢oziimlerin karsilastirmasi

S ta3(s) s (S) H17(S)

0.1 0.9994880476667710 0.9994880476661450 0.9994880476661320

0.3 0.9856463260229130 0.9856463260146350 0.9856463260144630

0.5 0.9321003095201960 0.9321003094966320 0.9321003094961900

0.7 0.8136103905420490 0.8136103905005650 0.8136103904810700

0.9 0.6143911805978874 0.6143911804675874 0.6143911806713882

1.0 0.4846460538433713 0.4846460500525277 0.4846460500124708

Tablo 5. u icin Hermite polinomuna dayali elde edilen yaklagik ¢6ziimlerin kargilagtirmasi

S
0.1

0.3
0.5
0.7
0.9
1.0

pa3(s)
0.9994880476667740

0.9856463260229130
0.9321003095202050
0.8136103905415000
0.6143911806033264
0.4846460538432779

H1s(S)
0.9994880476661400

0.9856463260146330
0.9321003094966370
0.8136103904973680
0.6143911804464828
0.4846460500524022

P17(S)
0.9994880476661370

0.9856463260144790
0.9321003094961840
0.8136103904965150
0.6143911804448270
0.4846460500135315

Tablo 6. Elde edilen yaklasik ¢oziimler icin Ruy(s) karsilastirmasi

Bernstein Matris Siralama Yontemi

Hermite Matris Siralama Yontemi

S Rpy5(s) Rpys(s) Ryy7(s) Rpy3(s) Rpy5(s) Ryy7(s)
0.1 8.10360E-10 1.28466E-11 9.09495E-13 8.11464E-10 1.20437E-11 1.42109E-14
0.3 4.27391E-11 3.72680E-11 4.19220E-11 2.94009E-11 5.63105E-13 1.42109E-14
0.5 1.31443E-10 5.50671E-13 1.13243E-13 1.31370E-10 5.40012E-13 1.42109E-14
0.7 5.10354E-10 3.01497E-10 3.92549E-08 9.25679E-10 1.09921E-11 5.68434E-14
0.9 6.02981E-06 4.77932E-08 1.47699E-07 6.03200E-06 5.37485E-08 1.27704E-09
1.0 8.04150E-05 1.30433E-06 1.26919E-07 8.04130E-05 1.29934E-06 6.73749E-08

Tablo 7. § icin Bernstein polinomuna dayali elde edilen yaklasik ¢6ziimlerin karsilastirmasi
S 813(s) 815(s) 817(s)
0.1 0.9998210246717420 0.9998210246715190 0.9998210246715120
0.3 0.9945475499524850 0.9945475499492460 0.9945475499490990
0.5 0.9723269160326030 0.9723269160223580 0.9723269160219400
0.7 0.9192544538998090 0.9192544538812280 0.9192544538617170
0.9 0.8236221932012510 0.8236221931569603 0.8236221933633030
1.0 0.7582172732955862 0.7582172717522533 0.7582172717231838
Tablo 8. § icin Hermite polinomuna dayali elde edilen yaklasik ¢dziimlerin karsilastirmasi
S 813(s) 815(s) 817(s)
0.1 0.999821024671739 0.9998210246715220 0.9998210246715130
0.3 0.994547549952478 0.9945475499492510 0.9945475499491170
0.5 0.972326916032599 0.9723269160223710 0.9723269160219460
0.7 0.919254453899229 0.9192544538780470 0.9192544538771680
0.9 0.823622193206711 0.8236221931356650 0.8236221931339450
1.0 0.758217273295540 0.7582172717524069 0.7582172717235805
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Tablo 9. Elde edilen yaklasik ¢ézlimler icin Rdy (s) karsilastirmasi

Bernstein Matris Siralama Yontemi

Hermite Matris Siralama Yontemi

S R813(s) R&15(s) R&17(s) R&13(s) R&15(s) R&17(s)
0.1 2.52591E-10 8.57336E-12  4.38427E-13 2.52514E-10 7.60192E-12 4.72955E-14
0.3 1.99299E-11 2.70088E-11 2.19261E-11 8.04268E-12 2.95430E-13 3.99680E-15
0.5 1.04964E-10 2.23654E-13 2.99760E-14 3.23106E-11 2.36922E-13 2.22045E-16
0.7 1.04443E-09 7.24928E-11 1.86078E-08 2.07932E-10 4.50318E-12 1.22125E-15
09 1.24812E-06 1.85438E-08 1.27728E-07 1.25163E-06  2.01511E-08 2.55566E-10
1.0 1.60844E-05 4.68993E-07 2.32415E-08 1.60908E-05 4.70542E-07 1.34622E-08
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Sekil 1. A katsay1 fonksiyonunun N=17 icin elde
edilen yaklasik ¢oziimlerinin rezidiiel hatalarinin
karsilastirmasi
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Sekil 2. A katsay1 fonksiyonunun N=17 igin

edilen yaklasik ¢dziimlerinin karsilastirmasi
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Sekil 3. p katsayr fonksiyonunun N=17 icin elde
edilen yaklasik ¢oziimlerinin rezidiiel hatalarinin
karsilastirmasi

Sekil 4. p katsay1 fonksiyonunun N=17 icin elde
edilen yaklasik ¢oziimlerinin karsilastirmasi
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Sekil 5. § katsay1 fonksiyonunun N=17 icin elde
edilen yaklasik c¢oziimlerinin rezidiiel hatalarinin
karsilastirmasi
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Sekil 6. § katsay1 fonksiyonunun N=17 icin elde

edilen yaklasik ¢6ziimlerinin karsilastirmasi
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T. Agirman Aydin vd. / Bir Egri ve Ug Denklem Uzerine Bir Calisma

4. Tartisma ve Sonug¢

Bu makalede 6ncelikle sabit genislikli egriler, egriyi
belirleyen katsay1 fonksiyonlarina bagh ¢ farkl
diferansiyel denklem ile karakterize edilmistir.
Bunun icin Frenet benzeri bir diferansiyel denklem
sistemi kullanilmistir. Ardindan Hermite ve Bernstein
matris siralama yontemleri ile bu denklemlerin iki
farkli yontemle yaklasik ¢oziimleri hesaplanmis ve
her bir yontem i¢in niimerik bir 6rnek tizerinden hata
analizleri yapilmistir. Buna gore her iki ¢6ziim i¢in de
kesme sinir1 olan N degeri arttikca hata miktarinin
azaldigr gozlemlenmistir. Elde edilen tablo ve
grafiklerden Hermite polinomuna dayali yaklasimin
daha iyi sonuclar verdigi yani daha az hata ile sonuca
yaklastigr gozlemlendi. Dolayisiyla Hermite matris
siralama yonteminin bu egri tipini karakterize eden
denklemler i¢in daha uygun bir yéntem oldugu ifade
edilebilir. Sabit genislikli egri tipinin diferansiyel
denklemlerle ifadesi ve bu yaklasik ¢éziimler bu egri
tipinin uygulamada daha ¢ok tercih edilmesine imkan
taniyacaktir. Bundan sonra yapilacak ¢alismalarda bu
egri tipinin farkl uzaylarda karakterizasyonlar: elde
edilebilir. Farkli uzaylardaki karakterizasyonlar icin
benzer yontemlerle yaklasik ¢oziimler elde edilebilir.
Ayrica sunulan ¢6ziim yontemleri farkli egri tiplerinin
karakterizasyonlari i¢cin de kullanilabilir.

TesekKkiir

Bu calisma TUBITAK 1002 Hizhi Destek Programi
119F213 numarali Sabit Genislikli Egrilerin Analizi ve
Uygulama Kapsaminin On Arastirmasi bashkli proje
ile desteklenmektedir. Desteginden dolay1 Tiirkiye
Bilimsel ve Teknik Arastirma Kurumu’'na tesekkiir
ederiz.
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Bu c¢alismada, “Yiiksekogretim Kurumlart Bilimsel
Arastirma ve Yayin Etigi Yonergesi” kapsaminda
uyulmast gerekli tiim kurallara uyuldugunu, bahsi
gecen yénergenin “Bilimsel Arastirma ve Yayin Etigine
Aykirt Eylemler” basligi altinda belirtilen eylemlerden
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