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Free vibration analysis of axially functionally graded helices via mixed finite 

element method 
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Özet   Abstract 

Bu çalışmanın amacı, eksenel fonksiyonel derecelendirilmiş (EFD) kesin 

geometri tarifi üzerinden elde edilen dairesel olmayan (fıçı, hiperboloidal 
ve eliptik) helislerin doğal frekanslarını incelemektir. Timoshenko çubuk 

kuramı üstünden geliştirilen karışık sonlu eleman yönteminde kesit 

çarpılması da gözetilerek serbest titreşim analizi yapılmıştır. İki düğüm 
noktalı eğrisel sonlu elemanın her düğüm noktasındaki 12 değişken; üçü 

yer değiştirmeler, üçü kesit dönmeleri, üçü kuvvetler ikisi eğilme biri 

burulma momentleridir. Eksenel FD dairesel olmayan geometriye sahip 
ve kesin geometri üzerinden tariflenen helislerin serbest titreşim analizi 

farklı sınır koşulları ve malzeme gradyenti değişimleri üzerinden detaylıca 

tartışılmıştır. Yöntem literatür ya da ANSYS ile doğrulandıktan sonra 
literatür için tamamen özgün problemler çözülmüştür. 

 The objective of this study is to investigate the natural frequencies of 

axially functionally graded (AFG) non-circular (barrel, hyperboloidal 
and elliptical) helices based on exact geometry. Free vibration analysis is 

performed using the mixed finite element method based on Timoshenko 

beam theory by considering cross-sectional warping effect. A two-noded 
curved finite element involves 12 field variables at each node, three 

displacements, three cross-sectional rotations, three forces, and three 

moments. The free vibration analysis of axially FG exact non-circular 
helical geometries is discussed in detail over different boundary 

conditions and material gradient indexes. After verifying the algorithm 

with the problems available in the literature and ANSYS software, original 
problems for the literature are solved. 

Anahtar kelimeler: Kesin helis geometrisi, Fonksiyonel 

derecelendirilmiş malzeme, Sonlu eleman, Çarpılma, Serbest titreşim 
analizi 

 Keywords: Exact helix geometry, Functionally graded material, Finite 

element, Warping, Free vibration analysis 

1 Giriş  

Fonksiyonel derecelendirilmiş malzemeler, hafif, yüksek 

mukavemetli, ısıl direnç özellikli, aşınmaya veya korozyona 

karşı dayanımlı olmaları nedeni ile uzay, havacılık, 

endüstriyel malzemeler, biyoloji, enerji ve savunma 

sanayiinde kullanılmaktadır [1]. Bunlara örnek olarak, 

otomotiv turboşarjlar, termal bariyer kaplamalar, katı oksit 

yakıt hücreleri ve biyomedikal aletler verilebilir [2-6]. 

Ayrıca helisel geometri, nano ölçekten makro ölçeğe kadar 

mühendislik tasarımında yaygın bir kullanım alanına 

sahiptir. Bunlara örnek olarak, helisel karbon nano-tüpler, 

helisel polimerler, helisel erişim düzenekleri, biyomedikal 

aletler, mekanik yaylar, merdivenler, yapı titreşimini 

azaltmada kullanılan helisel izolatörler verilebilir [7-13]. 

Bir kirişte eksenel fonksiyonel derecelendirilmiş (EFD) 

malzeme, kiriş ekseni boyunca sürekli değişen malzeme 

özellikleri ile karakterize edilir. Literatür incelendiğinde, 

eksenel FD kirişler/nano-kirişler ile ilgili çalışmaların çoğu 

doğru eksenli çubuklar üzerinden yürütülmüştür, bu 

çalışmalardan bazıları [14-30] dır. Eksenel FD doğru eksenli 

çubuk çalışmalarına kıyasla, eksenel FD düzlem eğrisel 

çubuklar ile ilgili çalışmaların sayısı daha azdır ve bu 

çalışmalardan bazıları: Rajesekaran [31], eksenel FD 

değişken kesitli eğrisel çubukların statik ve serbest titreşim 

analizini kayma ve dönel eylemsizlik etkilerini dahil ederek 

incelemiştir. Tsiatas ve Charalampakis [32], eksenel FD kiriş 

ve dairesel düzlem çubukların doğal frekanslarının 

optimizasyonu problemi üzerinde çalışmışlardır. Lee ve Lee 

[33], deneme (trial) özdeğer yöntemi ile geliştirilmiş 

doğrudan integral yöntemi kullanılarak eksenel FD dairesel 

kirişlerin serbest titreşim davranışını incelemişlerdir. Noori 

vd. [34], eksenel FD parabolik çubukların hem serbest 

titreşim hem de zorlanmış titreşim problemini tamamlayıcı 

fonksiyonlar yöntemini kullanarak çözmüşlerdir. Temel ve 

Noori [35], değişken kesite sahip eksenel FD sikloit 

çubukların düzlem dışı titreşim davranışını [34] de sunulan 

yöntem ile incelemişlerdir. Literatürde dairesel olmayan 

eksenel FD üç boyutlu helisel çubuklar ile ilgili yalnızca bir 

adet yayına rastlanmıştır. Bu yayında, Calim ve Cuma [36] 

eksenel FD değişken kesite sahip fıçı ve hiperboloidal 

helislerin serbest titreşim analizi problemini transfer matris 

ve rijitlik matris yöntemlerini kullanarak yaklaşık helis 

geometrisi tarifi üzerinden incelemişlerdir.  

Yapısal analizlerle ilgili çalışmalar göz önüne 

alındığında, yaklaşık geometriye dayalı dairesel olmayan 

helislerin dinamik davranışlarını inceleyen çok sayıda 

çalışma mevcuttur. Bunların çoğu serbest titreşim analizini 

[37-44], ve birkaçı [45, 46] ise zorlanmış titreşim analizi ile 

ilgilidir. Dairesel olmayan bir helis geometrisi ekseni 

boyunca değişen eğrilik ve tabii burulmaya sahiptir. Genel 

(Lancret) helis tanımına göre, eksen boyunca eğrilik ve tabii 

burulma arasındaki oran sabittir [47, 48]. Dairesel helisin 

kesin geometrik fonksiyonları (helisin eğriliği, tabi 

burulması, yay boyu gradyenti, yükselme açısı ve yükseklik) 
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dejenere edilerek dairesel olmayan helislerin yaklaşık 

fonksiyonları elde edilmektedir [38]. Ermis ve Omurtag [49], 

Lancret türü dairesel olmayan helislerin geometrik 

fonksiyonlarını kesin ve yaklaşık geometri tarifi üzerinden 

sunmuşlardır. Daha sonra çalışmalarında, yaklaşık helis 

geometrisi tanımının sınırlı olduğu aralığı düzlem eğrisi 

Archimedean veya logaritmik spiralden oluşan konik helisler 

için parametrik bir çalışma ile kesin ve yaklaşık fonksiyon 

(helisin eğriliği, tabi burulması, yay boyu gradyenti) 

sonuçları üzerinden ortaya koymuşlardır. Çalışmalarının 

yapısal analiz ile ilgili kısmında ise, karışık sonlu eleman ve 

yer değiştirme türü sonlu eleman yöntemlerinin 

performanslarını kesin geometri tarifi üzerinden tanımlanan 

ve Archimedean spiralden oluşan konik helisin statik ve 

serbest titreşim analizi üzerinden detaylı olarak 

incelemişlerdir. Ermis [50], Archimedean spiralden oluşan 

konik helis için [49] da sunulan yaklaşık geometrinin sınırlı 

olduğu aralıkta, yapısal analiz sonuçlarının bu dejenerasyon 

işleminden hangi oranlarda etkilendiği problemini statik ve 

serbest titreşim analizleri üzerinden ele almıştır. Helisel 

çubukların yapısal analiz sonuçlarına ait hassasiyet hem 

eksen geometrisinin kesin ifadesine hem de dairesel olmayan 

kesitlerdeki çarpılma etkisinin dahil edilip edilmemesine 

bağlıdır. Araştırmalar, eğri eksenli çubuklara uygulanan dış 

yüklerin önemli mertebelerde bir burulma etkisi yaratma 

eğiliminde olduğunu göstermektedir ve bu yüzden kesit 

çarpılmasının gözetildiği burulma rijitliğinin hassas olarak 

hesaplanması hususunda ayrı bir çaba harcanmaktadır [51-

53]. Aribas [54], karışık sonlu eleman analizi ile kompozit 

eğrisel kirişlerin kesit çarpılması gözetilen normal ve kayma 

gerilmelerini incelemiştir. Aribas vd. [55], kesitteki çarpılma 

etkisini kompozit tabakalı ve kesin geometri tarifi üzerinden 

tanımlanan konik helislerin statik ve serbest titreşim analizi 

üzerinden karışık sonlu elemanlar formülasyon yöntemi ile 

detaylı olarak araştırmışlardır. Arıbas vd. [56], kesitteki 

çarpılma etkisinin dahil edildiği normal ve kayma 

gerilmelerini, tabakalı kompozit- geometrik olarak kesin 

eliptik konik helislerin zorlanmış titreşim analizi üzerinden 

karışık sonlu elemanlar yöntemiyle incelemişlerdir. Jog ve 

Mokashi [51] tarafından sunulan yer değiştirme bazlı sonlu 

elemanlar kullanılarak kesit çarpılması gözetilen burulma 

rijitliği Arıbas [54], Arıbas vd. [55, 56] da iki düğüm noktalı 

eğrisel sonlu eleman matrisine eklenmiştir. Dairesel olmayan 

kesite sahip yapıların lineer olmayan ve burkulma analizleri 

üzerinde çarpılmanın etkisi oldukça önemlidir [57-60]. 

Lancret tipi dairesel olmayan helislerin [49] da verilen kesin 

geometri tanımı, [49] da düzlem eğrisi Archimedean veya 

logaritmik spiralden konik helisler, [50] de fıçı helis ve [56] 

da ise eliptik ve eliptik konik helisler için sunulurken; bu 

çalışma kapsamında hiperboloidal helise uygulanmıştır. 

Daha sonra, bu çalışma ile Timoshenko çubuk kuramı 

üzerinden eksenel FD dairesel olmayan fıçı, hiperboloidal ve 

eliptik türü helisel çubukların serbest titreşim analiz 

problemini ele alan karışık sonlu eleman formülasyonu, [54-

56] da verilen çarpılma etkisinin de dâhil edildiği durum 

gözetilerek sonlu eleman matrisleri elde edilmiştir. Kesitteki 

çarpılmanın yanı sıra kayma etkileri ve dönel eylemsizlikler 

de dikkate alınmıştır. Parametrik çalışmalarda, farklı sınır 

koşullarının, malzeme gradyenti değerlerinin ve dairesel 

olmayan helis geometrilerinin etkileri incelenmiştir. Bu 

çalışmada kesin geometri tarifi üzerinden ele alınan eksenel 

FD helisel çubuk örneklerinin tümü literatür için orijinaldir 

ve bazı kritik örnekler ise sonlu eleman yazılımı olan 

ANSYS’in SOLID186 [61] elemanlarından elde edilen 

sonuçlarla kıyaslanarak doğrulanmıştır. Yazarın bilgisi 

dahilinde, kesin geometri tarifi üzerinden eksenel FD 

dairesel olmayan Lancret tipi helislerin serbest titreşim 

analizi problemi literatürde ilk defa bu çalışmada ele 

alınmıştır. 

2 Materyal ve metot 

Bu bölümde kesin helis geometrisi, helisel çubuk 

geometrisine ait alan denklemleri ve fonksiyonel, karışık 

sonlu eleman formülasyonu ile eksenel FD malzeme 

formülasyonu verilmiştir. 

2.1 Kesin helis geometrisi 

Sırasıyla, s  ve   genel helisin yay boyu ve yatay 

açısının göstermek üzere, helise ait kesin geometrik 

fonksiyonlar şu şekilde sıralanabilir: 

        , ,p x y z   r  helisin x-y düzleminde 

bulunan ilgili düzlem eğrisini göstermektedir. Helisin 

eğriliği      2cosp      ve tabii burulması

       cos sinp      , ilgili düzlem eğrinin eğriliği 

  ,

p p

ss   r  kullanılarak elde edilir. 90     helisin 

yükselme açısıdır,   ise helis açısıdır (Bkz. Şekil 1). Üst 

indis p  düzlem eğriyi ifade etmektedir ve 
p

r  nin alt 

indisindeki virgül ise s  parametresine göre türevi 

göstermektedir. Helisin diferansiyel yay boyu  d ds c    

ile tanımlanır burada   ,c   R  yay boyunun gradyentini 

göstermektedir.  R , Kartezyen koordinat sisteminde 

genel helislerin yer vektörünü tanımlamaktadır (Bkz. Şekil 

1), global eksende düşey koordinat 

   ,
0

tan dpz


    r  eşitliği yardımıyla elde edilir. 

 

 

Şekil 1. Genel helis parçası. :  helis açısı, :  yükselme 

açısı, :  yatay açı, :k Darboux gösterici 

 

Frenet birim vektörleri t , n , b  sırasıyla teğet, normal ve 

binormal birim vektörlerdir. Yukarıda bahsedilen 

fonksiyonlar, yükseklik/yükselme açısı ve Kartezyen 

koordinatlar ile Frenet koordinatları arasındaki dönüşüm  

 



 

 

 
NÖHÜ Müh. Bilim. Derg. / NOHU J. Eng. Sci. 10(1): 319- 327 

M. Ermis 

 

321 

Tablo 1. Dairesel olmayan helislerin x - y  bileşenleri. 0 2 n    burada n  tur sayısıdır. 

Helis Tipi  x     y   

Fıçı 
    

2

max min max 1 cosR R R n       
     

2

max min max 1 sinR R R n       
 

Hiperboloidal 
    

2

min max min 1 cosR R R n       
     

2

min max min 1 sinR R R n       
 

Eliptik 
max cosR   min sinR   

 

 

Şekil 2. Dairesel olmayan kesin helis geometrileri (a) fıçı helis, (b) hiperboloidal helis ve (c) eliptik helis (
maxa R ,

minb R )  

 

matrisi ile ilgili detaylı bilgi Ermis ve Omurtag [49] da 

mevcuttur. Fıçı, hiperboloidal ve eliptik helislere ait ilgili 

düzlem eğrilerinin  p r  xy  düzlemindeki bileşenleri 

Tablo 1’de verilmiştir. Burada 
maxR  ve 

minR  (Bkz. Şekil 2) 

sırasıyla en büyük ve en küçük yarıçap değerlerini göstermek 

üzere, tüm dairesel olmayan helis türleri için 
min maxR R   

oranın tanım aralığı 0 1   dir.  

2.2 Fonksiyonel ve karışık sonlu eleman formülasyonu 

Homojen izotrop helisel çubukların serbest titreşim ve 

statik analizine ait fonksiyonel [44, 62] verilmiştir. Karışık 

sonlu elaman formülasyonunda kullanılan fonksiyonel, 

Gâteaux türevi ve [63] de verilen potansiyel operatör 

konsepti kullanılarak elde edilmiştir. Bu çalışmada, Jog ve 

Mokashi [51] tarafından sunulan yer değiştirme bazlı sonlu 

elemanlar kullanılarak kesit çarpılması gözetilen burulma 

rijitliği [54-56] çalışmalarında sunulduğu gibi iki düğüm 

noktalı eğrisel sonlu eleman matrisine eklenmiştir ve daha 

önceki çalışmalarda izotrop ve homojen malzemeden oluşan 

helisel çubuğa ait fonksiyonel ve alan denklemleri, bu 

çalışma kapsamında eksenel FD helisel çubukların serbest 

titreşim analiz problemini ele alacak biçimde 

genişletilmiştir. Eksenel FD helislerin serbest titreşimi için 

elde edilen fonksiyonel aşağıda verilen Denklem (1)’deki 

gibi elde edilir. 

 , ,t n bu u uu yer değiştirme vektörünü,  , ,t n b    kesit 

dönmesi vektörünü,  , ,t n bT T TT  kuvvetleri ve 

 , ,t n bM M MM moment vektörünü,  s   malzeme 

yoğunluğunu, A  kesit alanını, I  eylemsizlik moment 

vektörünü, C  ve C  kompliyans matrislerini,   ise doğal 

açısal frekansı göstermektedir. 

 

     

   

       

, ,

2 2

1
, , , ,

2

1 1 1
, , ,

2 2 2

ˆ ˆ ˆ, , , ,

s s

A





 
 

   


            




     

        

    


I y u T t T M C M M

C T T u u I

T T u M M u T M

 

 

 

 

(1) 

 

Denklem (1)’de verilen fonksiyoneldeki köşeli 

parantezler iç çarpımları ifade etmekte olup, şapkalı terimler 

sınırlardaki bilinen değerleri ifade etmektedir ve alt indis   

ve  ise sırasıyla geometrik ve dinamik sınır koşullarını 

göstermektedir. İki düğüm noktalı eğrisel eleman her düğüm 

noktasında 12 tane değişkene sahiptir, Frenet koordinat 

takımında tanımlanan bu değişkenlerden üçü yer 

değiştirmeleri, üçü kesit dönmelerini, üçü kuvvetleri ve diğer 

üçü ise momentleri göstermektedir. Bu çalışmada ele alının 

fıçı, hiperboloidal ve eliptik helislerin eleman rijitlik ve kütle 

matrislerinin analitik fonksiyonları kesin geometri tarifi 

üzerinden tanımlanan eğrilik, tabii burulması ve yay 

gradyenti üzerinden Ermis ve Omurtag [49] da belirtilen 

işlem adımları takip edilerek oluşturulmuştur. Dairesel 

olmayan kesitlerde çarpılmanın dahil edildiği burulma 

rijitliği eleman matrisine entegre edilmiştir. 
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2.3 Eksenel fonksiyonel derecelendirilmiş malzeme 

Eksenel FD malzemenin dağılımı üssel fonksiyon olarak 

değiştiği kabul edilmiştir. Boyu L  olan doğru eksenli 

çubuklar için Denklem (2): 

 

   0 1 0 , 0

m
x

g x g g g x L
L

 
     

   
(2) 

 

Tur sayısı n  olan helisel çubuklar için Denklem (3): 

 

   0 1 0 , 0 2
2

m

g g g g n
n


  



 
     

   
(3) 

 

Burada, g  malzeme özelliklerinden elastisite modülünü ( E

) ve malzeme yoğunluğunu (  ) göstermektedir, m  

malzeme gradyenti parametresini, alt indis "0" ve "1" ise 

çubuk ekseni boyunca x  ve   değerlerinin ifade ettiği 

başlangıç ( 0x  , 0  ) ve bitiş ( x L , 2 n  ) 

noktalarındaki malzemeleri göstermektedir (Bkz. Şekil 3, 

Denklemler (2)-(3)). Burada, x  doğru eksenli çubuk 

eksenini ve   ise helisin xy düzlemindeki yatay açısını 

temsil etmektedir (Şekil 1). Malzeme sabitleri 

0 200GPaE  , 
3

0 5700kg m  , 
1 70GPaE  , 

3

1 2702 kg m   ve Poisson oranı 0.3   olarak 

seçilmiştir. Denklem (3) de helisel çubuklar için verilen 

eksenel FD malzeme özelliğinin değişim fonksiyonu, farklı 

malzeme gradyent parametreleri 0.5,1,2,3m   ve tur sayısı 

4n   için yatay açı   ye göre değişimi çizilmiştir (Bkz. 

Şekil 3). Şekil 4’te ise eksenel FD fıçı helis örneği 

verilmiştir.  

 

 

Şekil 3. Malzeme özellikleri fonksiyonu  g   nin 

0 2 n    ( 4n  ) aralığında farklı malzeme gradyent 

parametre değerlerine 0.5,1,2,3m   göre değişimi. 

3 Bulgular ve tartışma  

3.1 Karışık SEY eksenel FD doğru eksenli çubuk için 

literatür ile kıyaslanması 

Eksenel FD malzemenin karışık sonlu SEY ile çözümü 

literatürde ([19, 22]) bulunan eksenel FD doğru eksenli 

çubuğa ait açısal frekans değerleri üzerinden doğrulanmıştır. 

Malzeme parametreleri ve malzemenin çubuk ekseni 

boyunca değişimine ait fonksiyon bölüm 2.3 de verilmiştir, 

malzeme gradyent parametresi 1,2m   ve 3  seçilmiştir. 

Birimsiz atalet yarıçapı  2 0.01r I AL   ve birimsiz 

 

Şekil 4. Eksenel FD fıçı helis örneği 

 

doğal frekans parametresi ise    4

0 0AL E I    

olup burada A  ve I  sırasıyla kesit alanını ve eylemsizlik 

momentini göstermektedir. 40en  sonlu eleman ait birinci 

doğal frekans sonuçları, 50en   sonlu elemana ait sonuçlar 

üzerinde normalize edildiğinde, Tablo 2 de verilen sınır 

koşulları (SK) ve malzeme gradyenti parametreleri için 

aradaki fark %0.01 den azdır. Yakınsama analizi sonuçlarına 

göre, Tablo 2’de eksenel FD doğru eksenli çubuğun birimsiz 

doğal frekans parametresi (  ) 50en   sonlu eleman 

sonuçlarına göre sunulmuştur. Eksenel FD doğru eksenli 

çubuğun karışık SEY (bu çalışma) ile elde edilen sonuçlar 

literatür sonuçları ile oldukça uyumlu olduğu 

gözlemlenmiştir. 

 

Tablo 2. Eksenel FD doğru eksenli çubuğun birimsiz doğal 

frekans parametresi  . 

SK m [19]1 [19]2 [22] 
Bu 

çalışma 

ankastre-
serbest 

1 3.8963 3.8963 3.896370 3.8962 

2 3.8828 3.8828 3.882898 3.8828 

3 3.7957 3.7956 - 3.7958 

sabit-
sabit 

1 7.8459 7.8459 7.846103 7.8456 

2 7.9873 7.9872 7.987477 7.9867 

3 8.0645 8.0644 - 8.0636 

ankastre-
ankastre 

1 12.9065 12.9064 12.90720 12.906 

2 12.6873 126871 12.68796 12.686 

3 12.6030 126028 - 12.600 

DTEM1: Diferansiyel dönüşüm eleman yöntemi, DQEL2 :en 

düşük mertebeli diferansiyel kuadratik eleman  

3.2 Eksenel fonksiyonel derecelendirilmiş dairesel 

olmayan helisler 

Bu örnekte, farklı sınır koşullarına sahip ve kesin 

geometri üzerinden tanımlanan eksenel FD dairesel olmayan 

(fıçı, eliptik, hiperboloidal) helisel çubukların ilk beş doğal 

frekansı, farklı malzeme gradyent parametreleri üzerinden 

araştırılmıştır. Tüm dairesel olmayan helis geometrileri için 
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ortak parametreler: helis yüksekliği 45mmH  , tur sayısı 

4n  , 
min max 0.6R R    olup en büyük yarıçap değeri 

max 15mmR   dir. Dikdörtgen kesit genişliği 1mmw   

olup yüksekliği ise 0.8mmh  ( b  eksenine paralel) dir. 

Malzeme parametreleri ve helis ekseni boyunca değişimleri 

bölüm 2.3 de (Bkz. Şekil 3) verilmiştir. 

3.2.1 Yakınsama analizi 

İlk olarak, 3B eğrisel yapı sisteminde eksen boyunca 

fonksiyonel değişen malzeme parametreleri için yapının 

serbest titreşim davranışını yansıtan karışık sonlu eleman 

formülasyonun yakınsama analizi yapılacaktır. Bu analiz, 

malzeme değişim parametresi 1m   ve iki ucu tutulu sınır 

koşuluna sahip eksenel FD fıçı, eliptik ve hiperboloidal 

helislerin birinci doğal frekans değerleri üzerinden yapılmış 

olup Şekil 5’te eleman sayısına (
en ) göre çizilmiştir.  

 

 

Şekil 5. Eksenel FD fıçı, eliptik ve hiperboloidal helislerin 

birinci doğal frekans değerleri ( f ) için bu çalışma 

(karışık SEY) ve ANSYS-SOLID186 çözümlerine ait 

yakınsama analizi 

 

ANSYS’den elde edilen sonuçlar karışık SEY’den elde 

edilen sonuçlara göre normalize edilerek yüzde farklar Şekil 

5’te verilmiştir, ayrıca karışık SEY ve ANSYS-SOLID186 

elemanına ait bilinmeyen sayıları parantez içinde 

sunulmuştur. ANSYS-SOLID186 elemanda, malzeme 

özellikleri iki boyutlu eğrisel elemanın (Bkz. Şekil 6) düğüm 

noktalarındaki malzeme değerlerinin ortalaması olarak 

tanımlanmıştır. Şekil 5’te, karışık SE yöntemi kullanılarak 

hesaplanan fıçı ve hiperboloidal helisin birinci doğal frekans 

değerlerinin yakınsama hızının ANSYS-SOLID186 eleman 

kullanılarak elde edilen sonuçlara göre daha hızlı olduğu 

görülmektedir. Hatta, karışık sonlu eleman formülasyon 

sonuçları için frekans değerlerinin daha seyrek ağ sıklaştırma 

bölgelerinde bile yakınsadığı gözlenmektedir. Eliptik helise 

ait yakınsama hızı fıçı ve hiperboloidal helislere ait 

yakınsama hızları ile kıyaslandığında hem karışık SEY için 

hem de ANSYS-SOLID186 sonuçları için daha yavaştır ve 

eksenel FD eliptik helis her iki çözüm yöntemi için daha 

yoğun ağ sıklaştırmasına ihtiyaç duymaktadır. Bunun 

nedenini, Şekil 7a’daki helis yayı boyunca eliptik helisin 

eğrilik değerindeki değişiminin hiperboloidal ve fıçı helise 

göre daha yüksek genliklerde ve daha küçük periyotlarda 

sürekli değişen salınmalara sahip olması ile açıklayabiliriz. 

Bu yüzden, eliptik helis daha fazla ağ sıklaştırmasına ihtiyaç 

duymaktadır. Ayrıca, belirtilen helislerin yay boyu 

değişimlerine ait grafik Şekil 7b’de verilmiştir. 

 

 

 
 

Şekil 6. Frenet koordinat takımında ( , ,t n b ) a) ANSYS-

SOLID186 elemanı ve b) karışık SE ait eğrisel eleman 

 

 

 
 

Şekil 7. Eliptik, fıçı ve hiperboloidal helislerin eğrilik ve 

yay boyu gradyenti fonksiyonlarının yatay açı 

0 2 n    aralığında değişimi 
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3.2.2 Parametrik analiz 

Bölüm 3.2.1’de sunulan yakınsama analizi sonuçlarına 

göre, eksenel FD fıçı ve hiperboloidal helis eliptik helise 

göre daha az sayıda elman ile yakınsasa da eliptik helis 

analizinde yeterli yakınsak sonuçları elde etmek için 

toplamda 400 karışık SE gerekmektedir. Bu nedenle, tüm 

helis türlerinde yetirince hassas sonuçları sağlayan 400 

karışık SE sonuçları kullanılmıştır. Bölüm 3.2 ve 3.2.1 de 

verilen parametrelere ek olarak problemler ilave sınır 

koşullarının (ankastre-serbest, serbest ankastre, ankastre-

sabit ve sabit-ankastre) yanı sıra ilave malzeme değişim 

parametreleri 0.5,2,3m   için ele alınmıştır. Eksenel FD 

fıçı, eliptik ve hiperboloidal helislerin ilk beş frekans 

değerleri Tablo 3’te sunulmuştur. Parametrik analizden elde 

edilen sonuçlara (Tablo 3) göre: en küçük birinci doğal 

frekans değeri serbest-ankastre sınır koşulu (SK) ve 

malzeme değişim parametresi 1m   değerine sahip eksenel 

FD fıçı helis için elde edilmiştir. En büyük birinci doğal 

frekans değeri ise ankastre-ankastre SK ve malzeme değişim 

parametresi 0.5m   değerine sahip eksenel FD 

hiperboloidal helis için elde edilmiştir. Burada, sınır 

koşulları sırasıyla helisel çubuğun başlangıç A ve bitiş B 

noktalarını göstermektedir (Bkz. Şekil 4). Eksenel FD fıçı ve 

eliptik helislerin birinci doğal frekans değerleri eksenel FD 

hiperboloidal helis sonuçlarına göre her bir malzeme değişim 

parametresi 0.5,1,2,3m   ve sınır koşulları için 

h

mm

if f   ( f,ei   burada f, e ve h sırasıyla fıçı, eliptik ve 

hiperboloidal helisleri göstermektedir.) formülü üzerinden 

normalize edilmiştir (Bkz. Şekil 8). Bu oran en büyük 

değerini 0.965   olarak ankastre-ankastre sınır koşulu ve 

malzeme değişim parametresi 3m   sahip eksenel FD 

eliptik helis için almaktadır. En küçük değerini ise 

0.795   olarak ankastre-serbest sınır koşulu ve malzeme 

değişim parametresi 0.5m   sahip eksenel FD fıçı helis için 

almaktadır. 
 

Tablo 3. Eksenel FD dairesel olmayan helislerin ilk beş frekans (Hz) değeri. (400 karışık SE)  

  fıçı helis  eliptik helis  hiperboloidal helis 

  m=0.5 m=1 m=2 m=3  m=0.5 m=1 m=2 m=3  m=0.5 m=1 m=2 m=3 

se
rb

es
t-

an
k

as
tr

e 

f1 31.62 31.36 32.37 33.52  33.60 33.24 34.27 35.47  36.55 36.02 36.94 38.07 

f2 31.73 31.50 32.56 33.76  34.27 33.92 34.98 36.21  36.92 36.49 37.58 38.84 

f3 55.46 56.08 58.46 60.53  65.65 65.75 67.92 70.09  75.55 74.97 76.88 79.16 

f4 77.37 77.13 79.07 81.30  90.32 90.20 92.79 95.51  104.02 104.14 107.53 110.70 

f5 125.97 126.33 131.03 135.91  154.49 157.14 161.32 163.95  162.51 165.26 169.41 171.90 

an
k

as
tr

e-

se
rb

es
t 

f1 47.46 49.73 49.58 48.49  52.59 55.17 54.97 53.74  59.71 62.48 62.14 60.80 

f2 47.54 49.85 49.74 48.65  53.33 55.91 55.72 54.50  60.13 63.08 62.90 61.58 

f3 71.74 75.37 76.42 75.60  89.07 93.13 93.67 92.36  107.79 111.88 111.44 109.51 

f4 101.85 105.78 105.61 103.85  123.11 128.50 128.97 127.09  146.17 153.40 155.45 154.00 

f5 166.63 172.58 175.96 173.43  182.09 188.62 192.92 194.07  190.74 197.12 203.24 206.34 

sa
b
it

-

an
k

as
tr

e 

f1 69.05 68.94 70.83 72.86  67.94 67.77 69.67 71.58  75.65 75.24 77.10 78.97 

f2 104.46 105.37 106.76 108.03  102.31 102.88 104.36 105.89  113.21 113.34 114.73 116.43 

f3 130.00 131.30 133.26 134.68  147.69 148.66 150.70 152.50  163.80 165.73 168.72 170.58 

f4 151.81 153.46 154.04 154.46  182.06 182.83 181.67 180.94  197.08 196.62 194.41 193.63 

f5 178.41 175.89 178.08 182.39  210.31 205.86 206.77 210.96  274.98 269.28 270.10 275.12 

an
k

as
tr

e-

sa
b
it

 

f1 90.77 94.38 94.57 93.19  91.50 95.14 95.50 94.32  104.69 108.53 108.78 107.61 

f2 114.03 116.25 116.17 115.64  117.38 120.20 119.85 118.78  134.02 136.90 135.71 134.03 

f3 145.53 148.39 148.85 148.73  169.61 172.91 173.00 172.46  186.96 189.84 190.61 191.23 

f4 159.08 161.52 161.99 162.10  191.45 192.86 192.48 192.61  213.61 215.37 214.73 213.87 

f5 222.60 227.08 230.44 231.98  257.65 263.50 267.83 269.30  308.82 308.63 307.52 308.43 

an
k

as
tr

e
-

an
k

as
tr

e 

f1 134.28 135.18 134.21 133.78  150.77 150.36 147.59 146.32  157.94 156.79 153.19 151.57 

f2 166.09 166.50 164.23 163.11  193.04 192.86 190.30 189.10  211.67 210.36 207.19 205.75 

f3 177.39 178.21 177.37 177.20  206.68 206.48 203.78 202.39  237.49 235.11 230.08 228.05 

f4 179.53 180.70 180.27 180.28  211.90 211.49 208.55 207.77  265.53 264.17 259.14 256.96 

f5 233.04 237.86 241.27 242.70  280.52 285.07 288.67 290.19  341.61 350.11 358.21 361.51 

 

   
(a)  (b)  

Şekil. 8. Eksenel FD hiperboloidal helis sonuçlarına göre normalize edilen (a) eksenel FD fıçı helis ve (b) eksenel 

FD eliptik helis sonuçlarına ait   oranın farklı malzeme gradyenti parametresine (m) göre değişimi 
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4 Sonuçlar  

Bu çalışmanın ilk amacı, dairesel olmayan (fıçı, eliptik ve 

hiperboloidal) Lancret türü helislerin kesin eksen 

geometrisini tanımlamaktır. Kesin helis geometrisi üstünden 

yapısal analizler yaklaşık geometri üstünden yapılan 

analizlere göre hassasiyet anlamında büyük üstünlük 

sağlamaktadır. Bu değerlendirme hem Ermis ve Omurtag 

[49] da ve hem de Arıbas vd. [55] de kapsamlı bir biçimde 

incelenmiştir. Bu çalışmanın ikinci amacı, eksenel FD 

malzemeden imal edilmiş dairesel olmayan (dönel simetrik) 

kesin geometrili helislerin serbest titreşim analizini karışık 

SEY ile incelemektir. Bu çalışma kapsamında aşağıdaki 

sonuçlara varılmıştır. 

 Literatür ile doğrulama: Eksenel FD doğru eksenli 

çubukların temel doğal frekansları [19, 22] ile 

kıyaslanmış ve mükemmel bir uyum sağlanmıştır. 

 Yakınsama: Dairesel olmayan eksenel FD helisel 

çubukların yakınsama analizleri, temel doğal frekansları 

(Bölüm 3.2.1) üzerinden eğrisel karışık sonlu eleman 

formülasyonu ile ANSYS’in SOLID186 sonlu eleman 

sonuçları üzerinden gerçekleştirilmiştir. Eğrisel karışık 

SE formülasyon sonuçları düğüm noktalarındaki toplam 

bilinmeyen sayıları göz önüne alındığında ANSYS’in 

SOLID186 eleman sonuçlarına kıyasla daha üstün bir 

yakınsama performansı göstermektedir (Bkz. Şekil 5).  

 Parametrik analiz: Araştırmada seçilen malzeme değişim 

parametreleri ( 0.5,1,2,3m  ) göz önüne alındığında 

sonuçlar göstermiştir ki; serbest-ankastre, sabit-ankastre 

ve ankastre-ankastre sınır koşulları için, m  değeri 

arttıkça, eksenel FD fıçı ve eliptik helise ait   oranları 

da artmaktadır (Bkz. Şekil 8).  
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