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Makale Bilgileri OZET
Makale Ge¢misi Homotopi 2 — tiplerinin cebirsel modelleri tizerindeki ¢alismasinda J.H.L.Whitehead [1],
Gelis: 13.11.2020 caprazlanmigs modiil kavramimi ilk olarak gruplar iizerine tamimlamis, sonrasinda ise

Kabul: 18.12.2020

caprazlanmig modiil cebirler ilizerinde T. Porter [2] tarafindan tanimlanmistir, ayrintili bilgi
Yaymn: 31.12.2020

i¢in [3,4,5] bakilabilir. Conduché [6] ise 3 - tip homotopi modeli olarak 2-¢aprazlanmis model
Anahtar Kelimeler: kavramim tammlamistir. Carrasco-Cegarra [7], hiper c¢aprazlanmis kompleks kavramini
Caprazlanmis Modiil,
Homotopi, Moore
kompleks,
Pseudosimplisel grup.

tamimlamis ve hiper ¢aprazlanmis kompleksler kategorisinin simplisel gruplar kategorisine
denk oldugunu goéstermistir. Mutlu — Porter [8], simplisel gruplarda Peiffer ciftlerinden
faydalanmislardir. Daha sonra 3 - ¢aprazlanmis modiil yapisi, Arvasi, Kuzpinart ve Uslu [9]
tarafindan tanimlanmistir. Inassaridze [10], pseudosimplisel grup yapisint tammmlamis, Akca
ve Pak [11] pseudo 2- caprazlanmis modiilii tanimlamistir. Bu c¢alismada pseudo 3—
¢aprazlanmigs modiil kavramini tamimlanarak, Arvasi , Kuzpinarn ve Uslu [9] tarafindan
tamimlanan 3-caprazlanmis modiiller ile arasindaki iliski incelenmistir ve pseudo 3-
caprazlanmis modiiller kategorisi ile 3-¢aprazlanmis modiiller kategorisinin denkligi elde
edilmistir [12].

Pseudo 2- Crossed Modules and Pseudo 3- Crossed Modules
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- information, see [3,4,5]. Conduché [6] defined the concept of 2-crossed model as a 3-type homotopy
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model. Carrasco Cegarra [7] defined the concept of hypercrossed complexes and showed that the
category of hypercrossed complexes corresponds to the category of simplical groups. Mutlu —Porter [8]

gr?o)g\sgirl(\j/ls(;dule, made use of piffer pairs in simplical groups. Later, Arvasi, Kuzpinar: and Uslu [9] defined a 3-crossed
Homotopy, Moore module structure. Inassaridze [10] defined the pseudosimplisel group structure. Akca and Pak [11]
complex, defined the pseudo 2-crossed module. In this study, the relationship between 3-crossed modules defined
Pseudosimplical group. by Arvasi, Kuzpinari and Uslu [9] was investigated by defining the concept of pseudo 3-crossed

modules, and the equivalence of the category of pseudo 3-crossed modules and the category of 3-crossed
modules was obtained [12].
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GIRIS (INTRODUCTION)
1.1. Pseudosimplisel Gruplar (Pseudosimplicial Groups)

Bostan farkli bir G grubu iizerinde tanimlanan yiiz homomorfizmleri 9;*: G, = G,_1,0<i<n, n#0
ve sit: Gy, = Gpyq, 0 <i<n pseudo dejenere operatorleri ile birlikte {G, }’den olusan pseudosimlisel grup

yapisi, asagidaki ozellikleri saglar:
opTtop =opgtop, i<j
optist =spotap, i<

n+l.n __ _— Ah+1.n
0i S; —1—6“15]-

n+l.n _ .n—-13n : :
i si =5 0L, i>j+1
Bu sartlara,
n+l.n _ .n+1_n 5 :
SiSj =Sjy1sp 1=]

sartin1 da dahil edersek, simplisel gruplari elde ederiz. Dogal olarak, her simplisel grup bir pseudosimplisel
gruptur. Bunun tersi daima dogru degildir [10].

1.2. Moore Kompleks (The Moore Complex)
Bir G pseudosimplisel grubu igin,

n—-1
(NG,) = ﬂ Kerd?
i=0

olmak Uzere,

d, d,
(NG,a) HEEAN NGl NGl —)NGO

bicimindeki zincir kompleksine G nin  Moore Kompleksi denir ve (NG, d) ile gosterilir. G
pseudosimplisel grubunun n. Homotopi modili m, (G),

™o Kerdl
d”“(ﬂ{;o Kerd{‘“)

n+1

7,(G) = H,(NG,d) =

_ NG, nKerdy
dpti(NGryq)

olarak tanimlanir ve bu G nin Moore kompleksinin n. homolojisine denktir. n > k icin G,, pseudosimplisel
grubu sifir grubu ise bu gruba k — truncated  pseudosimplisel grup denir. Bir k — truncated
pseudosimplisel grup tr, G ile gosterilir ve truncation funktoru,

try: PseudosimpGrp — TriPseudosimpGrp

dir. Bu funktorun sag adjoint funktoru ile k — coskeleletonu,

Cosky.:TriyPseudosimpGrp — PseudosimpGrp
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ve sol adjoint funktoru ile k — skeletonu,
sky: TriPseudosimpGrp — PseudosimpGrp

vardir.

1.3. Tanim ve Notasyonlar (Definitions and Notations)
Bir, [n] ={0 <1< 2 < - <n} siral kiimesi i¢in

6l':[n—1]—=[n], 0<i<nve a:[n+1] - [n], 0<j<ndonisimleri,

n . X X <
ai(x)_{x+1 ;x>
ve
X ; X<]J
ain(x)z{x—l ;o X>j

seklinde tanimlidir. Ayrica 0 < r < n i¢in f:[n] » [n—7r] seklindeki f oparatorlerinin kiimesi
S(n,n —r) olsun. Bu kiimenin elemanlar1 arasindaki bileske isleminden faydalanarak, pseudosimplisel
Ozdeslikler elde edilir.

Jj <iicin aqja; = a;_qa; dir. Burada, a;,a; lerin bileskesi f yi verir.
f =a;o0a;,0-0a;
olup f € S(n,n —r) dir. Bdylece S(n,n —r) nin bir elemant,
{il,"',ir} ; Osll <12 < - <1rSn—1

ile belirlenir. Burada [n] nin elemanlant 0 < i; < i, < - < i, <n—1 formundaki elemanlardir ve
{iy,-+, i} ={i: f() = f(i + 1)} dir. Dolayisiyla; S(n,n) nin tek eleman1 6zdeslik dontisiimiidir ve ()
ile veya @,, ile gosterilir. S(n,0) 1n da tek elemam (n —1,n — 2,---,0) dir. n = 0 igin

seklinde tanimlansin. «,B € S(n) ve a = {i,,-*+,i1} ve B ={js, -, jiyolsun. a < B icin, iy = ji,i, =
Jor i = Jr, iKeN igpq = jrgr - ¥ <S iGNy = ji, iy = jo, -+, i = j, olmalidir. Bu sekilde bir siralama
S(n) kiimesini bir sirali kiime yapar. Ornegin

S(2) =10, < (1) < (0) < (1,0)}
SB)={0:<(2)< (D) <(21)< (0)<(20) <10 < (2,1,0)}

SA)={0,<3)<@2)<B2)<1H<B1HN<ER1<B21)<0M<B0)<0<
(3,2,0) < (1,0) < (3,1,0) < (2,1,0) < (3,2,1,0)}

dir.
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1.4. Pseudosimplisel Grubun Yar1 Direkt Ayrismasi (The Semidirect Decomposition of a
Pseudosimplicial Group)

1.4.1. Tanim (Definition) G bir grup, n = 2 igin, G, G5, -+, G, ler G nin alt gruplar1 olsun. Eger

)] Her1 <s<nicin Gy G, -G, G nin bir alt grubu,
ii) G, Gy -Gy =G,
i) 1<s<t<nicin(G, -Gy "G)NG =1

sartlar1 saglaniyorsa G ye Gq,G,, -, G, lerin n —yaridirekt carpimi denir. Bu durum
G=Gl>QGz>4"'>an
seklinde ifade edilir. Bu durumda g € G eleman1 g; € G; olmak (izere

9192 """ In
seklinde tek bir bicimde yazilima sahiptir.

1.4.2. Tanim (Definition) G bir pseudosimplisel grup olsun. Herhangi n > 0 i¢in G, grubu,
Gp= (- (NG X sp_1NGp1) X X5y SgNG1) X (- (Sp-2NGp1 X Sp_1Sp-2NGp3) X -
X Sp-1Sp—2 " So NGo)
olarak yazilabilir. Bu yazilima G,, nin yar1 direkt ayrisim1 denir.

1.4.3. Teorem (Theorem) G, bir pseudosimplisel grup olmak izere G,, nin yar1 direkt ayrigima;

G, = Kerd? x sP=1(Gp—1)
seklindedir. Buna gore 6zel olarak
G, = NG, X syNG
G, = (NG, % 5;NG,) X (SgNGy X s150NGy)
Gz = (NG3 X 55NG,) X (51NGy X 5,5 NG1) X ((SgNGy X 5550NG1) X (51SgNGy X S3515oNGy)).

Gy = (((NGy X s3NG3) X (S;NG3 X 535,NG,)) X ((51NG3 X s35;NG,) X (5,5 NG,
X S35,51NG;p))) X s¢(Gszin bir ayrisimi)

olur.

a = (ij, i) € S(n) icin karsilik gelen terim,
Sa (NGn—#a) = Sipeiy (NGn—#a) = Sipiy (NGn—#a)

dir. Ayrica burada #a = [ dir.
Boylece herhangi bir x € G,,,y € NG, ve x, € NG,_4, icin

ey T s
aes(n)

seklinde ifade edilir.
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1.5. Hipercaprazlanmis Kompleks Ciftleri (Hypercrossed Complex Pairings)

Hipergaprazlanmis kompleks ciftleri ile ilgili temel fikir Carrasco ve Cegarra [7,13 ] calismalarinda
karsimiza ¢ikmistir. Mutlu ve Porter [8] ¢alismalarinda Conduché [6], calismalarindan faydalanarak,
hipercaprazlanmis kompleks c¢iftlerini olusturmuslardir. Hiper ¢aprazlanmis kompleks ¢iftleri ile ilgili
ayrintili bilgi i¢in Mutlu ve Porter [8] ve Carrasco ve Cegarra [7,13] ¢alismalarina bakilabilir. a, B € S(n)
ve a= (ip,-,i1), B = (s, -+, j1) icin an B = @ olmak Ulzere, (a, B) seklindeki ikililerin kiimesini P(n)
ile gosterelim. Ayrica #a, #B sirasiyla a ve 3 nin eleman sayilarini1 gostersin.

Fup = NGp_ya X NGn_yp = NGy,

doniisiimii, agagidaki degismeli diyagramdan elde edilir.

NGH—#(( x NGn—#a F“'B > NGH
Se X Sp p
v v
GH x G?'l > G?I
H
Burada  F,p = pus, X sg formunda olup:

Sa = SiSi i NGy_yq = Gy

Sg = Sj,Sj i NGp_yp = Gy
biciminde gosterilir.

u:Gy, X G, = Gy
XXy X'y

iken p: G, = NG,, doniisimii p = pp_1Py—zPo Ve 0 <j<n-—1icin p;(x) = xs;d;(x)~" seklinde
tanimlidir.
Xq € Gn_ga » Yp € Gn_yp Olmak lzere; NG, icinde

Fa,ﬁ(xouyﬁ) = pu(sq X S,B)(anYB)
= p[SaXa, Sﬁyﬁ]
dir. Buradan da F,, g (xa,yﬂ) nin elemanlar1 tarafindan tiretilen G, nin  N,, normal alt grubunu gosterebiliriz.
Bu normal alt grup, n = 3 ve n = 4 degerleri i¢in su sekilde elde edilebilir.
n = 3 i¢in miimkiin Peiffer eslesmeleri,

Feo@.Feow.Foen.Foe.Foe.Fow.
dir. N; Uretecleri, her x; € NG,,y, € NG, icin,
F(1,0)(2)(X1,YZ) = [8180X1,Szy2] [Szyz,stoxl],
Frow(Xyz2) = [S2S0X1,51y2][S1y2, S1S2X1][S2S1X1,S2Y2] [S2Y2,S2S0%4],

herx, € NG,,y; € NG, igin,

F(O)(z,l)(Xz,yl) = [So X2,SZS1Y1][5251Y1,81X2][32X2,st1y1],
Ve her x,,y, € NG, i¢in,
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Foyw(X2,y2) = [SoX2,S1Y2][S1Y2,81X2][S2X2,52Y2],
Foy@(X2y2) = [Sox2,S2y2],
Faye(X2,y2) = [S1X2,S2y2][S2Y2,52X2].

seklindedir.

n = 4 igin, ilgili eslemeler:
Foyz2), Fe2ow, Fi10@), Fe100) Feoe,
Feoe, Faoe2), Foea), Foe2), Foe,
Foye, Feoe, Feye), Feow, Feow,
Feo), Feow, Feoo), Feow. Fee),
Faya), Foy), Fo, Fo, Fow

seklindedir. Her x;,y, € NG, x,,y, € NG, , ve her x3,y; € NG5, icin N, normal alt grubunun Uretecleri
kolaylikla elde edilir.

MATERYAL VE YONTEM (MATERIALS AND METHODS)

Pseudosimplisel Gruplar i¢in Caprazlanmis Modiiller (Crossed Modules for Pseudo-simplical
Groups)

Teorem 2.1. Moore kompleksinin boyu 1 olan Pseudosimplisel gruplar kategorisi ile ¢aprazlanmig
mododiller kategorisi denktir [11].

Ispat. Kabul edelim ki G, Moore kompleksinin boyu 1 olan bir pseudosimplisel grup olsun. P =
NGy = Gy, M =NG, =¢ek(d, :G, = G, ) ve 3 = d; almsin ve p P ninm € M tzerine etkisi

Pm = so(p)mso(p)~L,

olarak alinsin, buna gore
d(Pm) = dy(so(P)mso(p)™)

elde edilir. Burada

9
wi—m1—>M—->P—>1

Moore kompleksinin boyu 1 oldugu i¢in d, NG, = 1 esitligi mevcuttur. Her m,m’ € M, p € P i¢in

CM1 9y(Pm) = dy(Pm)
= dyi(so(p)mse(p)™1)
diso(p)d; (m)dyso(p)~*

pd; (m)p~?t

CM2 (alm)m’ = S00; (m)m’Soa1 (m)_l
Sod;(m)m’syd, (m)~*

Sod1(M)m'sod; (M)~ [(m(m") " m ™) (mm'm™")]
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= dy5o(m)dysy(m')dyso(m)~1d,s, (m)

dys1(m')~tdys;(m™) (mm'm™)

=d, (50 (m)s; (m")so(m)~tsy (m)s; (m") s, (m)~1 (mm’m_l))
=mm'm™!

dir. Boylece d : M — P ¢aprazlanmig modiilii elde edilir.

Ik olarak Conduche [6], homotopi 3 - tipler icin bir model olarak 2 - ¢aprazlanmis modiillerden
bahsetmigtir. Akca ve Pak [11] pseudo 2 — ¢aprazlanmis modiilleri tanimlamiglardir. Bu tanimda bir pseudo 2 -

¢aprazlanmis modiiliin

L—%2 sM—2

seklinde gruplarin bir kompleksi ve P-gruplarinin 0,,0; morfizmlerinden meydana geldigi ifade edilmistir.
Burada P grubunun M , L ve kendisi Uzerine grup etkisi ile birlikte

L—2>M
bir pseudo ¢aprazlanmis modiildiir. M nin L Gzerinde etkisiileher | e L,me M ve peP igin
(" (m)

elde edilir. Ayrica “Peiffer lifting” doniisiimleri,

{,}:MxM L
her I,I'e L,m,m’,m”" e M ve peP igin,
P-2CM1) 8, {m m’=(""m'yom** m*
P-2CM2) {0,1,0,I=[1"1]
P-2CM3) G dmm’,me= e, mem, memem

@) dmmmt={mm™™ i m')

P-2CM4) @ {o,,m="10)7,
®) {malh=("m)"()")
P-2CMS) {m,a, 1,1, m}= )iy

ozellikleri saglanir.

Bir pseudo 2-¢aprazlanmis modiilii {L, M,P, 82,81} seklinde gosterilebilir. 2 - ¢aprazlanmis modiil tanimini
elde etmek i¢in yukaridaki kosullara

2cM6) P {m,m'}= {Pm,Pm’}

sart1 da eklenmelidir.
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Conduche [6], Moore kompleksinin boyu 2 olan simplisel gruplar kategorisinin 2-¢aprazlanmis modiiller
kategorisine denkligini gostermis, Akga ve Pak [11] ise Moore kompleksinin boyu 2 olan pseudo simplisel
gruplar kategorisinin pseudo 2- ¢aprazlanmis modiiller kategorisine denkligini géstermistir.

Teorem 2.2.1. Pseudo 2-gaprazlanmis modil kategorisi, Moore kompleksinin boyu 2 olan
pseudosimplisel gruplar kategorisine denktir [11].

ispat Akca ve Pak [11] tarafindan verilmistir.

tr, PseudoSimpGrp
tr

cosk,

PseudosimpGrp_, x-Mod

elde edilmistir.
TARTISMA VE SONUCLAR (DISCUSSION AND CONCLUSIONS)
3.1. Pseudo 3-Caprazlanmis Modiiller (Pseudo 3- Crossed Modules)

Pseudo 3-¢aprazlanmis modiiller kategorisini olusturmak i¢in ilk olarak, Conduch'e [6] nin metodundan
faydalanacagiz. Conduch'e [6] metodunda bir simplisel gurubun yari direkt ayrisimini kullanarak bazi esitlikler
verdi. Bu esitliklerin Mutlu ve Porter [8] tarafindan n =3 i¢in 95 altinda F,, g Peiffer giftlerinin gortntleri
oldugu ifade edilmistir. Arvasi, Kuzpinari ve Uslu [9] ¢alismalarinda Conduch'e [6] den farkli olarak direkt
ayrisim yerine Fy g kullanmislardir. Boylece n = 4 igin benzer esitlikleri tanimlayarak bir 3-¢aprazlanmus
moduliin aksiyomlarini elde etmislerdir. Bizde Arvasi, Kuzpimari ve Uslu [9] nun ¢alismalarindan faydalanarak,
Pseudo 3- ¢aprazlanmis modiil aksiyomlarini elde etmeye calisacagiz.

G , Moore kompleksinin uzunlugu 3 olan bir pseudosimplisel grup olsun, NGy = N, NG; = A, NG, =
B,NG3 = C ile bir

0 0 0
C - B —5 A — N

grup kompleksi elde edilir. Burada N nin A, B, C lzerine etkisi, A nin Bve C Uzerine ve B nin C Ulzerine
etkisi

"a = son(a)son!

"b = s;son(b)s;son?!

"c = 5,5,50n(c)s, 5150071

1

% = sya(b)s,a”
%c = s,s7a(c)s,s;a™t
b.c = s,b(c)syb™ !

olarak tanimlanir.
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[s1S0as25:01a,c]=1
[s1bS2510,b, c]=1

[c’, c1s,05c]=1

ve buradan
%80 = g, 50a(c)sySpat
9260 = 5,b(c)s, b7t
dzc.c’ =c(c)c?
dir ve

d3(b.c) = d3(syb(c)s,b™)
= 6352b(a3c)52b_1

= b(d5¢)b7t
elde edilir. Boylece d5: C — B ¢aprazlanmis modiil oldugu gosterilmis olur.
3.2. Tamim
a a 7]
C —> B —> A — N

yukaridaki gibi bir grup kompleksi olmak tzere, Peiffer liftingleri a,a’ € A, ve b,b’ € B i¢in

{ ) } : AXA — B
{a,a'} =[s1a,s1a'][s;a’,s0q]

{ , }(1)(0) : BXB —C
{b,b"} o) = [s2b’, s5b][s1b, s1b"][s1b’, Sob]

{  Joo : BXB —C
{b,b"} @@ = [s2b,s,b"][s;b’, s1b]

{ ) }(0)(2) : BXB —C
{b,b"} o) = [s2b', sob]
{  Jaow : AXB —C

{a,b"} 1,02 = [s250a,52b"][s2b",51500]

{  Jeoq) ¢+ AXB —C
{a,b"} (2,00(1) = [s250a, 5b"][s2b",5251a][s251a,51b][s1b’, 52500]
{  Jeow @ BXA — C

{b’, a} 0(2,1) = [s251a,5,b"][s1D’, s351a][s251a, Sob']

seklinde tammlansin. Boylece asagidaki 6zdeslikler elde edilir. Burada, a,a’,a’’ € A, b,b’, b" € B,
c,c’,c" € C olmak Gzere
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{a,03¢"} 10)2)

] -1
{a,63c”}(2,0)(1) (") la(C" )

{03¢",a} 0y21) 4Nt
{a,05¢} 1,02 {a,05¢} 2001y {93€,a} 0y21) e
{b’,92b}0)2,1) {b,b'}5 1y {b',b}1y(0)
{0205} o)) {b,b'Y o) 2) [b"b]({b' b'}2)1)) {b, b}y
{92b,b'} (1,0)2) ({b, b} y2) "
{b,b’,b"'} @)@ {b, b'}(zxn by {b, b”}(Z)u)
{bb",b"}(2)1) b.{(b',b'"}2y1){b, Y b} 21y
93({b,b'} (1)(0)) [b,b']{d;b, 0, b’
a3({b,b'} 2)1)) bb'b=1(%2Pp')~1
a3({b,b'} (0y2)) 93({0,D, b'}(1,0)(2))_1
d3({b,a} (y2,1) 2bb~1{d,b,a}
3({a, b} 2.0)1)) d3{a, b} oz “°be(b~V){a,d,b}

{03¢,b} 2)(1) {b, 03¢} (2)(1)

c(®P(cy)

{03¢,b} (1)(0) {b, 03¢} (1)(0) 1
{03¢,05¢'} @)(1) [c,c]
{03¢,05c"} (1)(0) [c¢,c]
{03¢,b'} (0)(2) 1
{02b,03¢} (1,0)2) {b,05¢}0)2)
{92b,05¢} 2.0)(1) {b, 030}(0)(2)C(azb(c_1))
{03¢,0;2b} ()21 92bge—1
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"a,a'} ={"a, "a'}

"b,b'}1y0y = {"b, "b'}1)(0)

"b,b'} 21y = {"b "b'}2)1)

"{b,b'}0y2) = {"b, "b'}0)2)

Ma, b'}(l,o)(z) ={"a, nb’}(l.ﬂ)(z)

"a,b'}201) ={"a "b'}z00)

b, a} )2y = {"D, "a} )21

n{al,a/r} — a{al’ aa”}

"{b,b'}ay0) = { “b, “b'} 10

"b,b'}2y1y = { *b, “b'} 2y

"{b,b'}0y2) = { b, “b'}0)2)

ab'}102) ={"a "b'}10we)

"a,b}a00) ={"a “DIna)

"b',a}oyz,1) = { D', “a}oy21)

elde edilir.

3.3. Tamm Gruplarin bir kompleksinin 3 — ¢caprazlanmis modiilii

d el 2
c 5B 25 45N

gruplarin ve morfizmlerinin bir kompleksi olsun. N nin C, B ve A (izerine etkisi, A nin C ve B {zerine
etkisive B nin C Uzerine etkisi ile birlikte

{ oo * BXB —C
{ oo + AXB — C
{ , }Joeny + Bx4 —C
{  Jow *BXB—C
{ ooy + BXB — C
{ e + AXB —C
{ , 1} : AXA — B
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3 boyutlu Peiffer liftingi denilen doniistimler igin

P-3CM1) c - B % 4

{ . }@q) Peiffer lifting ile bir pseudo 2 ¢aprazlanmis modiildiir.

P-3CM2)  {a,d:cane = {a.05ce0m “©7 ™

P-3CM3) { 0sc, a}(O)(Z,l) “()ct

P-3CM4)  {a,0:d00@ = (a,05eom 0,4 @ey ©74C™
P-3CM5) {b',03b} 0y 2,1y = {b, b}y (b, b3 w0

P-3CM6) (020,032,000 = {055 (B DYy b, B Yoy
P-3CM7) (3,5, 3102y = (B, Joy2) ) ?

P-3CM8)  d5({b, b}y, (0)) = [b, b'1{9,b, 0,b"}

P-3CM9) 95({b, b"}(0),(2)) = 93({02b,b"}(1,02)) ™"
P-3CM 10) 63 ({b, a}(o)'(z'l)) = abb_l{az b, a}

P-3CM11)  85({a, B0,m) = 85 {@ Y0y b *b~{ @, 0, b}
P-3CM12a)  {8s¢, b}y = (Pc)ct

P-3CM12b)  {b,85¢}1y0) = (")t

P-3CM13) {95¢,05¢"}1y0) = ¢’ €]

P-3CM14)  {95¢,b}oy2) = 1

P-3CM15)  {85b,05¢}1,0)2) = (b, 33} o))

P-3CM16) {azb;a3c}(2,o)(1) = {b, a3}(0)(2) C(azb(c_l))
P-3CM17)  {ds¢,0,b}0y2p) = 2cc?

P-3CM18)  d,{a,a’} = aa’a~1(°**a’)"?

aksiyomlar1 saglaniyorsa yukaridaki komplekse bir pseudo 3-caprazlanmis modiil ve (C, B, A, N, d3,05,0;)
ile gosterilir.

Gruplar igin pseudo 3-¢aprazlanmig modiil morfizimlerini,

gosterebiliriz.
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i) = ©Pf@), ) = PPVRE), (M) = PR

Her c € C, b€ B, a € Aigin,
{Yexf=601icn {, ool low.l Yoo
{YAX =0} {Gooe b leon
Y ExA=H0Yen {oen
{}Axfi=f{}en {}

Boylece, pX3Mod ile gosterecegimiz pseudo 3-¢aprazlanmis modiiller kategorisini tanimlayabiliriz.

Pseudosimplisel Gruplar (Pseudosimplicial Groups)

Bir G, Moore kompleksi NG ile gosterilen bir pseudosimplisel grup olsun,

93 a, d,
NG3/64(NG40D4) — NGZ —)NGl —)NGO
grup kompleksi

{ ,} : NG xNG, - NG,

{x1, 1} = [sox1, s1y11[51Y1,Sox1]

{  Jwo NG XNG, — NG3 /0,(NG4N Dy)

{x2,¥2} = [S0x2, 51¥21[51Y2, 51%21[52%2, 52 V2]

{  Joa + NGy XNG, - NG3/0,(NGyN D,y)

{x2,¥2} = [51%2, 521215212, 52%2]

{  }Yo@ NGXNG, = NG3 /0,(NG, N D,)

{x2,y2} = m
}ao@ NG X NG, = NGz /04(NGy N Dy)

{x1,¥2} = [s150%1,52¥21[52¥2, 5250%1]
}eoa) NGy XNGy - NGz /0,(NG, N Dy)

{x1,¥2} = [s250%1, $1Y21[51Y2, 251 %11[5251%1, 52¥21[52Y2, 528024 ]
Joyzry ¢ NGz X NGy = NGz /04(NGy N Dy)

2, %1} = [SoY2,S251%11[5251%1, 5121[52Y2, S251%1]

~
-

~
-

~
-

Peiffer liftingleri ile birlikte bir pseudo 3 - ¢aprazlanmis modiildiir.

3.4. Teorem Pseudo 3 - caprazlanmig modiller kategorisi, Moore kompleksinin uzunlugu 3 olan
pseudosimplisel gruplar kategorisine denktir.
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Ispat: G, Moore kompleksinin uzunlugu 3 olan bir pseudosimplisel grup olsun.

NG; —> NG, —> NG, —> NG,

grup kompleksinin bir pseudo 3 — gaprazlanmis modiil oldugunu gosterelim. Moore kompleksinin uzunlugu 3
oldugundan, NG, n D, = 1, boylece d,(NG, nD,) =1 elde edilir ve NG3/d,(NG, N D,) yerine NG
alabiliriz NG, N D,,

T3: pSIimpGrp<s— pXsMod

Boylece Moore kompleksinin uzunlugu 3 olan pseudsimplisel gruplar kategorisinden pseudo 3 ¢aprazlanmis
modiiller kategorisine bir funktor vardir. Tersine;

03 02 0,

C B A N

Bir pseudo 3 ¢aprazlanmis modiil olsun. Hy, = N olmak (izere, N nin A Uzerine etkisi ile H; = A % N yar1 direk
carpimi elde edilir

dy:AXN — N

(a,n) —n
di:AXN—N

(a,n) = (9,()n
So:N — AXN

n— (1,n).

(a,n) € Ax N igin yiiz ve dejenere doniisiimleri yazilabilir. Simdi, A ve N 'nin B Uzerine etkisi ile, H, =
(B = A) X (Ax N) yari-direkt carpmmim elde ederiz. beB, a,a’ € A ve n € N icin ylz ve dejenere
doniisiimleri,

do:(BxA)x (AxN) - (AxN)
(b,a,a’,n) - (a',n)
di:(BxA) X (AxN)—>(AxN)
(b,a,a’,n) - (aa',n)
dy;:(BxA)x(AXN)—>(AxN)
(b,a,a’,n) - (62(b)a ,61(a’)n)
Sg: (AXN) > (BxA)x (AxN)
(a',n) - (1,1,a,n)
51:(AXN) > (BxA)x(AxN)
(a@',n) - (1,a',1,n)
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{, }2)q1) bir pseudo 2 — gaprazlanmig modiil oldugundan B nin C Uzerine etkisi, b € B,c € C igin

Pc = {85¢, b}zynyc?
bu etkiyi kullanarak C < B yari1 direkt ¢arpimini elde ederiz. (b, a) € B < A nin (c,b) € C x B Uzerine etkisini

kullanarak
(1’a)(c,b') = 9 1c), a 1b')
= (o), ()
“D(e,by = 1(Pe), 1B
= 2(), (0"
= %2%¢(b, 03¢} (291, bbb

elde edilir. Boylece

H; =(CxB)x(BxA)X(AxN)

Yari direk ¢carpimi elde edilir. Dejenere ve yiiz operatorlerimiz
do: =(CxB)x(BxA)xX(AXN) > (BxA)x(AxN)
(¢c,b,b',a,a’,n) - (b',a,a’,n)
di: =(CXB)X(BXA)X(AXN)->(BxA)x(AxN)
(¢,b,b',a,a’,n) - (b,a,a’',n)
dy: =(CXB)X(BxXA)X(AXN)—>(BxA)x(AxN)
(¢,b,b',a,a’',n) - (bb',a,a’,n)
d;3: =(CxB)X(BxA)xX(AXN)—> (BxA)x(AxN)
(¢,b,b',a,a',n) — (05ch,0,b'a,a’,n)
So: =(BXA)X(AXN)—> (CxB)x(BxA)>x(AxN)
(b,a,a’,n) - (1,b,1,a,a’,n)
S1:=(BXA)XAXN)>(CxB)x(BxA)x(AxN)
(b,a,a’,n) - (1,1,b,a,a’,n)
S;: =(BXA)X(AXN)>(CxB)x(BxA)x(AxN)
(b,a,a’,n) - (1,b,1,a'n)
Boylece 3-truncated pseudosimplisel grup H = {H,, H,, H,, H3} elde ederiz.
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