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Oz

Finansal ve aktiieryal bagimlilik modellemesi ¢aligmalarinda siklikla tercih edilen eliptik kopulalar, dinamik
bagimlilik modellemesi elde etmek ve kuyruk bagimlilig: ile eliptik bagimliligin modellenebilmesi gibi ¢esitli
nedenler ile diizenlenebilir. Diizenlenmis s6zde-kopula ile esnek bir bagimlilik modellemesi elde edilir. Bu
caligmada, diizenlenmis sozde-kopula fonkiyonlarinin diizenlemeden sonra da sozde-kopula fonksiyonu
ozelligini korudugu gosterilmis ve bu fonksiyonlarin elde edilme agamalari verilmistir. Uygulama boliimiinde,
s6zde-kopula fonksiyonlarinin diizenlenmesinin etkinligi perspektif ve izohips egrileri ile incelenmis ve
diizenlemenin sagladig1 fayda, diizenlenmis sdzde-kopula regresyon modelleri yardimiyla gosterilmistir.

Anahtar sozciikler: Bagimlilik, Diizenlenmis sozde-Gauss kopula, Eliptik kopula, Kuyruk bagimhilig:, Sézde-
gozlemler.

Abstract
Flexible dependence modelling with elliptical pseudo-copulas

Elliptical copulas, which are frequently preferred in financial and actuarial dependency modeling studies, can
be modified for various reasons such as obtaining dynamic dependency modeling and modeling tail dependency
and elliptic dependence. With the modified pseudo-copula, a flexible dependency modeling is obtained. In this
study, it is shown that the modified pseudo-copula functions preserve pseudo-copula function feature after the
modification and the stages of obtaining these functions are given. In the application part, the efficiency of the
modification of the pseudo-copula functions is examined with perpective curves and contour lines, and the
benefit provided by the modification is demonstrated with the help of modified pseudo-copula regression
models.

Keywords: Dependence, Modified Gaussian pseudo-copula, Elliptical copula,, Tail dependence, Pseudo-
observation.
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1. Giris

Bagimlilik modellemesi denince akla ilk gelen modeller kuskusuz kopula fonksiyonlaridir. Ortak olasilik
dagilim fonksiyonlarmin, marjinal olasilik dagilim fonksiyonlar ile ifade edilmesini saglayan Sklar’in
Teoremi, birgok bagimlilik ¢alismasinin temelini olusturur [1]. Bagimlilik ¢aligmalarinda kopula, daha ¢ok
finansal ve istatistiksel veriler i¢in kullanilmus, aktiierya bilimlerinde ise bagimliligin kopula ile
modellenmesi yakin gegmiste ¢aligilmigtir.

Aktiieryal galismalarda kopula ile bagimliligin modellenmesinde, Frees ve Valdez’in [2] ¢aligmas1 6nemli
ve temel kaynak niteligindedir. Hayat sigortalarinda ¢oklu azalim modellerinde ve birlesik yasam
rtinlerinde [3, 4], saglik sigortalarinda hasar tutari ile sayisi arasindaki [5, 6] bagimlilik kopula ile
modellenmistir. Hayat dis1 sigortalarda ise, hasar tutari ile sayisi arasindaki bagimliligin [7, 8, 9], hasar
sayilart arasindaki bagimliligin [10, 11], hasar tiirleri arasindaki bagimliligin [12-14], hasar nedenleri
arasindaki bagimliligin [15, 16], hasar siiresi ve hasar tutari arasindaki bagimhigin [17] ve mekansal
bagimliligin [18, 19] modellemesinde kopula fonksiyonundan yararlanilmaktadir. Hayat dis1 sigortalarin
rezerv hesaplamalarinda [20-23] ve aktiieryal verilerle yapilan finansal ¢alismalarda da [24-26] bagimliligin
modellenmesinde kopula kullanilmigtir.

Eliptik dagilimlarin toplami yine bir eliptik dagilim oldugundan, ¢ok degiskenli eliptik dagilimlardan elde
edilen eliptik kopula fonksiyonlari, finansal g¢aligmalarda varlik portfoylerindeki bagimligin ve aktiierya
bilimlerinde toplam hasardaki bagimliligin modellenmesinde tercih edilir [27]. Eliptik dagilim ailesinin en
sik kullanilan tiyeleri Gauss kopula ve t-kopula fonksiyonlaridir. Gauss kopula fonksiyonu, ¢ok degiskenli
normal dagilima bagli olarak tanimlandigindan ve degisken sayisinin ¢ok olmasi durumunda, diger
parametrik kopula fonksiyonlarina gore ¢alisilmasi daha kolay oldugundan tercih edilir [28, 29]. Gauss
kopula fonksiyonu sahip oldugu bu avantajlarin yaninda, asimetrik bagimliligin, eliptik bagimliligin,
dairesel simetriye gore bagimliligin ve kuyruk bagimliliginin modellenmesinde yetersiz kalmaktadir [28,
30, 31, 32].

Bagimlilik calismalarinda, var olan kopula fonksiyonlar1 daha dinamik bagimlilik yapilar1 elde etmek ya da
kuyruk bagimlilig1 ve eliptik bagimliligin modellenebilmesi gibi gesitli sebeplerle diizenlenmistir. Patton
[33, 34] zamana bagli olarak degisen kosullu bagimliligin ve ¢ok degiskenli bagimliligin modellenebilmesi
amactyla kosullu kopula tanimmini gelistirmistir. Fermanian ve Wegkamp [35, 36], kosullu kopula
fonksiyonlarin1 gelistirerek sozde-kopula fonksiyonlarini tanimlamustir. S6zde-kopula fonksiyonu ile
kopulanin duragan yapisindan uzaklasarak, dinamik yani zamana gdre degisen bir yap1 kazanmasi
amaglanmaktadir. So6zde-kopula fonksiyonunun iligki katsayisi, ¢esitli fonksiyonlar yardimiyla
degistirilerek, diizenlenmis s6zde-Gauss kopula gelistirilmistir [30, 31]. Kopula fonksiyonlarinda yapilan
degisikliklerin etkisinin test edilmesi ve farkli kopula fonksiyonlarmin karsilastirilastirilarak uygun
kopulanin segilmesi ile ilgili calismalar da yapilmistir [37, 38].

Bagimlilik ve iligkili olma durumu farkli olmakla birlikte, birbiri ile baglantilidir. Gauss kopula gibi baz1
bagimlilik modelleme yontemlerinde parametrenin direkt iliski katsayisi olmasindan dolay1 bagimlilik iligki
katsayisi ile dogrudan iliskilendirilebilir. Degiskenler arasindaki iliski; kovaryans, varyans-kovaryans
matrisi, iliski katsayis1 ve iliski matrisi ile dl¢iilebilir. Iliski katsayis1 ve iliski matrisi; kovaryans ve varyans-
kovaryans matrisinin standartlastirilmig halidir. Rastlant1 degiskenleri arasindaki iliski; Pearson dogrusal
iligki katsayist, sira iligki katsayilarindan Spearman’in p ile Kendall’in 7 katsayilart ve kuyruk bagimlilig
katsayis1 olarak siniflandirilan bagimlilik l¢iimleri ile incelenebilir.

Bu c¢alismada, s6zde-Gauss kopula fonksiyonlarinin diizenlenmesiyle elde edilen diizenlenmis s6zde-kopula
fonksiyonlari ile esnek bir bagimlilik modellemesi sunulmustur. Diizenleme yardimiyla verideki bagimliliga
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uygun kopula fonksiyonu ile dogru bir bagimlilik modellemesi elde edilerek, bagimlilik hesaplamalara dahil
edilebilir ve gercege daha yakin hesaplamalar yapilabilir.

Bu calismada Ikinci Boliim’de genel olarak kopula fonksiyonlari, dzellikleri ile eliptik kopulalardan Gauss
kopula ve sdzde-Gauss kopula fonksiyonlar1 hakkinda kisaca bilgi verilmistir. Ugiincii Béliim’de
diizenlenmis s6zde-kopula fonkiyonlarinin elde edilme asamalari ve diizenlemeden sonra da kopula
fonksiyonunun s6zde-kopula fonksiyonu 6zelligini korudugu gosterilmistir. Dordiincti Boliim’de
diizenlenmis s6zde-kopula regresyon model yardimiyla bagimlilik varsayimi altinda hasar tutan ile
sayisinin ortak dagilim ve ortak olasilik yogunluk fonksiyonlarinin ¢ikarimina kisaca yer verilmistir. Besinci
Bolim’de Sigorta Bilgi Merkezi (SBM)’den alinan verinin kullanildigi uygulamada, s6zde-kopula
fonksiyonlarinda diizenleme yapmanin etkinligi perspektif ve izohips egileri ile incelenmis ve diizenlemenin
sagladig1 esneklik diizenlenmis sdzde-kopula regresyon modeli yardimiyla gosterilmistir. Calismanin
sonucunda elde edilen sonug ve bulgulara ise Altinc1 Boliim’de yer verilmistir.

2. Yontem

2.1. Kopula

Bagimlilik modellemesi denince akla ilk gelen kopula fonksiyonu 1959 yilinda Sklar tarafindan ortaya
atilmis ve hala bircok c¢alismanin temelini olusturmaktadir [1]. Istatistik, ekonomi, ekonometri ve finans
gibi bir¢ok bilim dalinda degiskenler arasindaki bagimliligin modellenmesinde kopula fonksiyonlarindan
yararlanilmaktadir. Aktiierya Bilimleri alaninda kopulanin ilk kullanildigi c¢alismalar agirlikli olarak
finansal ¢aligmalar olmakla birlikte, zaman i¢inde hayat ve hayat dis1 sigortalar matematiginde bagimlilik
modellemesinde tercih edilmistir.

Bag, iligki ve birlikte hareket eden anlamlarina gelen kopula, ¢ok degiskenli ve normal olmayan dagilimlarin
tanimlanmasinda ve bagimliligin modellenmesinde kullanilir. Kopula fonksiyonu, marjinal dagilimlar
birlestiren ¢cok degiskenli dagilim fonksiyonu olarak tanimlanabilir [39]. Dagilim fonksiyonlariin tanim
araligi 1=[0,1] oldugu i¢in kopula; marjinal uniform dagilimli rastlanti degiskenlerini birlestiren ¢ok
degiskenli bir dagilim fonksiyonu olarak da tanimlanabilir.

Kopula fonksiyonlarmin daha iyi anlasilabilmesi i¢in reel eksen, genisletilmis reel eksen, artan ve azalan
fonksiyonlarin 6zellikleri, bir fonksiyonun hacmi gibi temel matematiksel bilgilerin verilmesinde fayda
vardir. (—o0,00) agik araligi R reel eksenini, [—oo, o] kapali aralig1 ise R genisletilmis reel ekseni ifade
eder. Benzer bigimde; R? = RxR reel diizlem iken, R? = R xR genisletilmis reel diizlemdir.
Genisletilmis reel diizlem tizerinde iki kapal araligin kartezyen carpimi; koseleri (xq,V1), (X1,¥2),
(x2,v1) ve (x3,y,) olan B = [xq, x5]x[yy, ¥2] dikdortgenidir. iki degiskenli H(.,.) fonksiyonunun
tanim kiimesi DomH, R ? genisletilmis reel diizlemin alt kiimesidir ve aym fonksiyonun gériintii kiimesi
RanH fonksiyonu, R reel eksenin alt kiimesidir [39].

S; ve S5, R genisletilmis reel ekseninin bos olmayan alt kiimeleri ve H(.,.) tamim kiimesi DomH =
S1xS, olan bir fonksiyon olsun. B = [xq, x31x[y1,¥2], H(.,.) nin tamm bdlgesindeki tiim noktalar
iceren bir bolge olsun. B bolgesinin H-hacmi,

Vy(B) = H(x2,¥,) — H(x3,y1) — H(x1,¥2) — H(x1,y1) 1)
bi¢imindedir.
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Kose noktalari, H(.,.) fonksiyonunun tanim kiimesi DomH iizerinde olan tiim B dikddrtgenleri igin
Vy(B) = 0 ise, iki degiskenli H(.,.) fonksiyonu 2-artandr.

1°=[0,1]x[0,17’den 1=[0,17’e¢ tamimlanan ve C(.,.) ile gosterilen iki-degiskenli kopula fonksiyonu
calismalarda kisaca C kopula fonksiyonu olarak kullanilmaktadir. u = (uq,u,) ve v = (v4, v,) olmak
iizere C: I? — I 2-degiskenli kopula fonksiyonunun saglamas: gereken zellikler asagida belirtilmistir [39]:

1. Her ue[0,1] i¢in, w’nun iiyelerinden biri 0 iken, kopula fonksiyonu 0 degerini alir.
C(uy,0) =C(0,uy) =0
2. Herue[0,1] igin asagidaki esitlikler saglanmalidir.
Cluy, 1) =u; veC(,uy,) =u,
3. Her uel0,1] veve[0,1] icin u; < u, ve vy < v, ise kopula hacmi Vi = Vi 1 1xuy.,]
pozitiftir.
Ve = C(up, v2) — C(ug, v1) — C(uy, vz) — C(uy,v1) 20

Kopula fonksiyonu, u ve v degiskenleri kullanilarak tanimlanabildigi gibi, Sklar’in Teoremi yardimiyla
dagilm fonksiyonlar1 kullanilarak da tanimlanabilir  [1]. Dagilim fonksiyonlari  Fy, (x1),

Fy,(x3),....Fx, (xy,) olan n rastlanti degiskeni olsun. Sklar’in Teoremi’ne gore,

Fx, .x, (X1) o) Xp) = C[Fy, (x1), e Fx, (x)] (2

esitligini saglayan bir C kopula fonksiyonu mevcuttur.

Fy, (x1), ..., Fx, (x,) marjinal dagilim fonksiyonlar: siirekli ise, C kopula fonksiyonu tektir ve deger
kiimeleri tizerinde tek olarak tammlanir. Diger taraftan, C bir kopula fonksiyonu ve Fx, (x1), ..., Fx, (xp,)
marjinal dagilim fonksiyonlart ise C[Fy, (x1), ..., Fx, (x,)] fonksiyonu n rastlanti degiskeninin ortak
olasilik dagilim fonksiyonudur. Sklar’in Teoremi, kopula fonksiyonlarinin varligin1 gosteren bir teoremdir.

Kopula fonksiyonunun elemanlar1 kesikli veya karma ise C fonksiyonu tek degildir ancak bir kopula
fonksiyonudur.

Kopulalar parametrik ve parametrik olmayan kopulalar olarak ayrilabilir. Parametrik kopulalar genel olarak
eliptik kopula (t-kopula (Student) ve Gauss kopula) ve Arsimet kopula (Clayton kopula, Gumbel kopula,
Frank kopula) olarak ayrilir [40]. Parametrik olmayan kopulalar Bernstein, grid-tip ve kernel kopulalar
olarak siiflandirilabilir. Bu kopula fonksiyonlarinin disinda bir¢ok kopula fonksiyonu mevcut olup, farkli
bagimlilik yapilarinin modellenmesinde kullanilirlar. Eliptik kopula tiirlerinden biri olan Gauss kopula
fonksiyonu olduke¢a yaygin kullanilan bir kopula tiiriidiir.

2.1.1. Gauss Kopula

®(.) tek degiskenli standart normal dagilima ait dagilim fonksiyonunu, ®,, (. |I") T iliski matrisine sahip n
degiskenli standart normal dagilima ait dagilim fonksiyonunu gostersin. 4 = (uy, ..., U,) € I olmak
tizere C: I — I n-degiskenli Gauss kopula fonksiyonu asagidaki gibi yazilir:

C(uli '--Junlr) = q)n(q)_l(ul)t B q)_l(un)lr) (3)

n=2 durumunda elde edilecek 2-degiskenli Gauss kopula fonksiyonu asagidaki gibi elde edilir:
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C(uy, u,|I) = ¢n(¢_1(u1);¢_1(u2)|r) (4)
0 @M (ug) P (uyR) 1 52—2pq,st+t?
CluupD) =5, 7 [, " oo P {—m} dsdt (5)
1 pp2
r= [
Pz 1

Bagimlilik modellemesi ¢alismalarinda Gauss kopula diger kopula tiirlerine gore daha ¢ok tercih edilir.
Gauss Kopula fonksiyonunun avantajlar1 Brigo ve digerleri [28] ile Song [29] tarafindan asagidaki gibi
siralanmustir:
= Kopula fonksiyonundaki degisken sayis1 ¢ok oldugunda, Gauss kopula fonksiyonu ile ¢aligmak
diger parametrik kopula fonksiyonlarina gére daha kolaydir.
= (Cok degiskenli normal dagilima bagli olarak tanimlanan Gauss kopula fonksiyonundaki iliski ve
bagimlilik 6l¢timleri kolay tanimlanir.
»  Gauss kopula fonksiyonunun tiim bilesenleri klasik dogrusal regresyon modeli oldugunda, vektor
genellestirilmis dogrusal model (VGDM), klasik ¢ok degiskenli dogrusal modele doniisiir. Ancak
diger parametrik kopula tiirleri ile olugturulan VGDM’ler i¢in ayn1 durum s6z konusu degildir.

Gauss kopula fonksiyonunun avantajlari olmasina karsin; asimetrik bagimliligin, eliptik bagimliligin,

kuyruk bagimliliginin ve dairesel simetriye gére bagimliligin modellenmesinde yetersiz kalmaktadir [28,
30, 31, 32].

Dagilim fonksiyonlar1 Fy (x) ve Fy, (x;) olan iki rastlant1 degiskeni olsun. Eger,
Ay = lim P (X2 > Fy ! (u)|X1 > Fy ! (u)) 6)
u-1
ise X; ve X, rastlant1 degiskenleri iist kuyruk bagimliligina sahiptir ve A;; € (0,1] dir. Eger,
A, =1im P (X, < Fe@)|X, < Fw) )
u—0

ise X; ve X, rastlant1 degiskenleri alt kuyruk bagimliligina sahiptir ve A; € (0,1] dir. Eger X; ve X,
rastlant1 degiskenleri bagimsiz ise Ay = A; = 0’dir [28]. Gauss kopula fonksiyonunda iist ve alt kuyruk
bagimliligi olmadigi icin Ay = A, = 0°dur.

Finansal ve aktiieryal verilerde asimetrik bagimlilik ve kuyruk bagimliligi ile karsilasma olasilig: yiiksektir.
Bu nedenle ozellikle gergek veri ile yapilan uygulamalarda, bagimlihigin modellenmesinde kopula
fonksiyonlarinda belirli diizenlemeler yapilabilmektedir [30, 31].

2.2. Sozde-Kopula

Kopula fonksiyonlarn ile bagimlilik duragan olarak modellenmektedir, ancak finansal ve aktiieryal
verilerdeki bagimlilik dinamik bir yapiya sahiptir. Fermanian ve Wegkamp [35, 36] ¢alismalarinda daha
dinamik bir bagimlilik yapisi elde etmek amaciyla Patton [33, 34] tarafindan 6ne siiriilen kosullu kopulay1
gelistirerek sdzde-kopula fonksiyonunu tanimlamiglardir. Patton’un [34] kosullu kopula tanimi, Fermanian
ve Wegkamp [36] tarafindan 6l¢iim kurami ve Sklar’in Teoremi’ne ait Ozellikleri saglayacak sekilde
gelistirilmigtir. Kosullu ve sézde-kopulalar, Cherubini ve digerleri [41] tarafindan parametreleri ve sekli
zamana gore degisen dinamik kopulalar olarak adlandirilmustir.

u = (uy, .., u,) ve v = (v, ..., v,) olmak iizere PC: I — I n-degiskenli s6zde-kopula fonksiyonun
saglamasi gereken 6zellikler agsagida belirtilmistir:



O. Karadag Erdemir, M. Sucu [ Istatistikgiler Dergisi: istatistik&Aktiierya, 2020, 2, 61-77 66

1. Her wue[0,1]" icin, wnun iiyelerinden en az biri 0 iken i=1,..,n icin
PC(uq, ., Uj—1, 0, Uj4q, o, Upy) = 0°dir.

2. PC(1,..,1) = 1’dir.
3. Her uel0,1]" ve ve[0,1]" igin, u < v (uy < vy, ..., Uy < V) iken, [w, v]’nin kopula hacmi

olan Viy, v,1x..x[unvy) POZitiftir [35, 41].

Sézde-kopulalar, bir 6zellik diginda kopula fonksiyonu 6zelliklerini saglar. S6zde-kopulalara has olan bu
ozellik, PC (uy, ..., Uy ) ¢ok degiskenli kopula fonksiyonunda 1 < k < n i¢in u;, disinda tiim elemanlarin
1’e esit olma kosulunun aranmamasidir.

Fermanian ve Wegkamp [35] ile Cherubini ve digerleri [41] s6zde-kopulanin diger 6zelliklerini tanimlamak
amaciyla baz1 teoremlerden yararlanmislardir. H(.) R™ de tanimli n-degiskenli bir dagilim fonksiyonu ve
Fi(.),...,FE,(.) R de tamml tek degiskenli n adet dagilim fonksiyonu olsun. Her x = (x4, ..., X,), X =
(%y, ..., %) i¢in 1 < j < n iken Fj(x;) = F;(¥;) ise H(x) = H(%) olur. Her x = (xy, ..., ;) i¢in
H(x) = C(F;(x1), ..., F,(x,) ) esitliginin saglandigi bir C(.) sozde-kopula fonksiyonu mevcuttur.
Ayrica C(.) eger bir sdzde-kopula fonksiyonu ve F;(.), ..., F,(.) fonksiyonlar tek degiskenli dagilim
fonksiyonlari ise, H (. ) fonksiyonu n-degiskenli bir dagilim fonksiyonudur [35]. C(.) sdzde-kopulasi her
j=1,..,n ve x = (xq,..,xX,) € R™ igin ancak ve ancak H(OO, s Xj, ...,00) = F}-(xj) esitligini
sagliyorsa bir kopula fonksiyonudur [41].

S6zde-Gauss kopula, en yaygin kullanilan sézde-kopula fonksiyonudur ve bir tiir eliptik kopuladir. Eliptik
kopulalar, eliptik dagilimlar i¢in Onerilmis kopulalardir. Gauss dagilimi diginda finansal galigmalara
uygunluk saglayan t-dagilimimin kullanildigi kopula fonksiyonlar1 da vardir. Eliptik sdzde-kopulalar ile
daha dinamik bir yap1 elde edilmektedir. Ancak dairesel simetriden dolayr alt ve iist kuyrugu ayni
algilandigindan, alt ve {ist kuyruk bagimliligin1t modelleme de yetersiz kalirlar. Zaman i¢inde bu sorunlari
gidermek i¢in Arsimet ve s6zde-Arsimet kopula fonksiyonlar: tanimlanmustir [39]. Arsimet kopulalarla ¢ok
degiskenli ¢alismalar yapmak zor oldugundan ve gergek veriye uyum saglamada sorun yasandigindan
bagimliligin modellenmesinde yetersiz kalmistir. Kopula fonksiyonlari belirli diizenlemelerle degistirilerek
[30, 31] veya farkli kopula fonksiyonlar1 agirlikli ortalama veya dogrusal kombinasyon gibi belirli
fonksiyonlarla bir araya getirilerek [42] bu sorunlar giderilmeye ¢alisilmaktadir.

2.3. Diizenlenmis Sozde-Kopula

Kuyruk bagimliliginin olmamasi, 6zellikle gercek veri uygulamalarinda oldukga kullanigh olan Gauss
kopula fonksiyonunun eksik yonlerinden biridir. Standart Gauss kopula yerine s6zde-Gauss kopula
fonksiyonunu kullanan Fang [30] ile Fang ve Madsen [31] ¢alismalarinda eliptik ve kuyruk bagimliligini
daha iyi modellemek amaciyla bu kopula fonksiyonlarini diizenlemislerdir. Gergek sigorta verileri ile
kullanilabilecek dinamik yapida, eliptik bagimliligi ve kuyruk bagimliligin1 modelleyebilen diizenlenmis
sozde-kopula fonksiyonlari 6nerilmistir. S6zde-kopula fonksiyonlari yeniden tanimlanirken iliski matrisi
diizenlenmistir. I' iligki matrisinin elemanlar1 olan iliski katsayilarini; modelin kuyruga yakinsama hizini
kontrol eden a;; parametresi, modelin kuyruk seklini kontrol eden b;; parametresi ile kopulanin

elemanlarinin (U4, ..., Uy, ) bir fonksiyonu olarak diizenleyerek I'* diizenlenmis iliski matrisi elde edilmistir.
Yapilan diizenlemeler agsagida kisaca 6zetlenmistir:
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*  (C(uy, ..., Uy) standart bir kopula fonksiyonudur. Kesim 2.1°de verilen tiim 6zellikleri sagladigi
varsayilir.

» PC(uq,...,u,) bir sozde-kopula ise, standart kopulanin saglamasi gereken 6zelliklerden,

c@,..,ug, ...1) = u, 1<k <p esitligini saglamak zorunda degildir.

» PC(uq,..,u,) bir diizenlenmis sdzde-kopula ise, standart kopulamin saglamasi gereken
ozelliklerinden biri olan; C(1,...,uy,...1) = ug, 1 < k < p esitliginin saglanmas1 gerekmez.
I'* diizenlenmis iligki matrisinin elemanlari olan p; j iliski katsayilari, modelin kuyruga yakinsama
hizin1 kontrol eden a;; parametresi ve modelin kuyruk seklini kontrol eden b;; parametresi ile
kopula fonksiyonunun elemanlari olan u = (uy, ..., U,) nun bir fonksiyonu olarak p; =
f (ui, uj; agj, by;) bigimindedir. I'* diizenlenmis iliski matrisi asagida verilmistir.

1 piz = f(A12,b12;Uq,up) o Pin = (@1 b1ns Uy, Up)
r* = P12 = f (@12, b12;uy,u3) 1
pIn = f(alnr bin; ul'un) 1

Fang ve Madsen [31] iliski katsayisin1 tanimlamak i¢in bes farkli fonksiyon ele almistir. Bu fonksiyonlarin
se¢iminde eliptik yapidan dolay trigonometrik fonksiyonlar tercih edilmistir. Fang ve Madsen [31], p;; =
f(ayj, bij, u;, u;) fonksiyonunu kisaca p(u, v; a, b) olarak ele alip, tammlama yapmustir. Iliski katsayisin

tamimlamak icin ele aldiklar1 fonksiyonlar b(1 — auv), b cos (ga(l - uv)), b sin (ga(l — uv)),

b tan (% a(l— uv)) ve b exp{—a(1 — uv)} dur. Ilk dért fonksiyon igin @ € [0,1], son fonksiyon igin
a € [0, 00)’dir. Tim fonksiyonlar i¢in b € [—1,1] alinmustur.

Bu fonksiyonlar 0 ve 1 arahiginda deger alan fonksiyonlardir. @ = 0 ve b = 0 oldugunda, diizenlenen
kopula fonksiyonlar1 bilinen kopula fonksiyonlarina déniismektedir. Tamimlanan bes fonksiyonda, b = 0
ise p = 0 olacagindan kopula modeli C (1, V) = uv bigiminde bagimsiz kopula modeline déniismektedir.
a = 0 iken, Fonksiyon 3 ve Fonksiyon 4 i¢in, p = 0 olacagindan kopula modeli bagimsiz kopula modeline

dontismektedir. a = 0 iken; Fonksiyon 1, Fonksiyon 2 ve Fonksiyon 5 kopula modeli s6zde- Gauss kopula
modelidir [31].

Fang ve Madsen [31] tarafindan 6nerilen diizenlenmis kopula fonksiyonunun Gauss kopula fonksiyonuna
gore daha kullanish olmasini saglayan ozellikler asagidaki gibi siralanabilir:

Kalin kuyruklu, alt/iist kuyruklu ve eliptik dagilimlar ile iyi sonuglar verir.

Simetriklik ve asimetriklik sorununa ¢6ziim sunar.

Pozitif ve negatif bagimlilik sorununa ¢6ziim sunar.

S6zde-kopula, olasilik yogunluk fonksiyonu i¢in kapali form tanimlayabilir.

3. Sozde-Kopula Fonksiyonlarinin Diizenlenmesi

Sozde-kopula fonksiyonlari, Kesim 2.3’te verilen diizenlemeden sonra da sdzde-kopula fonksiyonu olma
ozelliklerini korur. Bu 6zelliklerin saglandig1 agagida gosterilmistir. PC (U1, U2 |T™) esitliginde q;1 Ve ;i
normal skorlarmin ®~1(u;;) ve ®1(u;,) degerlerine esit oldugu bilgisiyle, degiskenler y ve z olarak
degistirilirse asagidaki esitlik elde edilir:
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1 71 (2071, 0 @M

PC (w1, up|T™) = NO ¢(q)—1(y))q.’)(¢_l(z))

dydz

F [ pa(@1 (), 0L (DIT)
N = dyd
| | ey
1 pi
p12 1

Ozellik: u;; veya u;, degerlerinden herhangi biri 0 oldugunda PC (u;;, u;, |T*) kopula fonksiyonu 0

degerini alir.

uj; =0
0 Uiz

N Ll[[ 0 e @Ir) 1
PC(0,u;|I") = Nf P10 PO (D) dydz =5+0=0
U =0

Uiz 0 Ujq

N[ (@7 @) o 1 1

PC(u;1,0IT") = N_[ qb(CD‘l(y))qb(Cb‘l(z)) dydz = Nbf 0dz = N 0=0

0 0

Ozellik: u;; ve u;, degerlerinden ikisi de 1 oldugunda PC (u;1,u;»|T'*) kopula fonksiyonunu 1
degerini alir.

Ui =1lveuy, =1
11

o1 [ (92007, @I
PC(1,1|T*) = NOJ ) ¢>(CI>‘1(}/))¢>(CD_1(Z))

16207, 7N
N=1Jy ko $(@71 ()¢ (@1 (2)

dydz

dydz bigiminde tammlandigindan,

1
PCLAM) =~ +N =1

Ozellik: Kopula hacmi Viy,, v, 1xfu,v;,] = 0°dir.

N ve dolayisiyla % pozitif degerlidir.

v _ l 71 Uiz ¢2 (CI)_l(}/); q)—l(z)ll-*)
pktetel TN ) 6@T00)8(07@)

Ujr Uj2

dydz



O. Karadag Erdemir, M. Sucu [ Istatistikgiler Dergisi: istatistik&Aktiierya, 2020, 2, 61-77 69

o f f $2(071(), @ (I
I O CR®)
S50
N
Integralin i¢indeki tiim degerler pozitif degerlidir.
0 < ¢ (@71(y), @ 1(2)|T*) < 1 (iki degiskenli olasilik yogunluk fonksiyonu)
0<¢(dt(y) <1 (tek degiskenli olasilik yogunluk fonksiyonu)
0< (],')(CD_l(Z)) <1 (tek degiskenli olasilik yogunluk fonksiyonu)
(],’)(CI)_l (y))(;b((b_l (Z)) > 0 (tek degiskenli olasilik yogunluk fonksiyonu)
Integrali olusturan tiim degerler 0 veya 0’dan biiyiik oldugundan kopula hacmi 0 veya 0’dan biiyiiktiir.

V[uil'viﬂx[uiz'viz] =0

Iki degiskenli kopula fonksiyonu ile ilgili 6zel bir durum séz konusudur. iki degiskenli kopula
fonksiyonunda kopula hacmi, 0 < u;; < uj; < 1ve 0 < vy < v, < 1 olmak iizere,

Viug v lxluip vin] = C(uiz, viz) — C(ugy, viz) — C(uiz, viq) + C (g, vig)
esitligi ile ifade edilir. Bu fonksiyon, [u;1, Vi1 |x[1;,, Vi ] bOlgesinde,

P(ujy <u<uyy,v; <v<v5,) bir dagilm fonksiyonudur. Bir dagilim fonksiyonu oldugu igin
P(uj; Su<uy,vy <v <) = 0dir Diger bir ifade ile, Viwgy wiIxl
ozelligin de saglandigi goriiliir.

wipviy] = 0 olur ve lgiinci

Fang ve Madsen [30, 31]¢alismalarinda onerdikleri diizenlenmis s6zde-Gauss kopula fonksiyonlarinin,
standart Gauss kopula fonksiyonuna goére daha iyi oldugunu uyum iyiligi testleri ile incelemislerdir. Ayrica
diizenlenmis s6zde-kopula fonksiyonun diger sdzde-kopulara gore daha iyi performans gosterdigi ve daha
esnek bir model oldugu sigorta ve finans verisini igeren gercek veri analizi ve Kendall’in t yaklagimina gére
yapilan benzetim ¢aligmasi ile gosterilmistir. Diizenlenmis sdzde-Gauss kopula fonksiyonun, s6zde-Gauss
kopula fonksiyona gore kuyruk bagimliligin1 daha iyi modelledigi ve yine diizenlenmis sézde Gauss kopula
fonksiyonun, parametrik kopula tiirlerinden biri olan Arsimet kopulalara gore dairesel simetriye gore
bagimlilig1 daha iyi modelledigi gosterilmistir.

4. Bagimhlik Varsayimi Altinda Hasar Tutar1 ile Sayisinin Ortak Dagilim ve Ortak Olasilik Yogunluk
Fonksiyonlari

Bu calismada s6zde-kopula fonksiyonlari tizerindeki diizenleme, diizenlenmis s6zde-kopula regresyon
modelleri [43] yardimiyla bagimlilik varsayimi altinda elde edilen hasar tutari ile sayisinin ortak dagilim ve
ortak olasilik yogunluk fonksiyonlari ile gdsterilmistir. Bu nedenle kopula regresyon modelleri [7, 8] ile
diizenlenmis sdzde-kopula regresyon modellerine [43] kisaca deginilmistir.

Hasar tutarinin gamma ve hasar sayisinin Poisson dagilimli oldugu varsaymmu altinda, I' iligki matrisi ve
C(.,.|T) Gauss kopula fonksiyonunu gdstermek iizere, kopula regresyon modeli,

C(Gamma GDM, Poisson GDM|T")
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bi¢iminde olusturulmaktadir. Diizenlenmis s6zde-kopula regresyon modelinin elde edilmesi amaciyla Fang
[30] tarafindan 6nerilen diizenlenmis sdzde-kopula fonksiyonu, Czado ve digerleri [7] tarafindan 6nerilen
karma regresyon modeli i¢ine dahil edilmis ve 6zellikle hayat-dis1 sigortalarda hasar tutari ile sayisi
arasindaki bagimliligin modellenmesinde kullanilan modeller 6nerilmistir. '™ diizenlenmis iliski matrisi ve
PC(.,.|T*) diizenlenmis sbzde-Gauss kopula fonksiyonu olmak iizere, diizenlenmis sdzde-kopula
regresyon modeli,

PC(Gamma GDM, Poisson GDM|I'*)

bi¢iminde olusturulabilir [43]. Kastenmeirer [8] ile Czado ve arkadaslarinin [7] ¢alismasina benzer sekilde
kopula fonksiyonun tiirevi, kismi artik test istatistigi yardimiyla ifade edilirse,

: . O~ ()1 uy) |
Py, upT7) = @ (TOLLLE ) o ) ©

iligkisi elde edilir. Hasar sayisina iliskin kesikli kismin kopula tiirevi i¢in

/ —p* D (uip ) —p P (ug) -
P (s, ™ IT7) 1= @ (SO0 o p ) (yu,) ©)

iligkisi kurulmustur.

PC{(uq,u;2|T*) kopula tiirevi, ortak olasilik yogunluk fonksiyonuna ge¢gmek amactyla bulunmustur.
Kopula fonksiyonu ortak olasilik dagilim fonksiyonu ile kopula tiirevi de ortak olasilik yogunluk fonksiyonu
ile iligkilidir. Bagimlilik varsayimi altinda hasar tutar1 ile sayisina ait ortak olasilik dagilim fonksiyonu
Skalar’in Teoremi yardimiyla Egitlik (10) ile ve ortak olasilik yogunluk fonksiyonu karma kopula yaklagimi
[7], Radon-Nikodym Tiirevi [29] yardimiyla Esitlik (11) ile asagidaki gibi elde edilmistir:

Fy,x, (xi1, Xi2) = PC (1, u;2|T™) (10)
lexz (Xi1, Xi2) = fx1 (x;1)[PCy (Ui, u2 [T™) — PCy (g, ui~ IT™)] (11)

PCi(.,.,IT") :=D,: (.,.) oldugundan Esitlik (11),

fry 1) [ D, (F, Gein), P, (i) )|, iz =0
fx, (xi1) [Dp”;z (FX1 (xi1), Fy, (xiz)) — Dy, (FX1 (xi1),Fx2 (xi2 — 1))] Xip 21

(12)
bi¢iminde Esitlik (12) ile ifade edilebilir. Burada Karadag Erdemir [43] tarafindan onerilen diizenlenmis
sozde-kopula regresyon modeli yardimiyla elde edilmis hasar tutari ile sayisina ait ortak olasilik dagilim ve
ortak olsilik yogunluk fonksiyonlari en sade sekliyle 6zetlenmistir. Model varsayimlari, fonksiyonlarin elde
edilme asamalar1 hakkinda detayli bilgi i¢in Karadag Erdemir’in [43] ¢alismast incelenebilir.

fxlx2 (xi1,%i2) =

5. Uygulama

Sozde-kopula fonksiyonunun uygulamalarinda s6zde-gézlemlerden yararlamlir [30, 31]. R;j, X;; rastlanti
R; I
(n+1)
X; = (Xiq, ..., X;q)T rastlanti degiskenlerinden rank yardimiyla hesaplamir (i=1,...n; j=1,...d). E()

degiskeninin ranki ve 4l;; = olmak iizere, W; = (fljy, ..., jq) T sozde-gozlemlerini gostermektedir.
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n nFi(X;;)
(n+1) (n+1)
dagilm fonksiyonu yardimiyla da ifade edilir [44]. Gauss kopula fonksiyonu iginde U; =
(fij1, 0j2)€[0,1]? sozde-gdzlemlerinden yararlamlmustir. Sozde-gozlemler ile calismanin avantaju, kitleyi
en iyi sekilde temsil edecek o6rneklemle calisma olanagi saglamasidir [45]. S6zde-gozlemler R’da copula
paketi altindaki pobs() fonksiyonundan yararlanarak, Sigorta Bilgi Merkezi’nden (SBM) alinan 2017 yili
Tiirkiye kasko sigortalarina ait hasar tutar1 ve sayilarindan iretilmistir. SBM’den elde edilen hasar
degiskenlerine ait betimleyici istatistikler Cizelge 1’de verilmistir.

dagilim fonksiyonu ve olgekleme katsayisi olmak tizere, bir sozde-gozlem 1i; j= bi¢ciminde

Cizelge 1. Hasar degiskenlerinin betimleyici istatistikleri

Minimum 1.Ceyrek Medyan Ortalama 3.Ceyrek Maximum

Toplam Hasar Tutari 51,67 425 1.000 2.128,48 2.350 174.206
Ortalama Hasar Tutar1 51,67 429 966,43 2.068,57 2.249,37 130.000
Hasar Sayisi 1 1 1 1,035 1 8

Hasar tutar1 degiskenini modellemek i¢cin Gamma GDM ve hasar sayist degiskenini modellemek igin
Poisson GDM’den yararlanilmistir. Bu iki marjial GDM, diizenlenmis s6zde-Gauss kopula fonksiyonu i¢ine
dahil edilerek Dordiincti B6lim ’de bahsedilen diizenlenmis sézde-kopula regresyon modelleri elde
edilmistir.

S6zde-Gauss kopula fonksiyonu, kopulanin parametresi olan iligki katsayisi yardimiyla diizenlendiginden,
diizenlemenin faydasini analiz etmek amaciyla, sabit iliski katsayili sozde-Gauss kopula fonksiyonu ve
cesitli fonksiyonlarla diizenlenmis s6zde-Gauss kopula fonksiyonlarinin perspektif ve izohips grafikleri elde
edilmistir. Diizenlemede Fang ve Madsen’in [31] ¢alismasindaki ii¢ fonksiyon ele alinmistir. a;,, modelin
kuyruga yakinsama hizin1 ve b;,, modelin kuyruk seklini kontrol eden parametreler, (ti;,1,) sozde-
gozlemler olmak iizere bu fonksiyonlar;

piz = byzcos (g a;p(1 - ﬁ1172)), aiz € [0,00) ve by, € [-1,1] (13)
pi5 = bypsin (g a;2(1— ﬁlaz)): ai; € [0,00) ve by, € [-1,1] (14)
pi5 = byptan (% a;z(1— ﬁ1ﬁ2)): aiz € [0,00) ve by, € [-1,1] (15)

bigimindedir. Fonksiyon 1, 2 ve 3 sirasiyla pj2, pi5 ve pf% ile gosterilmistir.

Diizenlenmis Gauss kopula fonksiyonlarinin persfektif ve izohips grafiklerini vermeden once kisaca bu
grafiklerin tanimimin ve ozelliklerinin verilmesi faydalidir. Perspektif grafikleri degiskenler arasindaki
iliskileri incelemek amaciyla kullanilmaktadir. Ug boyutlu grafik yorumlar1 zor oldugundan, perspektif
grafikleri yerine genellikle iki boyutlu izohips egrileri yorumlanir. Bagka bir ifade ile izohips egrileri li¢
boyutlu sekilleri iki boyutlu olarak ifade eder. Gauss kopula fonksiyonu ile ¢alisildigindan ¢ok degiskenli
normal dagilimdan yararlanilir. Izohips egrileri 6zdegerler ve varyans-kovaryans matrisinin 6zvektorleri
yardimuyla cizilir. izohips egrileri grafiginde cizgiler esit olasilikli olaylar1 gsterir ve olasilik izohipsleri
eliptik bir sekle sahiptir. Elipslerin yonii 6zdegerlerin yoniine, elipslerin uzunlugu ise 6zvektor ¢arpimlarina
baghdir [46].

(iy, t,) s6zde-gdzlem ¢ifti yardimiyla sabit iliski katsayisi, fonksiyon 1, 2 ve 3’e gore diizenlenmis iliski
katsayilarina gore izohips egrileri verilmistir. Cok sayida farkli p , a;5 ve by, degerleri ile grafikler
cizdirilmistir. Kopula fonksiyonlari tizerinde iligki matrisi yardimiyla diizenleme yapmanin avantajmin daha
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iyi anlagilmasi i¢in sabit ve diizenlenmis iliski katsayili fonksiyonlar i¢in p=0,30, a;,=0,75 ve b;,=0,75
alindiginda elde edilen grafik ¢izimleri Sekil 1’de verilmistir.

W

00 02 04 06 08 10

00 02 04 06 08 1.0

u

W

00 02 04 06 08 10

Fonksiyoen 1 Fonksiyon 2 Fonksiyon 3

W
W

00 02 04 06 0B 10

00 02 04 06 08 10

00 02 04 08 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0

u u u

Sekil 1. Sabit ve diizenlenmis iliski katsayili s6zde-Gauss kopula fonksiyonlara gore ortak olasilik

yogunluk fonksiyonlarinin izohips egrileri

Sabit ve her bir diizenlenmis iliski katsayisi i¢in ortak olasilik yogunluk fonksiyonlarimin grafiklerine
bakilirsa farkli kuyruk bolgesi olasiliklar1 goriilmiistiir. iliski katsayisinin sabit bir deger yerine, fonksiyon
seklinde diizenlenmesi daha esnek ve dinamik bir bagimlilik modellemesi saglamaktadir. Ayrica kuyrugun
sekli fonksiyondan fonksiyona degistigi icin farkli kuyruk bagimhilik yapilar elde edilebilmektedir. Bu
diizenleme risk grubunun o6zelligine gore farkli iliski katsayilar1 ve dolayisiyla farkl iligki matrisleri ile
caligilmasina olanak tanimaktadir.

Diizenlemenin etkisi incelendikten sonra, diizenlenmis s6zde-kopula regresyon modeli ile bulunan hasar
tutar1 ve sayisinin ortak olasilik dagilim ve ortak olasilik yogunluk fonksiyonlarimin ii¢ boyutlu perspektif
ve iki boyutu izohips egrileri sabit p1,=0,25 iliski katsayis1 i¢in sirasiyla Sekil 2’de ve Sekil 3°te verilmistir.

Ortak Dagilim Fonksiyonu Ortak Olasilik Yogunluk Fonksiyonu

Sekil 2. Ortak olasilik dagilim ve ortak olasilik yogunluk fonksiyonunun perspektif grafigi (sdzde-

Gauss kopula)
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Ortak Dagiim Fonksiyonu Ortak Olasilik Yogunluk Fonksiyonu

o |
- [ ——————
'y / N

/
= 4

Sekil 3. Hasar tutar ve sayisinin ortak olasilik dagilim ve ortak olasilik yogunluk fonksiyonunun
izohips egrileri (s6zde-Gauss kopula)

Sabit iliski katsayili s6zde-Gauss kopulanin kullanildigi durumda, Sekil 2°de {i¢ boyutlu olarak verilen ortak
olasilik dagilim ve ortak olasilik yogunluk fonksiyonlari, Sekil 3’te iki boyutlu ifade edilmistir. Ortak
olasilik yogunluk fonksiyonuna ait izohips egrisinden, pozitif yonli ve diigik diizeyli bir iligki
gozlemlenmektedir ve p=0,25 gibi pozitif kii¢iik bir deger oldugundan bu beklenen bir sonugtur.

Diizenlenmis fonksiyonlardan p{% i¢in, a,,=0,75 ve b;,=0,75 iken hasar tutar1 ve sayisinin ortak olasilik
dagilim ve ortak olasilik yogunluk fonksiyonlariin ii¢ boyutlu perspektif ve iki boyutu izohips egrilerini
sirasiyla Sekil 4’te ve Sekil 5’te verilmistir.

Ortak Dagiim Fonksiyonu Ortak Olasilik Yogunluk Fonksiyonu

Sekil 4. Ortak olasilik dagilim ve ortak olasilik yogunluk fonksiyonunun perspektif grafigi
(dtizenlenmis so6zde-Gauss kopula)

Ortak Dagiim Fonksiyonu Ortak Olasilik Yogunluk Fonksiyonu

| \ | Teom

LIy
LAY

Sekil 5. Ortak olasilik dagilim ve ortak olasilik yogunluk fonksiyonunun izohips egrileri (diizenlenmis
s6zde-Gauss kopula)
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Ucgiincii fonksiyona gore diizenlenmis iliski katsayili sozde-Gauss kopulanim kullanildigi durumda, Sekil
4’te li¢ boyutlu olarak verilen ortak olasilik dagilim ve ortak olasilik yogunluk fonksiyonlari, Sekil 5’te iki
boyuta indirgenmistir. Ortak olasilik yogunluk fonksiyonuna ait izohips egrisinden pozitif yonlii ve yiiksek
diizeyli bir iliski g6zlemlenmektedir. a,,=0,75 ve b;,=0,75 Katsayilar1 pozitif ve bulundugu deger araligina
gore yiiksek degerler oldugundan, izohips egrisinden gozlenen iligki beklenen bir sonugtur.

Yukarida Sekil 1, Sekil 3 ve Sekil 5 ile incelenen tiim ortak olasilik yogunluk fonksiyonlarinin grafiklerine
bakildiginda, farkli kuyruk bolgesi olasiliklar1 goriilmiistiir. Standart Gauss kopula fonksiyonunda kuyruk
bagimlilig1 yoktur. Diizenleme ile Gauss kopulanin bu eksikligi esnetilir ve farkli kuyruk bagimlilik yapilari
elde edilebilir [30, 31]. Normal dagilim simetrik bir dagilim oldugundan, alt ve iist kuyruk bolgesindeki
olasilik degerleri ayn1 ve simetriktir. p = 0 oldugunda, s6zde-Gauss kopula fonksiyonu bagimsiz sézde-
Gauss kopula fonksiyonu C(iiq,1,) = 1,1, ye doniisiir. Gauss kopula fonksiyonunda iliski durumu
bagimlilik ile dogrudan iliskilendirilebildiginden, degiskenler arasinda iliski olmadig1 durumda diger bir
ifade ile bagimsizlik durumunda (p,,=0) grafikler, Sekil 6 ve Sekil 7 ile verilmistir.

Ortak Dagilim Fonksiyonu Ortak Olasilik Yogunluk Fonksiyonu

Sekil 6. Ortak olasilik dagilim ve ortak olasilik yogunluk fonksiyonunun izohips egrileri
(bagimsiz s6zde-Gauss kopula)
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Sekil 7. Ortak olasilik dagilim ve ortak olasilik yogunluk fonksiyonunun izohips egrileri
(bagimsiz s6zde-Gauss kopula)

Ortak olasilik yogunluk fonksiyonunun perspektif grafigi, iliski olmamasi diger bir ifade ile bagimsizlik
durumunda dikdortgensel bir sekil almistir. Ortak olasilik yogunluk fonksiyonunun izohips grafiginden ise
bagimsizlik durumu agikca goriilmektedir.
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6. Sonuc ve oneriler

Istatistiksel ve finansal bagimlilik modellemesi ¢alismalarinda siklikla kullanilan kopula fonksiyonlari
zaman i¢inde aktiierya bilimlerinde de yogun olarak kullanilmaya baglamistir. Hayat sigortalarindan saglik
sigortalarina, saglik sigortalarindan hayat dis1 sigortalara kadar aktiierya bilimlerinin bir¢ok alt bransinda
ve finansal aktiieryal verilerdeki bagimlilik ¢alismalarinda kopula fonksiyonlarindan yararlanilmaktadir.

Ozellikle eliptik sdzde-kopula fonksiyonlarindan sdzde-Gauss kopula fonksiyonlari eliptik dagilim
ozellikleri nedeniyle diger kopula tiirlerine gére daha cok tercih edilmektedir. Avantajlarinin yaninda Gauss
kopula fonksiyonlarinin bagimlilik modellemesinde yetersiz kaldigi noktalarda vardir. Gauss kopula
fonksiyonlari, 6zellikle gercek sigorta ve finans verilerinde karsilasilma olasiligi yiiksek olan kuyruk
bagimliligi, asimetrik bagimlilik, eliptik bagimlilik ve dairesel simetriye gére bagimlilik gibi bazi bagimlilik
tiirlerini modellemede eksik kalmaktadir. Bu soruna ¢6ziim tiretmek amaciyla Gauss kopula fonksiyonunun
parametresi olan iligki katsayisi, belirli fonksiyonlarla diizenlenerek esnek bir bagimlilik modellemesi elde
edilmistir.

Fang ve Madsen [31] tarafindan dnerilen diizenleme yaklasimi, Karadag Erdemir [43] tarafindan s6zde-
kopula regresyon modellerine dahil edilmistir. Bu kombinasyon sonucunda diizenlenmis s6zde-kopula
regresyon modelleri tanimlanmis ve bagimlilik varsayimi altinda hasar tutar1 ile sayisinin ortak dagilim ve
ortak olasilik yogunluk fonksiyonlarinin kapali formlar elde edilmistir.

Kopula fonksiyonlar: iizerinde diizenleme yapilmasi sonucunda esnek bir bagimlilik modellemesi elde
edilmistir. Diizenlemenin sagladig etkinlik, bagimlilik varsayimi altinda hasar tutar1 ve sayisinin ortak
dagilim ve ortak olasilik yogunluk fonksiyonlarinin perspektif ve izohips egrilerinin grafikleri ile
incelenmistir. Calisilan verideki hasar tutari ve sayisi arasindaki iliskiye gore belirlenebilecek fonksiyonlar
ve yine fonksiyonlarda kullanilacak kuyruga yakinsama hizim ve kuyrugun seklini kontrol eden
parametreler yardimiyla kullanici tarafindan kontrol edilebilen esnek bir bagimlilik modellemesi elde
edilmistir. S6zde fonksiyonlarin kullanilmasiyla birlikte daha dinamik ve farkli fonksiyonlarin
kullanilabilmesiyle daha esnek bir bagimlilik modellemesi sunulmustur.
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