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f(T) Teorisinde Küresel Simetrik Karadelik Çözümleri
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2University of Naples Federico II — UNINA · Dept of Physics E. Pancini, Naples.
3MSGÜ, Fizik Bölümü, İstanbul.
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Özet
f(T) teorisi, astrofiziksel ve kozmolojik motivasyonları bağlamında kısaca tanıtılmıştır. Teorinin skaler-tensör eşdeğerinin
Jordan çerçevesi için küresel simetrik ve köşegen bir tetrad takımı yazılarak nokta Lagrangian’ı elde edilmiştir. Noether
simetri yaklaşımı (NSY) tanıtılmış, bahsi geçen Lagrangian için Noether denklemi elde edilerek F (ϕ), ω(ϕ), V (ϕ) için
fonksiyonel formlar elde edilmiştir. Fonksiyonel formlar kullanılarak A(r) ve B(R) potansiyelleri Noether yükleri cinsinden
integre edilebilmiştir.
Anahtar Kelimeler: cosmology: theory, Sıkı Nesneler

1 Genelleştirilmiş Kütle Çekimi

Genel Görelilik kuramı kütle çekim için ortaya atılmış en başarılı
klasik kütle çekim kuramı olarak adlandırılmasından kısa bir
süre sonra farklı motivasyonlarla modifiye edilmiştir. Bu temel
motivasyonlardan en önemlileri, kuantum teorisi ile uyumlu bir
kütle çekim kuramının oluşturulması, kozmik ivmelenme, ga-
laksilerin dönüş eğrileri gibi kozmolojik ve astrofiziksel feno-
menlerin egzotik madde-enerji terimleri yerine geometrik ter-
imlerle ifade edilmesi olarak ifade edilebilir. Kütle çekimini ge-
nelleştirmenin temelde üç yolu vardır:

a. Lagrangian’a skaler alan eklemek. (Skaler-Tensör Teorileri)
b. Teoriye ekstra boyut(lar) eklemek.(Kaluza-Klein tipi teori-

ler)
c. Lagrangian’a yüksek dereceden eğrilik terimleri eklemek.

(f(R),f(T ), f(R, T ), f(G) gibi)

Bu çalışmada f(T ) teorisinin küresel simetrik çözümleri üzerine
yapılan çalışmadan bahsedilecektir.

1.1 GGTE ve f(T ) Teorisi

Genel Göreliliğin Teleparalel Eşdeğeri (GGTE) ilk olarak 1929
yılında Einstein tarafından önerilmiştir. Teori, Genel Görelilik
(GG) ile farklı bir geometrik kurguya sahip olup GG’e eşdeğer
sonuçlar öngörmektedir. Einstein bu teoriyi Birleşit Alan Te-
orisi (BAT) ortaya atmıştır. Eylem integralinde eğrilik skaleri
R’nin kullanıldığı GG’in aksine, GGTE eylem integralinde bu-
rulma skaleri T yer almaktadır. Burulma skaleri;

T ≡ SραβT ραβ , (1)

olup burada

T ραβ ≡ e
ρ
A[∂αeAβ − ∂βeAα ], (2)

Sρ
αβ ≡ 1

2 [Kαβ
ρ + δαρ T

θβ
θ − δβρT θαθ]. (3)
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Kαβ
ρ ≡ −1

2 [Tαβρ − T βαρ − Tραβ ], (4)

şeklinde ifade edilir. Eylem integrali ise;

I =
∫
d4x | e | T (5)

ve |e| = det eiµ =
√
−g c = 16πG = 1’dir. GG’in yüksek eğrilik

terimleri içeren f(R) teorilerine genellenmesi gibi GGTE’de
f(T ) teorilerine genellenebilir. Bu durumda eylem integrali

I =
∫
d4x | e | f(T ) + Sm, (6)

şeklinde olacaktır. Bu tür bir genellemenin hem kozmik ivmelen-
meyi hem de erken evren enflasyonunu açıklayabileceğine dair
çalışmalar (Ferraro R. ve Fiorini F. 2007; Linder E.V. 2010;
Rahaman F. v.ark 2014) yayınlanmıştır. Aynı zamanda karanlık
madde etkisini de açıklayabildiği ileri sürülen f(T ) teorisi bu
özellikleri ile genelleştirilmiş kütle çekimi kuramları arasında
popülarite kazanmıştır.

2 Jordan Çerçevesi için Küresel Simetrik Çözüm

Eylem integrali (6)

I =
∫
d4xe[f(φ) + (T − φ)f ′(φ)] + Im(eiµ), (7)

şeklinde genellenebilir. Burada f ′(φ) ≡ df/dφ’dir. ϕ = T
için (6)’nin elde edileceği aşikardır. Yeni bir skaler alan ϕ,
F (ϕ) = f ′(ϕ), olacak şekilde tanımlanacak olursa (7) şu
şekilde yazılabilir:

IJF =
∫
d4xe[F (ϕ)T −ω(ϕ)gµν∇µϕ∇νϕ−V (ϕ)]+Im, (8)

Burada V (ϕ) = φf ′(φ)− f(φ)’dir. Eylem integrali (8) Jordan
çerçevesinde ω = 0 olan Brans-Dicke teorisene tekabül etmek-
tedir. Bu eylem integrali aynı zamanda f(T ) teorisinin Jordan
çerçevesi için yazılan skaler-tensör eşdeğeri olarak da ifade ed-
ilebilir.
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2.1 f(T ) Nokta Lagrangian’ı

Genel küresel simetrik ve köşegen bir tetrad takımı

eiν =

A(r) 0 0 0
0 B(r) 0 0
0 0 M(r) 0
0 0 0 M(r) sin(θ)

 (9)

şeklinde ifade edilebilir. Bu tetradı (8) Lagrangian’ında yerine
yazarsak

LJF = −ϕ
2
rAM

2ω(ϕ) sin θ
B

− 2M2
rAF (ϕ) sin θ

B
−

4ArMrMF (ϕ) sin θ
B

−ABM2V (ϕ) sin θ
(10)

nokta Lagrangian’ı elde edilir.

2.2 Noether Simetrileri

Noether simetrileri f(R) ve f(T ) gibi teorilerde bilinmeyen
fonksiyonel formların koşullara bağlanıp belirlenmesi için sık kul-
lanılan bir araç haline gelmiştir. Buradaki temel prensip Lagran-
gian’ın Lie türevinin sıfır olacağı şekilde yani

LXL = 0

yani

XL = 0

olacak şekilde bir Noether vektörü bulmaktır. Bu Noet-
her vektörü, Lagrangian değişkenleri (A,B,ϕ,M)’ye bağlı
α, β, γ, δ fonksiyonları ile oluşturulur.

X = α∂A + β∂B + γ∂ϕ + δ∂M+

α̇∂Ȧ + β̇∂Ḃ + γ̇∂ϕ̇ + δ̇∂Ṁ .
(11)

Burada

α̇ =
(
∂α
∂A

)
Ȧ+

(
∂α
∂B

)
Ḃ +

(
∂α
∂ϕ

)
ϕ̇+

(
∂α
∂M

)
Ṁ , (12)

β̇ =
(
∂β
∂A

)
Ȧ+

(
∂β
∂B

)
Ḃ +

(
∂β
∂ϕ

)
ϕ̇+

(
∂β
∂M

)
Ṁ , (13)

γ̇ =
(
∂γ
∂A

)
Ȧ+

(
∂γ
∂B

)
Ḃ +

(
∂γ
∂ϕ

)
ϕ̇+

(
∂γ
∂M

)
Ṁ , (14)

δ̇ =
(
∂δ
∂A

)
Ȧ+

(
∂δ
∂B

)
Ḃ +

(
∂δ
∂ϕ

)
ϕ̇+

(
∂δ
∂M

)
Ṁ . (15)

dır.
Hareket sabiti ise şu şekilde verilir.

Σ = α
∂L

∂Ȧ
+ β

∂L

∂Ḃ
+ γ

∂L

∂ϕ̇
+ δ

∂L

∂Ṁ
. (16)

2.3 Çözüm

Jordan çerçevesi Lagrangian’ı (10) için Noether simetri denk-
lemi

XL = 0

işletilerek kuadratik türevli terimler tek tek sıfıra eşitlenirse
Noether yükü vasıtası ile A(r) integre edilebilir (Capozzi-
ello v.ark 2010). Burada daha değişik bir yöntem uygula-
yarak iki farklı Noether yükü bulunacaktır. (α, β, γ, δ) =
k1(A,B,ϕ,M) ve (α, β, γ, δ) = k1(3A,B,ϕ,M) çözümleri

aynı F (ϕ), ω(ϕ), V (ϕ) çözümlerini sağlar:

F (ϕ) = c1
ϕ2 , ω(ϕ) = c2

ϕ3 , V (ϕ) = c3
ϕ4 (17)

Bu çözümler için için iki farklı Noether yükü elde edilebilir.

Σ1 = −2 sin(θ)k1
ϕϕrAM

2ω

B
− 8 sin(θ)k1

MMrFA

B

−4 sin(θ)k1
ArFM

2

B

(18)

Σ2 = −2 sin(θ)k1
ϕϕrAM

2ω

B
− 12 sin(θ)k1

MMrFA

B
(19)

Bu Noether yüklerinden B(r) elenir, M(r) = r yazılırsa A(r)
şu şekilde integre edilebilir:

A = e
(Σ1−Σ2)c2ϕ

2c1

Kr
2Σ2
3Σ1

(20)

Bu ifade ϕ = rs için aşağıdaki şekle dönüşür

A(r) = e
(Σ1−Σ2)c2rs

2c1

Kr
2Σ2
3Σ1

(21)

Buradan B(r) hesaplanabilir:

B(r) = ek4ϕϕ

k5r

√
k6 + k7ϕ (22)

Sonuçta elde ettiğimiz küresel simetrik çözüm şu şekilde ola-
caktır:

eiν =


ek1ϕ

k2rk3 0 0 0
0 ek4ϕϕ

k5r

√
k6 + k7ϕ 0 0

0 0 r 0
0 0 0 r sin(θ)

 (23)

3 Sonuç

Noether simetrileri özellikle f(T ), f(R) gibi teorilerde sıkça kul-
lanılan bir yöntemdir. Bu çalışmada iki adet Noether yükü bu-
lunarak B(r) fonksiyonu önce elenmiş daha sonra A(r) integre
edilip B(r) tekrar elde edilmiştir.
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