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Ozet

Bu makalede, Burgers benzeri denklemin baz1 seyahat eden dalga ¢ziimlerini bulmak igin Backlund Doéntstimi,
Benzerlik indirgeme ve Adomian Ayristirma yontemleri denkleme uygulanmstir. Yukaridaki yontemlerin denkleme
uygulanmasi sonucunda denklemin rasyonel, hiperbolik ve trigonometrik ¢oziimleri elde edilmistir. Daha sonra
Mathematica 11.2 programini kullanarak bu ¢oziimlerin, denklemi sagladigi goriilmiistiir.

Anahtar Kelimeler: Burgers benzeri denklem, Bdcklund doniistimii, Benzerlik indirgeme, Adomian Ayrisim metodu.

Some Travelling Wave Solutions of Burgers Like Equation

Abstract

In this article, we have applied the Bdcklund Transformation, Similarity reduction and Adomian Decomposition
methods to the equation to find some exact solutions of Burgers like equation. As a result of the application of
abovementioned methods to the equation, we obtained the rational, hyperbolic and trigonometric solutions of the
equation. Later, using Mathematica 11.2 program, we saw that these solutions satisfy the equation.

Keywords: Burgers like equation, Backlund transformation, Similarity reduction, Adomian Decomposition method.
1.GIRIS

Lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler uygulamali matematik ve fizikte 6nemli bir yere sahiptir. Bu
denklemler ses, 1s1, difiizyon, elektrostatik, elektrodinamik, hidrodinamik, elastikiyet ve kuantum mekanigi
gibi ¢esitli kavramlarim modern bilimsel mantiginin temellerini olustururlar. Bu denklemleri ¢6zmek i¢in
birgok analitik yontem bulunmustur [1-11]. Bulunan bu yoéntemlerin yani sira lineer olmayan kismi
diferansiyel denklemleri ¢6zmek igin yardimci bir denklem kullanarak ¢6ziime ulasabilecegimiz birgok
metot vardir. Bu metotlar kullanilarak kismi diferansiyel denklemler adi diferansiyel denklemlere
dontstirtlir. Buradaki lineer olmayan kismi diferansiyel denklemler, adi diferansiyel denklemler
yardimiyla ¢oziiliir. Bu metotlarin bazilar1 [12-27] da verilmistir. Ayrica bu metotlarin ve bu metotlara
benzer diger pek cok metodun bazi lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlere uygulamalari [28-46] de
verilmistir. Bu c¢alismada, Burgers benzeri denkleme; Bdcklund Déniisiimii, Benzerlik indirgeme ve
Adomian Ayristirma metotlar1 uygulanarak bu denklemin rasyonel, trigonometrik ve hiperbolik ¢oziimleri
elde edilmistir.
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2. METODLARIN ANALIZi
2.1.HOMOJEN BALANS METODU

Matematiksel fizikte bazi lineer olmayan kismi diferansiyel denklemlerin 6zel ¢6ziimlerinin bulunmasinda
Homojen balans metodunun nasil kullanildigina bakalim. Bunun igin iki degiskenli bir kismi diferansiyel
denklem

WU, Uy, Up, Usgre, Uney Uppy o) = 0 (2.1.1)

seklinde verilmis olsun. Burada, W bir polinom denklemi olup, polinomdaki alt simgeler ise kismi tiirevleri
gostermektedir. w = w(x, t) fonksiyonunun (2.1.1) denkleminin yaklasik ¢oziimii oldugunu kabul edelim.
Ancak, (2.1.2) deki fonksiyonlarin uygun bir lineer kombinasyonu seklinde yazilan ve sadece bir degiskene
bagli olan f = f(w) fonksiyonu (2.1.1) denkleminin bir ger¢ek ¢oziimiidiir. f(w) dontisiimii kullanilarak
(2.1.1) denklemi

WL fW), fW)x fW) e, f W) axer f W)zt f W)ty o) = 0 (21.2)

seklinde yazilabilir. Burada f(w) fonksiyonunun nasil bulundugunu w = w(x,t) ve (2.1.2) deki
fonksiyonlarin uygun bir lineer birlesimlerinin yaklasik ¢oziimlerinin nasil olusturulacag: tartigilacaktir.
Matematiksel fizikteki lineer olmayan bir denklemin 6zel ¢6ziimlerinin bulunmasinda kullanilan bu metot,
Homojen balans metodu olarak bilinir ve bu metot dort basamaktan olusur.

(i) (2.1.2) denklemindeki fonksiyonlarin uygun bir lineer kombinasyonlari segilerek bunlarin katsayilari
hesaplanir. Yani, verilen denklemdeki en yiiksek mertebeden lineer olmayan terim ve en yiiksek
mertebeden lineer olan terim alinarak segilen uygun bir lineer birlesim kullanilarak f(w) fonksiyonunun
gerekli tiirevleri ile beraber w(x,t) fonksiyonunun kismi tiirevlerindeki en yiiksek esitlikle beraber f(w)
ve w(x,t) doniisiimleri kullanilarak (2.1.1) denklemi polinom sekline doniistiiriiliir. Burada olusturulan en
yiiksek derecedeki esitlikler gok onemlidir. Ornegin, verilen bir lineer olmayan kismi diferansiyel
denklemin en yiiksek dereceden lineer olmayan terimi uu,, ve en yiikksek mertebeden lineer olan terimi ..,
olsun. (2.1.2) esitligindeki fonksiyonlarin lineer bir birlesiminin

u=2"L0 4 pw)
esitliginin (m + n). mertebeden daha diisiik tiim kismi tiirevli terimleri
u = frmymyn 4 w(x,t) (2.1.3)
esitligindeki mevcut kismi tiirevlerinin (m + n). mertebesinden daha disiik tim terimleri seklinde

oldugunu kabul edelim. Burada, m > 0,n = 0 olarak tamimlanan tamsayilardan olusmasi gerekir. Bu
durumda (2.1.3) esitligi kullanilirsa,

uu, = f(m+n)f(m+n+1)w£2m+1)Wth + w(x, t) (2.1.4)

esitliginin mevcut kismi tiirevlerinin 2(m + n) + 1 mertebesinden daha diisiik tiim terimleri

Uxxx = f(m+n+3)WpEm+3)WZl + W(x, t) (2.1.5)
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esitliginin mevcut kismi tiirevlerinin (m + n + 3) mertebesinden daha diisiik terimleri (2.1.4) ve (2.1.5)
esitliklerindeki w(x, t) fonksiyonunun en yiiksek mertebeden kismi tiirevleri esitlenirse, 2m + 1 =m + 3
ve 2n = nelde edilir. Buradan dam = 2 ve n = 0 bulunur. Bulunan bu m ve n degerleri (2.1.3) esitliginde
kabul edilen lineer kombinasyonda yerine yazilirsa

=W ey (2.1.6)

dx2

seklinde bir lineer birlesim secilebilir. Yine benzer sekilde, verilen bir lineer olmayan kismi diferansiyel
denklemin en yiiksek dereceden lineer olmayan terimi uu, ve en tiiksek mertebeden lineer olan terimi u,.,
olsun. (2.1.2) ile verilen fonksiyonlarin lineer bir kombinasyonunun

6m+nf(W)
U= Temgen S W)

esitliginin (m + n). mertebeden daha diisiik tiim kismi tiirevli terimleri
u = frmymyn 4 w(x,t) (2.1.7)

esitliginin mevcut kismi tiirevlerinin (m + n). mertebesinden daha diisiik tiim terimleri seklinde oldugunu
kabul edelim. Burada, m > 0,n >0 olan tamsayilardan olugmalidir. Bu durumda (2.1.7) esitligi
kullanilirsa,

uu, = f(m+n)f(m+n+1)w(2m+1) n 4 w(x, t) (2.1.8)
esitliginin mevcut kismi tiirevlerinin 2(m + n) + 1 mertebesinden daha diisiik tiim terimleri
Uy = f(m+n+2)W£m+2)Wg1 +w(x, t) (2.1.9)

esitliginin mevcut kismi tiirevlerinin (m + n + 2) mertebesinden daha diisiik terimleri (2.1.8) ve (2.1.9)
esitliklerindeki w(x, t) nin en yiiksek mertebeden kismi tiirevleri esitlenirse, 2m +1=m+2ve2n=n
elde edilir. Buradan da m = 1 ve n = 0 bulunur. Bulunan bu m ve n degerleri (2.1.7) esitliginde kabul
edilen lineer birlesimde yerine yazilirsa

=L 4 f(w) (2.1.10)

seklinde bir lineer birlesim segilebilir.

(ii) Birinci basamakta se¢ilen lineer birlesim (2.1.1) denkleminde yerine konularak, w(x, t) nin en yiiksek
mertebeli tlirevleri ile biitiin terimleri bir araya getirilerek sifira esitlenir. Daha sonra f(w) igin bir adi
diferansiyel denklem elde edilir ve bu denklem ¢oziiliir. Burada birgok durumda f(w) bir logaritmik
fonksiyondur.

(iii) Adi diferansiyel denklem ve onun yukarida elde edilen ¢éziimiinden faydalanilarak, (ii) bendinde elde
edilen ifadelerdeki f(w) fonksiyonunun gesitli tirevlerine ait lineer olmayan terimler f(w) nin daha
yiiksek mertebeli tiirevlerine doniistiriiliir. Bu islem yapildiktan sonra, f(w) fonksiyonunun ayni mertebeli
tiirevleri bir araya getirilerek, f(w) nin ayni mertebeli tiirevlerinin katsayilari sifira esitlenir, bunun
sonucunda w(x, t) fonksiyonu i¢in bir denklemler dizisi elde edilir. Bu denklemlerin sol taraflart w(x, t)
fonksiyonunun muhtelif tiirevlerinde k. dereceden homojen fonksiyonlardir. Buradaki k, f® nimn
mertebesidir. Bu denklemin homojen 6zellikleri gbz Oniine alinarak, w(x,t) bazi sabitlerin bulunmasi
gereken bir iistel fonksiyon olarak kabul edilir. Kabul edilen iistel fonksiyon w(x, t), her bir k. dereceli
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homojen denkleminde yerine konarak bazi sabitlerin bulunmasi gereken bir dizi lineer olmayan cebirsel
denklemler elde edilir. Bu lineer olmayan cebirsel denklemler igin bir ¢oziim mevcutsa, o zaman w(x, t)
ve (i) bendinde segilen lineer birlesimin katsayilar1 hesaplanir.

(iv) (i) bendinde segilen lineer birlesim, (ii) ve (iii) bendinde hesaplanan f(w) ve w(x, t) yazilarak (2.1.1)
denkleminin tam ¢6ziimii bulunmus olur. Bu kesimin basinda da belirtildigi gibi, agiklanan bu metodun iki
uygulamasini agagida vererek ve bu iki uygulamay1 kullanarak, bazi lineer olmayan kismi diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimleri bulunacaktir [8].

2.2. BACKLUND DONUSUMU

Metodun lineer olmayan bir kismi diferansiyel denkleme nasil uygulandigina bakalim. Verilen iki

degiskenli bir kismi diferansiyel denklem

U = K (U Uy, Uyy,.) (2.2.1)

seklinde olsun. Homojen balans metoduna goére (1) denkleminin Bécklund doniisiimii

a(l

u= axaf(w) + u, (2.2.2)

oldugunu kabul edelim. Burada f = f(w) ve w = w(x, t) seklindedir ve u ile u, fonksiyonlarida (2.2.1)
denkleminin iki ¢oziimiidiir. @, u nun en yiiksek mertebeden tiirevli lineer terimi ile u fonksiyonunun en
yiiksek mertebeli lineer olmayan teriminin dengelenmesi ile tespit edilen bir sabittir. (2.2.2) doniisimi
(2.2.1) denkleminde yerine yazilarak elde edilen denklem en yiiksek kuvvetten w, parantezine alinir,
parantezin i¢inde f fonksiyonuna bagli bir adi diferansiyel denklem elde edilir ve bu denklem ¢oziilerek
f (w) fonksiyonu bulunur. Bulunan bu f(w) fonksiyonundan yararlanarak diger biitiin f(w) ya bagl olan
turevler f', f", ... seklinde ifade edilir ve son durumda denklem f', £, ... parantezlerine alinir. Daha sonra
parantez iginde bulunan w ya bagh tiirevler birlikte yazilarak w(x, t) hesaplanir. Hesaplanan f(w) ve
w(x, t) fonksiyonlari (2.2.2) doniisiimiinde yerine yazilarak Bdcklund dontisiimii bulunur. Boylece, a ya
bagl olarak gerekli tirevler alinir ve u(x,t) ¢6ziim fonksiyonu hesaplanmis olur. Bulunan bu u(x,t)
fonksiyonu (2.2.1) ile ele alinan lineer olmayan kismi diferansiyel denklemin solitary dalga ¢6ziimiidiir [9].

2.3. BENZERLIiK INDIRGEME

Bu metodu agiklamak i¢in genel lineer olmayan bir kismi diferansiyel denklemi g6z 6niine alalim [8]. Bu
iki degiskenli bir kismi diferansiyel denklem

Uy = K(u, Uy, uxx,__) (2.3.1)
seklinde olsun. Homojen balans metoduna goére (2.3.1) denkleminin Benzerlik indirgemesinin
a(l
u= 6x_“f(w) + ugy (232)

seklinde oldugunu kabul edelim, burada a, u fonksiyonunun en yiiksek mertebeden tiirevli lineer terimi ile,
u fonksiyonunun en yiiksek mertebeli lineer olmayan teriminin dengelenmesi ile tespit edilen bir sabittir.
Bu yontemde, (2.2.2) doniigiimiinden farkli olarak w ve u, fonksiyonlarini artyoruz, burada w = w(x, t)
ve uy = uy(x, t) seklinde fonksiyonlardir. Daha sonra (2.3.2) doniisiimii (2.3.1) denkleminde yerine
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yazilarak en yiiksek kuvvetten w, parantezine alinir, geriye kalan ifadelerde f fonksiyonunun farkli
tiirevlerinin parantezlerine alinarak, f fonksiyonunun farkl tiirevlerinin katsayilari tespit edilir. Burada, f
fonksiyonunun farkli tiirevlerinin katsayilar1 oran1 w nin bir fonksiyonudur ve sadece w igin f bir adi
diferansiyel denklemdir. Daha sonra w,, in en yiiksek kuvvetinin katsayis1 kullanilarak w nin bir fonksiyonu
olan T nin belirlendigi her yerde, diger katsayilar bulunurken wj'T;(w), (i = 1,2,...) olusumundan
yararlanilir. Burada, T;(w), w nin bazi keyfi fonksiyonlaridir. Ayrica, herhangi bir matematiksel ifade
kullanildiginda ( diferansiyel, integral, logaritma alma, tistel, kuvvet alma,...) bu ifadeler I'(w) ile belirlenir
ve genelligi bozmaksizin bazi serbestlikler kullanilir. Bu serbestliklerin ne oldugunu uygulanan
denklemlerde yeri geldiginde verilecektir. Sonug olarak bu adimlar takip edilerek verilen lineer olmayan
kismi diferansiyel denklemin rasyonel, trigonometrik ve hiperbolik olarak sirasi ile ilerleyen ¢oztiimleri ile
tek dalga ¢oztimleri bulunmus olacaktir [9].

2.4. ADOMIAN AYRISIM METODU

Adomian ayrisim metodunun bir seri metodu oldugu ve birgok cebirsel, lineer ve lineer olmayan
diferansiyel denklemlere basarili bir sekilde uygulandigi bilinmektedir. Metot genel olarak su sekilde
aciklanabilir. F, hem lineer hemde lineer olmayan terimleri iceren genel bir lineer olmayan adi diferansiyel
operatdr olmak tizere

Fu(x,t) = g(x,t) (2.4.1)
denklemi verilmis olsun. (2.4.1) denkleminde L; verilen diferansiyel denklemin en yiiksek mertebeden

tiirevini, R; lineer operatoriin kalan kismin1 ve N; ise lineer olmayan terimi gostermek iizere (2.4.1)
denklemini

Lu+Ru+Nu=g (2.4.2)

seklinde ayristirarak yeniden yazalim. L operatoriiniin tersi de mevcut olan bir lineer operator olmak tizere,
(2.4.2) esitligi

Lu=g—Ru—Nu (2.4.3)

seklinde yazilabilir. (2.4.3) ile verilen esitligin her iki tarafina L operatdriiniin tersi olan L™ operatdrii sol
taraftan uygulanirsa

LY Lu=L19g—L'Ru—L"'Nu (2.4.4)

esitligi elde edilir. L ikinci mertebeden ve tersi mevcut olan lineer bir operator olarak Kabul edildiginden,
(2.4.4) esitliginde gerekli islemler yapilirsa

u(x, t) =u(x,0) + L (g(x,t)) — L' Ru — L™ Nu (2.4.5)
¢6zlim fonksiyonu bulunabilir. (2.4.5) ile elde edilen esitlikteki Nu lineer olmayan terimleri
Nu = Y50 An (U, Uy, oo, Un—1)
seklinde ifade edilmektedir. Burada, 4,, polinomlar1 6zel Adomian polinomlar1 olup bu polinomlar daha

sonra incelenecektir. (2.4.5) esitligindeki u(x, t), ayristirilmus seri ¢oziim fonksiyonudur. Bu seri ¢6ziim
fonksiyonunun birinci terimi u,, verilen baslangi¢ sart: olan u(x,0) ve L™'g sag taraf fonksiyonunun
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integrali olmak iizere uy = u(x,0) + L™1g ile bulunur. Daha sonra seri ¢dziimiin birinci terimi olan
terimi kullanilarak serinin takip eden uq,u,, ... terimleri elde edilerek Adomian ayrigiminin seri ¢oziim
fonksiyonu

u(x, t) = Yp—oUn(x, t) (2.4.6)

seklinde elde edilir. Bu serinin yakinsak oldugu literatiirde bir¢ok c¢alismada teorik olarak gosterilmistir.
Bu seri ¢ozlimii kullanarak (2.4.5) esitligi tekrar yazilacak olursa,

Z?lozo Un = Ug — L'R Z?lOZO Up — Lt Z?lozo Ay (2-4-7)
elde edilecek seri genel sekilde yazilabilir. Bu (2.4.7) esitligi agik bir sekilde yazilacak olursa

u, = _L_lRuO - L_le,
U, = _L_lRu1 - L_lAl,
Uz = _L_lRuz - L_lAz, (248)

Uppr = —L7'Ru, —L71A,n >0

esitlikleri elde edilir. Buradaki A,, polinomlarinin her biri lineer olmayan terim i¢in genellestirilebilir.
Yapilacak bu genellestirmede A, sadece u, terimine, A, sadece u, ve u, terimlerine, A, ise uy, Uy, U,
terimlerine bagl olmak tizere (2.4.8) esitligindeki biitiin A4,, polinomlar1 elde edilebilir. Genel olarak, A,
Adomian polinomlarinin bir kag tanesi

Ag = ];(uo),
Ay = s () o),
Ay =y (35) £ ) + (52) (57) £ o) (2.4.9)

Az =u3 (diuo)f(uo) +uiu; (dd—;%)f(uo) + (1;_?) (;_5(3)) f(uo),

seklinde verilmektedir. Ayrisim polinomlarinin en genel hali ise
Ay = [ o (3, )| n 2 0 (2.4.10)
seklinde formiile edilmektedir [10].
3.ORNEK Burgers benzeri denklemi goz 6niine alindiginda,
Up + Uy +uuy, + %uxx =0 3.1
(3.1) ile verilen denklemin Homojen Balans metoduna gore

u(x,t) = %f(w) + u, (3.2)

19



ALKU Fen Bilimleri Dergisi 2021, Say1 3(1): 14-28 Burgers Benzeri Denklemin Bazi Seyahat Eden Dalga
Coztimleri

seklinde Bdcklund doniisiimiinii arayalim. Verilen denklemde, en yiiksek dereceden lineer terim olan u,.,
ve en yliksek dereceden lineer olmayan terim uu, dengelenirse « = 1 bulunur ve (3.2) doniisiimii

ux, t) = — F(w) + ug (3.3)
veya

u(x, t) = f'w, +ug (3.9

seklinde olur. (3.4) doniisiimii (3.1) denkleminde yerine yazilir ve yeniden diizenlenirse,

1 " 7 " 12 " 3 "
(Ef + f’f )WJ? + (f WyWg + f”WJ? + f WxWyx + f W)?uO + Ef WxWxx)

1
+ (f,Wxt +f,Wxx +f,Wx(u0)x +f’Wxxu0 + Ef,Wxxx> =0

(3.5
elde dilir ve (3.5) esitliginde w3 {in katsayis1 sifira esitlenirse
S =0
seklinde bir lineer olmayan adi diferansiyel denklem elde edilir. Bu diferansiyel denklemden
f=hw (3.6)
¢Oziimii elde edilir. Bu ¢6ziimden
fre=—f"
olarak bulunur. Bulunan bu ifade (3.5) esitliginde yerine yazilirsa son durumda,
(wewe + W + Wity + 3 Wawse ) 7 + (We + Wax + Wa () + Waxtly + 3 W) f/ = 0
(3.7)
elde edilir. Daha sonra f' ve f"' katsayilarin1 kullanarakda
Wy (Wt + w, + wug + %Wxx) + % (wt + w, + wyuy + %Wxx) =0 (3.8)
elde edilir. Buradan kolaylikla goriilebilir ki (3.8) denklemini
We + W, + W + %Wxx =0 3.9
saglar. (3.4) ve (3.6) esitliklerinden aradigimiz Backlund doniisiimii
u(x,t) = ;—xln w+ U, (3.10)

seklinde elde edilir ve burada w, (3.9) denklemini saglar. (3.1) denkleminin baslangi¢ ¢6ziimii uy = 0
alinirsa, bu durumda (3.9) ve (3.10) sirasi ile

20



ALKU Fen Bilimleri Dergisi 2021, Say1 3(1): 14-28 Burgers Benzeri Denklemin Bazi Seyahat Eden Dalga

Coztimleri
We + Wy + 5 Wy = 0 (3.11)
u(x,t) = —Inw (3.12)

sekline gelir. (3.11) denkleminin bir 6zel ¢dziimii

w(x,t) =1+ exp (x —;t)
olarak alinirsa ve bu (3.12) esitliginde yerine yazildiginda (3.10) denkleminin solitary dalga ¢oztiimii

1,1 3

u(x,t) = P Etanh (x _Et)
olarak bulunur.
— (3.1) ile verilen denklemini tekrar goz oniine alip, Benzerlik indirgeme metodu kullanilarak ¢6ziimiinii
arayalim. (3.1) denkleminin Benzerlik ¢6ziimiiniin (3.4) doniisimiinden

u(x,t) = f'wy +uq (3.13)
seklinde oldugunu kabul edelim. (3.13) doniistimii (3.1) denkleminde yerine yazilip diizenlenirse
1 " e 3 " "2 12 "2 3 "
(Ef +f'f )Wx +<f wxwe + 1wy + T wewey + Wi +Ef WxWxx)
1
+ (f,Wxt + f, Wyx T f, Wx(uo)x + f’ WyxUo + Ef,Wxxx>

1 —_—
+ (e + (o) + o (o) +5 (o)ex) = 0

(3.14)
elde edilir. (3.14) esitligi f',f"’ ve f'* parantezlerine alinirsa bu esitlik
1 e 3 12 2 2 3 "
(Ef +f'f )Wx T wewy f'7 + (Wth + wy + wiug + wawxx)f + (th + Wyr +
! 1 ! 1
Wy (Uo)x + [ wyxtp + EWxxx)f + ((uo)t + (wo)x + uo(ug)yx + 3 (uo)xx) =0
(3.15)
seklinde yazilabilir. Bir 6nceki 6rnekteki agiklamalar g6z 6niine alinirsa
WyWyy = Wi (W), (3.16)
wywe + Wi + wiug + %wxwxx = wil,(w), (3.17)
Wy = wiT3(w), (3.18)
, 1
Wy + Wy (Uo)x + [/ Wixtto + 7 Waxx = W;? L, (w), (3.19)
1
(wo)e + (uo)x + up(ug)x + Py (Uo)xx = W)?FS (w), (3.20)

burada T;(i = 1,2,...,5) w nin belirlenecek bazi keyfi fonksiyonlaridir. u, ve w nin belirlenmesinde
genelligi bozmaksizin asagidaki kurallarin kullanilabilecegi iki serbestlik vardir:

@uy=u'(x,t)+ aa—x Q, seklindeyse o zaman, ) = 0 aliabilir. (f(w) = f(w) — Q doniisimii yapilarak).
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(b) w(x, t), Q(w) = wy(x,t) seklindeki bir denklem ile tanimlanmus ise = w olarak alinabilir. (w —
Q~1(w) déniisiimii yaparak).

(@) ve (b) serbestlikleri kullanilarak (3.16) - (3.20) denklemlerinin genel ¢6ziimleri bulunabilir. Soyle ki
(3.16) ve (3.17) esitlikleri alinir ve yukarida verilen (a) ve (b) serbestlikleri kullanilirsa,

w=x6(t) +a(t) (3.21)

olarak hesaplanir. (3.17) ve (3.21) esitlikleri kullanilarak

) 6 do
Wy = 0(t), Wy, = 0,wy = 0%(t), w, = XE-I_E
bagintilar1 bulunur. Bunlar (3.17) de yerlerine yazilirsa,
1 ae  do
uOZ—E(XE-l'E)—l (322)

elde edilir. Elde edilen (3.21) ve (3.22) bagintilar1 (3.16) - (3.20) denklemlerinde kullanilirsa

I =L,=0T;=A4T,=-AT;=-A*w—B

o' —246%¢' = 0*(A%0 + B) (3.23)
2 = 463 (3.24)

bagintilar1 bulunur. Bu ifadelerden yararlanarak (3.15) denklemi yeniden diizenlenirse
LI (APw + B)
elde edilir. Burada f' = P(w) olarak alinirsa yukarida bulunan denklem
P+ PP’ — (A%w + B) =0 (3.25)
denklemine doniisiir, burada ii¢ durum s6z konusudur. Bunlar:
(i) A = B = 0 olmast durumu:

(3.25) denklemi %P” + PP’ = 0 olur. Burada bir defa integral alinirsa,
1., , 152
EP + EP + Cy = 0 (326)

denklemi elde edilir. Bu elde edilen denklemdeki c, keyfi sabiti i¢in bazi1 6zel durumlar goz Oniinde
bulundurularak, denklemin rasyonel, trigonometrik ve hiperbolik ¢6ziimleri bulunabilir. Séyle ki,
(3.26) denkleminde ¢, = 0 alinirsa,

p=2
w

¢ozlimii elde edilir. (3.23) esitliginden

" =0, =c,0=cit+¢ (3.27)
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olarak hesaplanir. Ayrica (3.24) esitliginden

bulunur ve burada 6zel olarak
0=0,=1 (3.28)
alinabilir. Bulunan bu (3.27) ve (3.28) sonuglar (3.21) ve (3.22) esitliklerinde yerlerine yazilirsa
w=x+ct+cy Ve ug=—c; —1

esitlikleri bulunur. Bulunan bu ifadeler (3.13) doniisiimiinde yerlerine yazilirsa verilen denklemin benzerlik
¢oziimlerinden biri olan rasyonel ¢6ziim fonksiyonu

1
) =——————0—1
ulx ) (x + ¢yt +¢p) @
elde edilmis olur.
(3.26) denkleminde c, > 0 alinirsa,
ozel olarak c, = % alindiginda
P = —tan(w)
bulunur. w = x + ¢;t + ¢y esitligi P fonksiyonunda yerine yazilir ve ug = —cy; — 1 oldugu goz oniine

almir, bulunan ifade (3.13) doniisiimiinde yerine konursa, denklemin benzerlik ¢éziimlerinden olan
trigonometrik ¢6ziim fonksiyonu

u(x,t) = —tan(x + ¢yt +¢cy) —¢c; — 1
olarak bulunur.

(3.26) denkleminde ¢, < 0 alinirsa,
ozel olarak ¢, = — % alindiginda

P = coth(w)
bulunur.w = x + ¢t + ¢ olarak yukarida yerine yazilir yerine yazilir ve ug = —c; — 1 oldugu gz dniine
almir, bulunan ifade (3.13) doniisiimiinde yerine konursa, denklemin benzerlik ¢oziimlerinden bir digeri
olan
u(x,t) = coth(x + cit+cy) —c; — 1
hiperbolik ¢6ziim fonksiyonu bulunmus olur.
(i)A = Ove B # 0 olmast durumu:

(3.23) esitliginde

6" =B,6' =Bt+c¢,,0 =%Bt2 + ¢t + ¢

23



ALKU Fen Bilimleri Dergisi 2021, Say1 3(1): 14-28 Burgers Benzeri Denklemin Bazi Seyahat Eden Dalga
Coztimleri

olarak hesaplanir. Ayrica (3.24) esitliginden
bulunur ve burada 6zel olarak

almabilir. Bulunan sonuglar (3.21) ve (3.22) esitliklerinde yerlerine yazilirsa
W=x+%Bt2+clt+co ve uy=—-Bt—c; — 1
bulunur. Bulunan bu ifadeler (3.13) doniisiimiinde yerlerine yazilirsa
u=PWw)—Bt—c; —1
esitligi elde edilir. Buradaki P(w) fonksiyonu

~P"+PP' =B =0
denklemini saglar.

(ii)A # Ove B = 0 olmasi durumu:

Genellik bozulmaksizin A = — % alabilir (3.24) esitliginden

a1
dt 2

1 1
elde edilir. Bu ¢oziilirse 8 =t 2z elde edilir. (3.14) esitliginde 0 yerine 8 =t 2 yazilirsa
" -1 7 1 -2
o' +to — 0= 0
denklemi elde edilir ve bu denklem ¢oziiliirse
o=t 2
¢oziimii elde edilir. Bulunan bu degerler (3.21) ve (3.22) esitliklerinde yerlerine yazilirsa

w=£1+l ve u0=l(f+l)—1
t2

1
5 t t

~

esitlikleri bulunur. Bulunan bu degerler (3.13) doniisiimiinde yazilirsa

1 1(x 1
u=Pw)z+z(7+7)—-1
()t% Z(t t)

bulunur. Burada P (w) fonksiyonu
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SP" 4 PP +2w =0
denklemini saglar. Boylece verilen denklemin benzerlik ¢6ziimleri bulunmus olur.
— (3.1) ile verilen Burgers like denklemi, Adomian ayrisim metodu ile ¢ézelim. Verilen denklemin standart
operator olusumu

Le(u) + ty + Nu+ 2 Ly (u) = 0 (3.29)

seklinde ifade edilir. Burada, Nu = uu, lineer olmayan terimi, L, = %

% .. . . T . _
ve L,, =-—— lineer diferansiyel operatorlerini ifade etmektedir. Burada, L;® ters operatdriiniin var

0x?
oldugunu kabul edelim ve bunu L;* = f(f (.)dt seklinde tamimlayalim. Bu ters operatdrii (3.29) denklemine
uygulanirsa

Li'Le(u) = =L (uy) — L (Nu) — %Lzlex(u) (3.30)
elde edilir. (3.30) esitliginden
u(x, £) = ulx,0) = ~Lg" () = L' (Nu) = 5 L L (1) (3.31)

yazilabilir. Burada Nu = uu, = Y.n—o A, seklinde ifade edilir ve A,, Adomian polinomlar1 da bir 6nceki
boliimde oldugu gibi olusturulur. u,, bilindiginden n = 1 olmak tizere u, (x, t) elemanlari su sekilde
-1 -1 14
uy = =Ly (uo)x — Lt~ (Ao) — ELt Ly (o),

-1 -1 1 -1
U, = =Ly (ug)y — Ly (A — ELt Lyx (uq),
_ _ 1,_
uz = —L; 1(u2)x - Ltl(Az) - ELtlex(uz)' (3.32)

_ _ 1._
Up = _Lt 1(un—l)x - Lt 1(An—1) - ELt 1Lxx(un—1)vn = 1:

yazilabilmektedir. uy = u(x, 0) verildigine gére ayrisim serisinin diger terimleri (3.32) yineleme formiili
kullanilarak

Uy = % + %tanh (g),

wy = =L o)y — L (uo(tto)x) — 3 L Ly (itg) = — 2 tsech? (3)

uy = —Li (un)x = L (ua (o) + o (un)x) = 5 L Lux (1) = = > t2sech? (3) tanh (3)
Uz = =Ly (Uz)x — L' (up (o) x + g (ug)x + o (z)x) — %Lzlex(uz) = —it3(—2 +

128
cosh(x))sech* (’2—6) (3.33)

serinin dort terimi elde edilir. Bu elde edilen terimler (2.4.6) serisinde yerlerine yazilarak

tanh (5) - %tsech2 (g) - 3% t?sech? (g) tanh (g) — %8 t3(-2+
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ayrigim serisi olusturulur ve yukaridaki seri ¢6ziim fonksiyonu kapali fonksiyon olarak

1 1 1 3
u(x,t) = E+Etanh (Ex _Zt)

seklinde ifade edilir.

3. SONUC

Bu makalede, Burgers benzeri denklemin bazi seyahat eden dalga ¢6ziimlerini bulmak igin Backlund
Doniistimii, Benzerlik indirgeme ve Adomian Ayristirma yontemleri denkleme uygulanmistir. Yukaridaki
yontemlerin denkleme uygulanmasi sonucunda denklemin rasyonel, hiperbolik ve trigonometrik ¢oziimleri
elde edilmistir. Daha sonra Mathematica 11.2 programini kullanarak bu ¢éziimlerin denklemi sagladigi
gOriilmiistiir.

4. NOT
Bu makale Ibrahim Enam Inan’m doktora tezinin ilgili kisimlarindan hazirlanmustir.
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