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Felsefe Diinyasi, 2011/1, Say1 53

SAYILAMAZ SONSUZLUK, KARAR VERILEMEZLIK
VE GODEL’iN EKSIKLIiK TEOREMI

Ahmet Cevik”

Bir¢ok kuramsal bilimde oldugu gibi, teorik bilgisayar biliminin de mate-
matikten geldigi bilinmektedir. Birseyin sonu baska birseyin baslangicidir s6zii
teorik bilgisayar biliminin dogusunu en iyi bigimde yansitan sdzdiir. Aslinda
bilgisayar bilimi, 20.yiizyildaki modern matematigin bir vizyonunun basarisiz-
likla sonlanmasi, ve bir krizin ortaya ¢ikmasi sonucunda dogmustur. Plansiz
geligen bu siireci ve beklenmedik bir sonu¢ olarak ortaya ¢ikan “bilgisayar”
kavramini felsefi boyutta inceleyecegiz.

I. Sonsuz Kiimeler Kurami

Matematik denildiginde akla gelen kavramlar kesinlik, estetik, edebiyet,
ve mutlak dogruluktur. Fakat matematik tarihine baktigimiz zaman bazi 6nemli
krizler goriiriiz. Bu da matematigin duragan olmadigini, degisim ic¢inde oldu-
gunu gostermektedir. Matematik diinyasindaki krizler, Pisagor’un teoremi ile
birlikte irrasyonel sayilarin kesfi ile baglamistir. O zamanlar matematik diinyasi
Platon’un rasyonelizm felsefesi ile biliniyordu. Yani rasyonel bir diinyada irras-
yonel sayilarin kesfi matematikte bir kriz yaratmisti. Bu bulus antik ¢aglardaki
filozoflarin ve matematikgilerin ilgisini cekmistir. Sonraki zamanlarda tlirev ve
integral kalkiiliistin bulunmasiyla bir kriz daha yasanmistir. Artik siireklilige
sahip olan ifadelerden ve limitlerden bahsedilmekteydi. Siireklilik diisiincesi o
zamanlarda anlagilmadigindan dolayi, bu kriz Pisagor’un zamanini tekrar yasat-
migtir. O zamanlarda din bilimi iizerine ¢alisan felsefeci Bisop Berkeley, mate-
matikgilerin kalkiiliis {istiine olan tartismalarini din bilimcilerin tartismalarina
benzetmistir. Teorik bilgisayar biliminin temelini atan, bahsedecegimiz bu kriz
19.ytizy1lin sonlarina, Rus kokenli Alman matematik¢i Georg Cantor’un kiime-
ler kuramina dayanmaktadir.

1870’lerde Cantor sonsuz kavrami iistiinde ¢alistyordu. O zamana kadar
hi¢bir matematik¢i sonsuz iistiinde ciddi sekilde calismamistir. Sonsuz, Cantor
icin sembolden 6te bir anlam tasiyordu. Onu matematige ¢agiran ilahi giiciin
sonsuz kavrami oldugunu, ve eger sonsuzu kullanmak istiyorsak onu anlama-
miz gerektigini diisiinliyordu. Sonsuzu anlamak isteyen Cantor, arastirmasina

* University of Leeds, Department of Pure Mathematics, email: mmac@Ieeds.ac.uk.) Yazar,
katkilarindan dolayi Prof.DrTeo Griinberg’e, Prof.Dr.Ahmet inam’a, Rasit Hasan Keler’e, ve
Burak Yolagan’a tesekkir eder.)
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su soru ile bagladi: Sonsuz ne kadar biiylikiir? Sonsuzun sadece bir matematik-
sel sembol olarak kullanilmasindan rahatsizlik duyan ve bu kavrami kesin ola-
rak ortaya koymak icin Cantor, kiimeler kuramu1 tizerine, 6zellikle kiimelerin bii-
yiikliikleri yani kardinalleri hakkinda galigmaya basladi. Sonlu kiimeler i¢in bu
problemi ¢ozmek kolay. Ayni sayida elemanlari varsa her iki kiimenin, o zaman
biiyiikliikleri de aynidir. Ornegin {a,b,c} kiimesi ile {5,e,x} kiimesinin bii-
yukliikleri 3°tiir. Peki 3 tek basina ne ifade etmektedir? Coziimii soyle genelle-
yebiliriz: Verilen iki sonlu kiime, 4 ve B igin 4 kiimesinden B kiimesine birebir
orten f fonksiyonu varsa o zaman |A| = |B| deriz'. Sonsuz kiimeler igin sayma
yontemi miimkiin olmadig1 igin birebir 6rten fonksiyon tanimlamak problemi
¢Ozecektir. Sonlu kiimeler sayilabilir kiimelerdir. Bir kiimenin biiyiikligi do-
gal sayilar kiimesinin biiyiikliigiine esitse, bu kiimeye sayilabilir sonsuz kiime
denir. Aksi halde bu kiimeye sayilamaz kiime denir. Dogal sayilar N kiimesi sa-
yilabilir sonsuzluktadir?. Verilen sonsuz bir S kiimesinin sayilabilir sonsuzlukta
olup olmadigin1 belirlemek i¢in S ‘den dogal sayilar N kiimesine birebir orten
f:S — N fonksiyon bulmamiz yeterlidir. Goriinen o ki, iki kiimenin esitligi-
ni belirlemek igin birebir drten fonksiyon bulmak kiime elemanlarini saymaktan
daha etkili bir yontem. Eger bir kiime sonlu ise veya sayilabilir sonsuz ise bu
kiimeye numaralandirilabilir kiime (enumerable) denir. Aksi halde bu kiimeye
numaralandirilamaz kiime denir. Dogal sayilar kiimesi sayilabilir sonsuzlukta
olduguna gore bu, kiimenin numaralandirilabilir oldugunu da gdstermektedir.
Cantor, rasyonel sayilarin da numaralandirilabilir oldugunu gdstermistir. Bunu
da zigzag® yontemi ile yapmistir. Ciink{i rasyonel sayilar pay ve payda olmak
tizere iki dogal sayidan olusmaktadir. Her bir ¢ift bir dogal sayi ile eslestirilirse,
bu dogal sayilar ile rasyonel sayilar kiimesinin biiyiikliiklerinin ayni oldugunu
gosterir. Dogal sayilar, tamsayilar ve rasyonel sayilar sayilabilir sonsuzlukta-
dir. Cantor’un biiyiik bulusu gergel sayilarin sayilamaz sonsuzlukta oldugunu
gostermesi ile baglamistir®. Kanitinda, Cantor 0 ile 1 arasindaki gergel sayilarin
sadece ondalik kisimlarini listelemistir. Diyagonal inga olarak adlandirilan yon-
tem sonucunda Cantor dyle bir say1 olusturur ki olusturdugu say1 listede yoktur!
Biz bunu acgikca goriilmesi i¢in ikilik tabanda gdsterecegiz. Her rakam ikilik sis-
temde kodlanabilecegi i¢in bu sorun olmayacaktir. Insamizda [0-1] araligindaki
sayilar1 géz ontlinde bulunduracagiz. O halde bunu 0 ve 1’lerden olusan diziler
i¢in soyle gosterebiliriz:

L Bir A kiimesinin kardinali |A| seklinde gosterilir.

2 N={0,1,2,..}

3 Zigzag yontemi sonsuzluga takilmamak igin gelistirilen bir sayma yontemidir. Bu yontem
matematikteki ve bilgisayar bilimindeki birgok kanitlarda ve ingalarda kullaniimaktadir.

4 Gergel sayilar kiimesi R ile gosterilir.
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S1=1,1,0,0,1,0,1,1,.
S$2=0,0,1,0,1,1,0,0,.
S3=0,0,0,1,0,1,0,0,.
S4=1,0,0,0,1,1,1,1, ..
S5=0,1,1,0,1,0,1, 1, .
S6=1,1,0,1,0,0,0,1, .
S7=1,1,0,1,0,1,0,0, .
0,1,0,1,0,0,1

-
-
-
-
-

: 0
S¢=0,1,1,1,0,1,1,0, ...

Cantor kosegeni olusturan rakamlara bakar ve yeni sayiy1 kosegendeki
her rakamdan farkli olacak sekilde olusturur. Yani bu 6rnekte kosegendeki ra-
kam 1 ise 0, 0 ise 1 olacak sekilde yeni say1y1 olusturacagiz. Ornekte, kdsegeni
olusturan sonsuz dizi 10001001... ise yeni olusturulan say1 Sd = 01110110...
seklinde olacak. Genellersek, yeni olusturulan sayida x’inci basamagin, kdsege-
ni olugturan sayinin x’inci basamagindan farkli bir say1 olmasi gerekmektedir.
Cantor bu olusturulan sayimin listede olmadigini goriir ¢iinkii listedeki her sa-
yinin en az bir basamaginin degistigini goriir. Olusturdugumuz sayinin »’inci
sirada oldugunu varsayalim. O zaman kesigen kdsegeninde, yani »’inci sira ve
n’inci siitundaki rakamda, bir ¢eliski olurdu. Ciinkii insamiz o rakamdan bagka
bir rakam olmasia dayaniyor. Oyleyse kdsegendeki rakam ne ise her zaman
bagka bir rakam olmali. K&segendeki say1 6rnegin 1 ise, yeni olusturdugumuz
sayida 0 olacagindan dolay1 bu iki say1 birbirine esit olamazdi. Benzer sekilde
kosegendeki say1 0 ise, yeni olusturdugumuz sayida 1 olacakti. Bu bir geliski-
dir. En bagta [0-1] araligindaki biitiin sayilar1 listeledigimizi varsaymistik ancak
Sd bu aralikta olmasina ragmen listede degil! Olusturdugumuz yeni sayiyi lis-
teye ekleyip ayni argiimani bastan yaparsak tekrar listede olmayan bir say1 elde
edecegiz. Bu hicbir zaman tam bir liste elde edemeyecegimizi gostermektedir.
Bu sebeple gergel sayilar sayilamaz sonsuzluktadir. Bu bulus ile Cantor farkli
sonsuzluklarin oldugunu gostermistir. Dahasi, Cantor her sonsuzdan daha bii-
yik bir sonsuz oldugunu ve bunlarin bir hiyerarsik diizene sahip olabilecegini
gostermistir. Cantor bu sonuca her kiimeden daha biiyiik bir kiime oldugunu ve
bunun da o kiimenin kuvvet kiimesi® oldugunu gdstermesiyle varir. Yani her-
hangi bir S kiimesi igin, |S | < |P(S )| ifadesini kanitlar. Ayrica Cantor P(N) ile

5 S bir kime olsun. S kiimesinin kuvvet kiimesi, P(S), S’nin bitin alt kiimelerinin kiimesine
esittir.
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R kiimelerinin denk oldugu diigiincesine varmistir. Bilinen en kiigiik sonsuz kii-
menin kardinaline Alef-sifir () denmistir ve bu da N kiimesinin kardinaline
esittir. Gergel sayilarin kardinaline ise C denmistir. Ayrica kardinaller arasinda
N, <N, <N, < ...iliskisi vardir. Kardinaller disinda kiimelerin biiyiikliikleri
ile ilgili baska bir kavram ise ordinallerdir. Ordinaller kardinallerin aksine sa-
yica biiytikliikten bahsetmezler. Fakat kiimelerin siralama biiyiikliiklerini ifade
eder. Kardinalleri 1,2,3, ... olarak diisiiniirsek, ordinalleri 1’inci, 2’inci, 3 tincii,
.. iliskisi seklinde diisiinebiliriz. Ordinalleri siralama bagintilariyla diisiinme-
liyiz. Cantor ordinalleri tanimlamak igin soyle baglamistir: Elimizde 1,2,3, ...
vardir. O halde biitiin sonlu sayilardan daha biiyiik, sonlu 6tesi bir say1 kolaylim
ve bunlarin en kiigiigline @ diyelim. Elimizde 1,2,3, ..., @ bulunmakta. Burada
neden duralim? 1,2,3...,0,@+ 1,0+ 2, + 3, ... Daha da devam edersek,

L,2,3,...,0,...,@2,... " ,... ®°,... 0° ,... 0" ...

dizisini elde ederiz. Dahasi, bu diziye diledigimiz kadar devam edebili-
riz. Oncesi olan ordinallere ardil ordinal (successor ordinal) denir. Ornegin,
5,0+16,0" +108 gibi ordinaller ardil ordinallerdir. Ciinkii bu ordinallerden
bir 6nce gelen ordinaller vardir. Bunlar sirasiyla 4, @ +15, w* +107 dir. On-
cesi olmayan ordinallere /imit ordinal denir. Ornegin, @ sifirdan biiyiik en kii-
¢lik limit ordinaldir. Cunku bu ordinalden bir 6nce gelen ordinal yoktur. Simdi
& ordlna]\ml {w,0°,0" ...} kiimesinin ekiisii® olarak tanimlayalim. Yani,
&y = =®"“ olsun. O halde, a)‘g = ¢ esitligini saglayan en kiigiik ordinal &, dir.
Su ana kadarki yazdigimiz ordinaller, &, dahil, sayilabilir ordinallerdir. Biitiin
sayilabilir ordinallerden daha biiyiik olan ordinale sayilamaz ordinal denir. i1k
sayllamaz ordinal @, olarak yazilir.

Cantor, sonsuz tane farkli sonsuz oldugunu gdsterdikten sonra bazi mate-
matikgiler Cantor’un ¢alismalarini basta kabul etmemislerdir. Clinkii Cantor’un
yaptig1 igin matematik oldugunu diistinmezler. Birgok matematik¢i Cantor’un
yaptig1 isin teoloji ile ilgili oldugunu soyler ve Cantor’u matematik diinyasin-
dan izole ederler. Son olarak Cantor, farkli sonsuzluklarla ilgili ¢aligsmasina
acikliklik getirmek i¢in siireklilik hipotezi denilen 6nermeyi ortaya atmistir. Bu
hipoteze gore hig bir kiimenin kardinali tam olarak dogal sayilar ile gergel sa-
yilar arasinda degildir. Daha formel bir dille siireklilik hipotezi, | N |<| ¢ |<| R |
esitsizligini saglayan bir ¢ kiimesi olmadigini savunur. Cantor bu hipotezin dog-
ru oldugunu kanitlar ve kanitim1 en kisa siirede gonderecegini bildirir. Fakat

6 Ustten sinirli bir dizinin Gst sinirlarindan en kiigiik olanina dizinin ekiisii denir.
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daha sonra hipotezin dogru olmadigini da kanitlar! Makalenin sonunda Kurt
Godel’in ve Paul Cohen’in siireklilik hipotezi ile ilgili ¢alismalarindan bahse-
dilmistir.

Cantor’un klasik kiimeler teorisi genelde matematikgiler tarafindan ka-
bullenmemistir. Ciinkii paradokslara neden olmustur. Matematigin temelini
klasik kiimeler kuramina dayandirmak o donemde kotii sonuglara yol agmustir.
En tipik paradoksu Ingiliz filozof ve matematik¢i Bertrand Russell bulmustur.
Russell’in buldugu bu sonug Gottlob Frege’nin 6ne slirdiigii sistem igin geger-
lidir [7]. Russell paradoksunda “kendilerinin eleman1 olmayan biitiin kiimelerin
kiimesi” ele alinmigtir. Yani,

R={A4|A4¢ 4}

A, A’nin elemani degilse R’nin i¢indedir. Simdi karar verilemeyen, ve
diinyaya bigimsel sistemlerin veya bu sistemlerde yapilan ¢ikarimin limitleri
oldugunu gosteren soru gelir: R acaba R’nin i¢inde midir? Eger, R’nin igin-
de degilse tanima gore i¢inde olmalr ¢iinkii R kiimesi kendisini icermeyen bii-
tiin kiimeleri icermekte. Fakat R, R’nin icinde ise i¢inde olmamali ¢ilinkii bu
kiimenin tanimi R’nin elemani olmasi igin kendisini igermemesi gerektigini
sOylemekte. Kisaca R ancak ve ancak R’nin iginde degilse R’nin igindedir. Bu
mantiksal bir paradokstur. Nedeni ise 6zyinelemenin ve kendini referans veren
tanimlarin dogasindan gelmektedir. Burada kendini referans veren bir durum
s6z konusudur. Formel sistemlerde bu tip dongiilii yapilar kullanildig: takdirde
paradokslar kacinilmazdir. Klasik kiimeler kuramu ile ilgili bir diger paradoks
ise, Cantor’un “her kiimeden biiylik bagka bir kiime vardir, o da o kiimenin
kuvvet kiimesidir” argimani ile ilgilidir. Bu paradoksta evrensel kiimeyi yani
biitiin kiimelerin kiimesini dlistinelim. Argiimana gore evrensel kiimenin kuvvet
kiimesi kendisinden biiyiik olmali. Fakat evrensel kiimenin tanimindan gelen
sey evrensel kiimenin herseyi i¢inde bulundurmasidir. Bu geligkili bir durum-
dur. O zaman evrensel kiimenin kuvvet kiimesi ile evrensel kiime birbirine egit
olmali m1 yoksa evrensel kiimenin taniminda m1 sorun vardir? Bazilarma gore
ise evrensel kiime yoktur. Ya da evrensel kiime bir kiime degildir fakat bir
smiftir diyerek bu paradokstan kurtulabiliriz. O zaman da biitiin siniflarin si-
nifi kavrami aym celiskili durumu yaratacaktir. Oyleyse her matematiksel obje
i¢in bu paradokstan kurtulmak miimkiin olmayabilir. Cantor aslinda en biiyiik
kardinalin veya ordinalin olmayacagini ve her kardinal veya ordinalden daha
biiyiiklerinin olacagini en basit olarak sonsuz kiimeler kuraminda géstermistir.
Cikarilacak en 6nemli sonug bu olmalidir.
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II. Bicimsellestirme

Kiimeler kuramindaki paradokslardan dolay1 ilerleyen tarihlerde kiimeler
kuramu belitlestirilmistir (aksiyom). En ¢ok bilinen kiime belit sistemi Zermelo-
Fraenkel Kiime Kurami’dir (ZFC) [6][1]. Burada sistemden kastimiz bi¢imsel
yani formel sistemdir. Bir formel sistem belli bir bicimsel dil, aksiyomlar ve
¢ikarim kurallarindan olusur. Kiimeler kurami igin dnerilen belit sistemlerin-
den biri de tip teorisini ele almaktadir[5]. Bu sisteme gore hi¢ bir kiime kendi
tipinden veya hiyerarsisinden bir eleman1 igeremez. Biitiin kiimeler kendinden
daha once tanimlanmis veya daha basit kiimeleri icerebilir. Eger kiime ¢ tipine
sahip ise, elemanlar1 #—1 tipine sahiptir. Matematikteki paradokslar1 tamami
ile ortadan kaldirmak i¢in duruma Alman matematik¢i David Hilbert el koyar ve
1920’11 yillarda, kurtarici roliinde, matematik diinyasini kiimeler kuraminin ve
Ozyinelemenin getirdigi, kendini referans verme mantiginin ortaya ¢ikardigi ge-
liskilerden armdirmak i¢in aslinda modern bilgisayar bilimlerinin temelini ata-
cak bir plan1 baglatmistir. Hilbert matematigin temelleriyle 1890°larin sonundan
itibaren ilgilenmistir. Hilbert, formelist fesefe goriisiine sahip énemli bir ma-
tematikciydi. Bu felsefeye gore matematik, sembollerden olusan bir oyundur.
Ayrica Hilbert herseyin agik, kesin, ve bilinebilecegi’ gerektigini diisinmiistiir.
Hilbert bu yiizden 1930 yilinda verdigi bir konusmasinda 6zet olarak sunlar
sOylemistir:

“Biz, bilinemeyecek seylerin olduguna inananlara inanmamaliyiz. Ma-
tematikg¢i icin bilinmezlik yoktur. Bana gore her doga bilimi i¢in de boyledir.
Aksini diigiinenlere karsi séyleyecegimiz slogan sudur: Bilmeliyiz, bilecegiz.”

Hilbert’in amaci1 matematigi ¢eligkilerden arindirip, mutlak dogruluk ka-
zandirmak, ve giicli bir altyapi Gstiine oturtmakti. Gergek diinya bilindigi gibi
karmasik olup, mutlak dogrulugun varoldugu tek evrenin matematik olabile-
cegi dogrultusunda, Hilbert bu programini 20. yiizyilin basinda duyurmustur.
Hilbert’in bu programina “formalism”, yani bi¢cimsellestirme dendi. En biiyiik
amag matematigi saglam bir temele dayandirmaktir. Oyle bir sistem gelistiril-
mek istendi ki, her matematiksel onerme bu sistemde bir bi¢cimsel dille ifade
edilebilecek, her dogru dnerme bu sistemde kanitlanabilecek, sistemin tutarlt
oldugunun kanit1 sistemin i¢inde kanitlanabilecekti. Tiim matematigin bigim-
sellestirilmesi demek evrensel bir tutarli (consistent) aksiyomatik sistemin
varligiin gosterilmesi ve her 6énermenin dogrulugunun veya yanhisliginin ka-
nitlanabilmesi anlamina gelmistir. Kisaca matematigin mekaniklestirilip, son-
lu adimda® her 6nermenin dogruluk degerinin bulunmasi digiiniilmiistiir. Bir

7 Asil karsiligl ignorabimus olarak nitelendirilen ve bilimsel yontemlerin limitleri oldugunu,
ayrica algilayamayacagimiz seylerin varoldugunu savunan bu gérise Hilbert karsi ¢ikmistir.
8 GUnUmuz terminolojisinde sonlu adimli ingalara algoritma denilmektedir.
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siire boyunca birgok iinlii matematikgi, basta John von Neumann olmak {izere,
Hilbert’in bu programina katkida bulundu. Ne zaman ki, Kurt Godel ortaya
¢ikana kadar.

III. Godel’in Birinci Eksiklik Teoremi

Hilbert’in 1930°daki bildirisinden kisa bir siire sonra, 1931 yilinda, geng
bir Avusturyali matematikgi ve felsefeci, Kurt Godel, formellestirmenin hig bir
zaman tam olarak basarilamayacagini gostermistir. Bu sonug, Hilbert’in hayal-
lerini tamamen yikmistir. Godel’in teoremi, matematigin temelleri ve matema-
tiksel manti§in bir dali olan Ozyineleme Kurami’nin (Recursion Theory) en
temel prensiplerindendir’. Godel’in birinci eksiklik teorimini incelemeden 6nce
bazi tanimlara ihtiyacimiz var. Onermeler dogrulugu veya yanlishigi olabilecek
ciimlelerdir. Onermelerimizi S veya S’nin tersi olan 1S olarak gosterebiliriz.
Belli bir dildeki ciimlelerden olusan kiimeye formel teori denmektedir. Verilen
bir S 6nermesi ve T teorisi i¢in, 7°nin S’yi ¢ikarim kurallar1 dogrultusunda ka-
nitlamasi 7'z S olarak gosterilir. Kisaca buna “7, S’yi kanitlar” denir.

Tamm T bir formel teori olsun. Herhangi bir S énermesi igin, hem 7 £
Shem de T = —S ayni anda dogru degilse, T teorisine futarl: denir. Aksi halde
T tutarsizdir.

Tanmm 7 tutarli bir formel teori olsun. 7°nin formel dilindeki biitiin S
onermeleri igin, ya Tz S ya da Tz—S dogruysa, T teorisine fam denir. Aksi
halde T eksik bir teoridir.

Tanim S bir dildeki ciimlelerden olusan kiime olsun. S deki her ciimleyi
dogru kilan yorumlamaya S nin modeli denir.

Teorem (Godel’in Tamlhik Teoremi) Birinci derece yiiklem mantig
igin; T bir formel teori olsun. Eger 7 ‘ nin modeli varsa, T tutarlidir. Ayrica, T
tutarliysa 7' ‘ nin modeli vardir. Bagka bir deyisle, her modelde dogru olan clim-
lelerin, yani totolojilerin kanit1 vardir.

Godel’in tamlik teoremini simdilik kullanmayacagiz, fakat ilerde bir tip-
teki teorilerin belli bir limitini belirtmek i¢in bu kurama ihtiyacimiz olacak.
Bu bilgilerden sonra Gddel’in birinci eksiklik teoremine bakmaya g¢alisalim.
Basitce teorem sunu sdylemektedir: Yeterince giiglii (aritmetigi kapsayan) for-
mel teoriler hem tutarli hem de tam olamaz. Yani aritmetigi ifade edebilen
her formel teoride mutlaka dogrulugu veya yanlisgligi kanitlanamayan 6nermeler
vardir. Buna Gddel’in Birinci Eksiklik Teoremi [12] denir.

Oncelikle daha sade bir dille gosterelim. Godel’in kanit1 yalanci paradok-
suna dayanmaktadir. “Bu 6nerme yanlistir.” demek yerine Godel “Bu 6nerme

® Recursion soézcUgunlin kelime karsihgi Ozyineleme olmasina karsin  teknik anlami
hesaplanabilirlik olarak gegmektedir.
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kanitlanamaz.” 6nermesini ele almistir. Godel’in bu 6nermesine S diyelim. Her
iki 6nermede kendine referans verme durumu goriilmekte. Bu kelimesi Oner-
menin kendisini gosteriyor. O halde S icin iki olasilik vardir. S ya kanitlanabilir
ya da kanitlanamaz. Eger kanitlanabilirse, o zaman yanlis bir 6nerme kanitla-
mis oluruz ¢iinkii 6nermede kanitlanamaz denmektedir. Bu istenen bir durum
olmaz. Ciinkii formel teorimiz tutarsizlik gosterir. Eger kanitlanamazsa, oner-
menin dedigi sey dogrudur. Yani formel teorimiz tutarlidir fakat ortada eksiklik
vardir, ve bigimsellestirmemiz yetersiz kalmaktadir. Bu 6rnekte dogru olan bir
onermeyi kanitlayamiyoruz.

Sezgisel olarak gosterdikten sonra simdi biraz daha bi¢imsel bir dille in-
celeyelim. Godel’in kanitina baktigimizda bazi asamalardan olustugunu gore-
biliriz. Godel’in teoremi yeterince giiclii formel teoriler igin gegerlidir. Bunu
formel bi¢imde tanimlamak makalenin kapsami digsindadir. Fakat basitge soyle
diyebiliriz: Eger bir teori biitiin hesaplanabilir yiiklemleri'® kanitlayabilirse, bi-
razdan gosterecegimiz kanitlanabilirlik yiliklemi teorinin dilinde tanimlanabili-
yorsa, bu teori yeterince giicliidiir. Detayli bilgiler i¢in [16] ¢alismasina baka-
bilirsiniz. Dikkate alacagimiz sistem Peano Aritmetigi (PA) olmalidir [9]. Bu
teori glinliik kullandigimiz aritmetigi yeterince tanimlayabilmektedir. Godel’in
kendisi de buna benzer bir teoriyi gz dniinde bulundurmustur. Goédel, ilk asa-
masina asal sayilari temel alan Gédel Numaralandirmasi ile baglamigtir. Godel
numaralandirmasi bir formel dilden iiretilebilen biitiin formiilleri numaralan-
dirmak i¢in kullanilan bir fonksiyondur. Tek bir tane Godel kodlamasi olmak
zorunda degildir. Kodlamada, formiildeki her sembole karsilik tek bir asal say1
vardir. Bu semboller teorinin formel dilinin kullandig1 sembollerden ve sabit-
lerden olugmaktadir. Kodlama tablosu dikkate alinarak bir dogal sayiya karsilik
gelen formiiliin Godel numaras: (g.n.) verilen fonksiyona gore bulunur. Her
formiil igin bir g.n. vardir. Onemli olan bir nokta da bu islemlerin hesaplanabilir
fonksiyonlar tarafindan yapilabilecegidir. Yani bir formiiliin g.n.’sini bulmak
veya verilen bir g.n. i¢in karsilig1 olan formiilii bulmak sonlu adimda gergekles-
tirilebilir. Godel bunu detayli olarak kanitlamistir. Sadece formiiller veya oner-
meler i¢in degil, kanitlar i¢in de g.n. vardir. Cilinkii kanitlar da sonlu bir 6nerme
dizisinden olusmaktadir.

0 Yiklem mantiginda bir bagintinin hesaplanabilir olmasi demek, o bagintinin tanimladig
kosulun dogrulugunun veya yanlishginin her zaman sonlu adimda tespit edilebilmesi
demektir. Ornegin, formel teorimizin dilinde R := Vx3yA(x, ) bir yiiklem formulii olsun,
ve A(x,y) bagintisi X < ) anlamina gelsin. O zaman her x igin bir y sonlu adimda bir
fonksiyon (ya da algoritma) tarafindan bulunabiliryorsa R hesaplanabilirdir.
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Formel teorimizin tutarli oldugunu, sadece dogru 6nermeleri kanitladigini
varsayalim. Dogru 6nermeden kastimiz, PA’nin standart modelinde dogru olan
onermelerdir. PA’nin standart modeli dyle bir yorumlamadir ki, PA’nin bii-
tiin aksiyomlar1 bu modelde dogrudur''. Simdi prf'(i, j) yiiklemini diisiinelim.
Bu yiiklem ancak ve ancak i’nin, sadece bir tane x serbest degiskeni'? bulunan
B(x) yiiklem mantig1 dnermesinin Godel numarasi oldugu durumda, ve j’nin
de B(7) ’nin kanitinin G6del numarasi oldugu durumda kanitlanabilir oldugunu
varsayalim. Ayrica prf (i, j) dogruysa, i vej sayilari i¢in bu yiiklemin kanit1 da
vardir. Asagidaki 6nermenin Gédel numarasinin m oldugunu varsayalim.

U=Vy —prf(x,y)

Bu 6nerme x yerine bir say1 kondugunda, 6rnegin &, B(k) 'nin kanitinin
olmadigini soyliiyor. Simdi de asagidaki 6nermeye bakalim.

G =Yy —prf(m,y)

Bu 6nerme bize G’nin kanitlanamayacagini soyliiyor (6zyinelemeye dik-
kat edin). Oyleyse G’nin kanitlanabildigini varsayalim ve kanitin Godel numa-
rasinin da n oldugunu kabul edelim. O zaman prf(m,n) dogru olacak ve ka-
nitlanacak. Fakat G nin kaniti oldugunu sdyledigimizde, yani Vy —prf(m,y)
onermesinin kanitlanabilir oldugunu, bize —prf (m,n) yikleminin dogru oldu-
gunu gosterir. Fakat bu geliskili bir ifadedir. Simdi de —G "nin kanitlanabilir ol-
dugunu varsayalim (yani 3y prf(m,y) kanitlanabilir)'*. O zaman prf (m,n)
’nin kanit1 vardir, n diyelim, ve bu Gédel numarasi da G’nin kanitidir. Bu ifade
ayni1 sekilde bir dnceki gibi geliskilidir. O halde, G dogru ama kanitlanamaz bir
onermedir. Eger G kanitlanirsa teorimiz tutarsiz olmaktadir. Her iki durumdan
da kagmak miimkiin degildir.

Teorem (Godel’in Birinci Eksiklik Teoremi) Yeterince giiclii 7 for-
mel teorileri her zaman eksik veya tutarsizdir. Eger T tutarlisa, her zaman 7°de
dogru olan fakat kanitlanamayan 6nermeler bulunur.

Godel aslinda bize, verilen giiclii bir teori i¢in, karar verilemeyen G 6ner-
mesini nasil insa edecegimizi gostermektedir. Godel bir agidan algoritma ver-
mektedir. G formiiliini belitlerin ic¢ine eklersek sorunu ortadan kaldirabiliriz
diyebilirsiniz. Fakat, o zaman T sistemini kapsayan bagka bir sisteme, 7" diye-
lim, gegmis oluruz. Ayni sekilde 7' sisteminde de dogru olup kanitlanamayan
onermeler olacaktir. Bu yiizden T sadece eksik degil, eksikligi giderilemezdir.

1 PA aksiyomlari hakkinda daha fazla bilgi icin [16]’te sayfa 71’e bkz.

12 Bir formuldeki degisken eger bir niceleyici tarafindan bagh degilse, o degisken serbest
degiskendir.

B VXA(X)ifadesi HXﬁA(x)ifadesine mantiksal olarak esittir.
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IV. Godel’in ikinci Eksiklik Teoremi

Hilbert’in bir plan1 da matematigin tutarliligimi gostermekti. Godel’in
ikinci eksiklik teoremi belki de matematik diinyasini en derinden etkileyen ku-
ramlardan biri. Ikinci teorem de birinci teorem gibi kanitlanabilirlik yiiklemini
kullanmaktadir. Simdi, prf(m,n) yiklemini basitge “n gddel numarasina sahip
onerme, m gddel numarasina sahip kanit tarafindan kanitlanir” anlaminda kulla-
nalim. Simdi prov(n) yiklemini tanimlayalim. Bu da “Gddel numarasi n olan
onerme PA’da kanitlanabilir” anlaminda kullanilsin. Bunu rahatga diyebiliriz
¢linkli prov yiiklemi PA’da ifade edilebilir. O halde prov(nm) ancak ve ancak
dm prf(m,n) saglanabildiginde dogrudur. Calistigimiz sistemin PA oldugunu
soyledik. @ bir 6nerme olsun. O halde |_¢—|, @ ’nin G6del numarasini gostersin.
O zaman, prov([ ¢ |) <> PAz¢ denkligi kanitlanabilir', Gédel’in birinci eksik-
lik teoremini bu notasyonu kullanarak PAzZG <> prov(l_G—|) ifadesiyle gosteri-
riz. Eger PA tutarliysa PA ¥1. Burada 1 formiilii 6rnegin 0 =1 ifadesini, yani
bir geliskiyi gdstersin. Oyleyse PA tutarliysa celigki kanitlamaz. Tutarliligin
tanimindan dolay1 bu durumun tam tersi de gecerlidir. Yani PA’da geliski kanit-
lanmiyorsa PA tutarlidir. O halde PA ¥1 yerine ﬁprov(’_O = 1—‘) yiiklemini de
kullanabiliriz. O zaman cons = —prov(|0 = 1—‘) olarak tanimlansin. Burada,
cons tutarliligi tanimhiyor. Yani cons ancak ve ancak PA tutarli oldugun-
da dogrudur. Birinci eksiklik teoreminin yarisini PA’da cons — —prov( G—l)
ifadesi ile gosterebiliriz. Asagidaki ifade bizim birinci bigimsellestirilmis kura-
mimiz olsun:

PAZz ¥1cons - ﬁprov(|_G—[)

Dahasi, Godel’in birinci eksiklik teoreminden dolay1 asagidaki ifade ‘nin
i¢inde kanitlanabilir.

PAZG & ﬁprov(!—G—‘) (1)

Oyleyse, celiski bulmak adina,PAz = cons oldugunu varsayalim. Birinci
bigimsellestirilmis kuramimiza gore, ve modus ponens ile PAz £ —|pr0v(|_G—|)
elde ederiz. Fakat yukaridaki (1) bize ﬁprov(’_G—b ve G’nin esit kanitlana-
bilir oldugunu sdyliiyor. O halde PAz = G kamisina variriz. Fakat bu birinci
eksiklik teoremi ile gelismektedir. O halde varsayimimiz, PA tutarsiz olmadigi
takdirde, yanlis olmalidir.

Teorem (Godel’in Ikinci Eksiklik Teoremi) Yeterince giiglii ve tutarh
T formel teorileri kendi tutarliliklarin1 kanitlayamazlar.

ZFC kiimeler kurami, yiiklem mantig1 ile kullanildiginda glinlimiiz ma-
tematigi igin yeterli formel sistemini olusturmaktadir. Bu ylizden ZFC, eger
tutarliysa, kendi tutarliligimi higbir sekilde kanitlayamaz! ZFC’nin tutarliligim

>

4 Ancak ve ancak ifadesi ile gosterilir.
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kanitlamasi demek, Gédel’in tamlik teoreminden dolay1, bir modelinin varligini
kanitlamasi anlamina gelir. Fakat bu ikinci teorem ile ¢elismektedir. Ancak bu
tip sistemlerin tutarliliklar1 daha giiclii sistemler tarafindan kanitlanabilir. Fakat
bu kez de giiclii olan sistemin tutarliligi hakkinda bir hiikiime varamayiz. Bu
sebepten dolay: tutarlilik kanitlart mutlak degil, gorecelidir. Onemli bir konu da
eksiklik teoremi ile tamlik teoreminin basta gelisiyor gibi goriinebilecegi. Fa-
kat bu kesinlikle yanlistir. Eksiklik teoremi formel teorilerle ilgili bir sonugtur.
Tamlik teoremi ise kullandigimiz mantik tipinin 6zelligidir. Tamlik teoreminde
bir ciimle her modelde dogru ise kanit1 vardir. Peki teorimizin tutarli oldugunu
diistiniirsek G dogru degil mi? Tamlik teoremine gore kanit1 olmali diyebilirsi-
niz. Bu ylizden tamlik teoremiyle eksiklik teoremi basta celigkili gelebilir. Fakat
G her modelde dogru degil. G’nin yanlis oldugu PA modelleri de var. Bu yiiz-
den higbir g¢eliski yoktur. Gédel’in ikinci teoremiyle birlikte Hilbert’in formel-
lestirme programi, ve matematigin bir giin bize mutlak dogrulugu gdosterip her
bilgiye sahip olacagimizin hayali sona ermisti. Godel’in eksiklik teoremi o do-
nemde biiylik krize yol agmis, birgok matematik¢i Godel’in ne demek istedigini,
Cantor’un ¢aligmalarinda oldugu gibi, anlayamamisti. O giinkii matematikgilere
¢ok uzak, fakat gelecege yonelik, konular1 iceriyordu. Godel’in Eksiklik Teo-
remi sadece klasik mantigin ve matematigin limiti degil, bagka bir agidan sonlu
diistince kavraminin da limitini gostermigtir[8].

V. Karar Verilemezlik

Eksiklik teoreminden 5 yil sonra Ingiliz matematik¢i Alan Turing,
Godel’in eksiklik teoremine yeni bir boyut kazandirmistir. Turing, Godel’in
eksiklik teoreminin mekaniksel hesaplamalarla ilgili oldugunu anlamisti ve bu
teoreme yeni bir boyut getirecek bigimde mekaniksel, yani sonlu, hesaplama-
y1 Alonzo Church’un Lambda Kalkiiliis’ii gibi formel bir hesaplama modeli-
ne uyarlamistir’. Turing, Godel’in eksiklik teoremi aslinda bizim eksikligimiz
diye diisiinerek, bir matematik¢inin hesaplama yapmasini ele alan modelini ¢i-
karmigtir. Bu teorik bulusa Turing makinesi adin1 vermistir[ 10]. Standart Turing
makinesi, basit¢e, sonlu kontrol tinitesinden, ve lizerine semboller yazip okuya-
bildigimiz, hiicrelere ayrilmis bir boyutlu sonsuz bir banttan olugsmaktadir. Son-
lu kontrol iinitesi, makinenin durumlarina ve battan okudugu sembole gore yeni
bir duruma girer ve bir olasilikla banta yeni bir sembol yazar. Makinenin her
anlik durumuna konfigiirasyon denir. Caligma prensibini sadece ileri veya geri

5 Lambda Kalkilus (2“ - calculus) 1936 yilinda Alonzo Church tarafindan bulunan bir formel
sistemdir. GUniimuzde kullanilan LISP, ML, Scheme gibi fonksiyonel programlama dillerinin
temelini olusturmakla beraber, kurallari ve yapisi da bu dillerle benzerlik gosterir.
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hareket eden, hiicrelerden sembol okuyan veya hiicrelere sembol yazan, boylece
farkli konfiglirasyonlar1 elde edebilen tek g6zl bir varlik olarak diislinebiliriz.
Daha detayli bilgi igin genel bir matematiksel mantik kitabina bakilabilir. Alon-
zo Church’un Lambda Kalkiiliis’ii ve Alan Turing’in soyut makinesinin egit
gligte oldugu bilinmektedir. Asagidaki hipotez bugiliniin modern matematik ve
teorik bilgisayar biliminin énemli yargilarindan biridir.

Church-Turing Hipotezi Sezgisel olarak sonlu adimda hesaplanan
hersey Turing makinesi ve egsdeger hesaplama modelleri tarafindan da hesapla-
nir. Ayrica Turing makinesi ve esdeger hesaplama modelleri tarafindan hesap-
lanan biitiin fonksiyonlar da sezgisel olarak sonlu adimda hesaplanir.

Bu hipotez formel bir 6nerme degildir. Sebebi ise “sezgisel” hesaplama-
nin tantminin olmadigindan kaynaklanmaktadir. Sezgisel hesaplama, algorit-
malari ifade etmektedir. Fakat algoritmalarin formel tanim1 yoktur. Ote yandan
bu sezgisel kavram, tanimi1 kesin ve formel bir bigimde yazilabilen matematik-
sel bir obje olan Turing makineleriyle iliskilendirilmistir. Bu ylizden Church-
Turing hipotezi kanitlanamamustir. Fakat evrensel olarak dogru kabul edilmek-
tedir. Bu felsefi yargi, matematikte, felsefede, ve bilgisayar biliminde 6nemli
bir yer tutmaktadir. Cilinkli sezgisel olarak hesaplayabilecegimiz seylerin bir
sinirt oldugunu sdylemektedir!

Godel ile Turing’in tanimlarinda bazi ortak noktalar gorebiliriz. Bura-
da Godel ile Turing’in ortak noktasi aslinda kanitlardir. Hesaplama aslinda bir
onerme dizisi olarak goriilebilir. Hatta bu durumda hesaplamanin kendisi aslin-
da bir problemin kanitidir. Kanitin bitmesi hesaplamanin bitmesi, kanitlanama-
yan Onermelerin varligi da hesaplanamayan fonksiyonlarin ve problemlerin var-
liginin gostergesidir. Godel bu nedenle aslinda karar verilemeyen 6nermelerin
veya problemlerin varligini gdstermistir. Ancak bilgisayar biliminde evrensellik
kavrami vardir (baska Turing makinelerini simiile edebilen evrensel Turing ma-
kinelerinin varlig1 gibi). Daha modern deyisle, biitiin programlama dilleri ayni
giigtedir. Fakat matematikte benzer durum s6z konusu degildir. Eger dyle olsay-
d1 eksiklik olmazdi. Godel karar verilemezlik kuramina matematiksel kanitlar
ve klasik mantik yoniinden yaklagmistir. Turing ise hesaplanamayan gergel sa-
yilar, fonksiyonlar, ve fonksiyonlarin karsiligindaki bunlar1 hesaplayan teorik
model yoniinden ele almigtir. Yani Turing, G6del’in teoremini agikliga kavus-
turmak i¢in, bunu bir algoritmik modele dayandirarak gostermistir. Bu, Turing’i
bilgisayar biliminin onciilerinden biri yapmistir. Turing makinesi evrensel bir
hesaplama modelidir. Yani giiniimiizdeki biitiin dijital hesaplama makinelerinin
yapabildigini teorik olarak Turing makinesi de hesaplayabilmektedir. Godel’in,
hatta Cantor’un c¢aligmalar1 dogrudan Turing makinelerini etkilemekte. Cantor
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sayillamaz sonsuzluktan bahsediyordu. 0 ve 1’lerden olusan sonsuz dizilerin
sayllamaz sonsuzlukta oldugunu, asla tam listeyi elde edemeyecegimizi gos-
termigsti. Godel ise kanitlanamayan onermelerden bahsetmisti. Turing ise dur-
ma problemini ele almig, bunun hi¢bir zaman ¢o6zlilemeyecegini gostermistir.
Durma problemi kisaca sdyle tanimlanabilir: Oyle bir algoritma bulunsun ki,
bu algoritma verilen her program ve her girdi i¢in programin bu girdiyle durup
durmayacagini soylesin. Turing makinesi tasarimlarinin programlara karsilik
geldigi bilinmektedir. Verilen bir Turing makinesi ve bir girdisi i¢in, makinenin
o girdi i¢in hesaplamasinin sonlanip sonlanmayacagina karar verilemeyecegi
i¢in durma problemine de karar verilemez. Godel’in eksiklik teoreminin teme-
linde yalanci paradoksu yatmaktadir. Turing’in durma probleminin temelinde
ise Russell paradoksu, ve verilen herhangi bir yliklem mantig1 6nermesinin
gecerliligine karar verme problemi yatmaktadir[2]. Durma problemine agiklik
getirmek i¢in bir H (P, X) yiiklemi tanimlayalim. Burada H (P, X) yiiklemi-
ni “P programi X girdisinde sonlanir” seklinde yorumlayalim ve H ’ye karar
veren bir programin varoldugunu varsayalim. Turing makineleri ile bilgisayar
programlarini rahatga 6zdestirebiliriz. Eger P programi X girdisi ile sonlanir-
sa H(P,X) yitiklemi dogru degerini alir. Programlari Turing makineleri ile
simiile edebiliyorsak, ve her program kendisinin girdisini kodlanmis olarak
alabilirse, o zaman Turing makineleri de kendilerinin kodunu girdi olarak alip
hesaplayabilirler (evrensel Turing makineleri)'®. O zaman H (P, P) yiiklemi
P programi P girdisinde (yani P ’nin kodu) sonlanirsa dogru olur. Asagidaki
programa bakalim:

D(X)

a:Eger H(X,X) dogruysa a’ya don. Eger H(X,X) yanligsa sonlan.

Burada D programi H (X, X) yanligsa sonlaniyor. Yani X programi ken-
di girdisinde sonlanmiyorsa D programi sonlaniyor. Aksi halde, D programi
sonsuz dongiiye giriyor. Simdi karar verilemez soruyu soralim: D(D) sonlanir
mi1? D(D) ancak ve ancak H (D, D) yanligsa, yani sonsuz dongiiye girerse,
sonlanir. Kisaca, D(D) ancak ve ancak sonlanmazsa sonlanir! Bu bir gelis-
kidir. Bu yiizden varsayimimiz yanlistir. Yani H ’ye karar veren bir program
yoktur!

Verilen bir M Turing makinesi ve @ girdisi igin M ’nin @ girdisin-
de sonlanip sonlanmayacagina karar veren bir algoritma yoktur. Bunu formel
sistemler cinsinden sOyle genelleyebiliriz: Yiiklem mantiginda verilen bir P

% Her Turing makinesi sonlu bir betimlemeye sahiptir ve betimleme kodlarini girdi olarak alip,
evrensel Turing makinesi diye adlandirilan genel hesaplama modeli tarafindan, hesaplama
yapabilirler.
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Onermesi i¢in, P dnermesinin gegerliligine her zaman karar veren bir algoritma
yoktur. Ancak P totoloji ise kanit vardir[11]. Bunu tekrar Turing makineleri ve
formel dillere gevirelim. Verilen bir M Turing makinesi ve @ girdisi i¢in, M
ancak ve ancak @ € L(M') durumunda sonlanir. Bu durum yar: karar verilebi-
lirdir. Cinkii @ ¢ L(M) ise M sonlanmayabilir. L(M) dedigimiz kiime M
’nin formel dilidir. Formel sistemlerde L(M)’yi M ’nin teorisi yani M ’nin
sagladig1 6nermeler olarak disiinebiliriz. Bu yiizden L(M) ’nin iginde M ’nin
sonlandig1 biitiin girdiler olacaktir. Yar1 karar verilebilme durumunu verilen
sonsuz bir diizensiz kiimede bir eleman1 aramak gibi diisiinebiliriz. Eger aradi-
gimiz eleman gergekten kiimedeyse buluruz, ama kiimede yoksa sonsuza kadar
arama iglemi devam eder ve " eleman kiimede yoktur” diye karar veremeyiz.
Ciinkii kiimede daha bakmadigimiz sonsuz tane eleman vardir. Boyle kiime-
lere etkili numaralandirilabilir (effectively/recursively enumerable) kiimeler
denir. Numaralandirilabilir kiimeler en ¢ok dogal sayilar N kiimesi ile ayn1 kar-
dinale sahip kiimelerdir. Numaralandirilabilir olmayan kiimeler higbir sekilde
hesaplanamaz. Ornegin gergel sayilar kiimesi numaralandirilamaz. Bu yiizden
neredeyse blitlin gergel sayilar hesaplanamaz. Numaralandirilamaz kiimeler ve
hesaplanabilirlik arasindaki iliski, numaralanamaz kiimeler i¢in karar verme
probleminin ¢oziilemez olmasindan gelmektedir. Verilen bir elemanin bu tip
bir kiimeye ait olup olmadigini hesaplayacak bir Turing makinesi yoktur, ¢iinkii
Turing makineleri en fazla etkili numaralandirilabilir kiimeleri taniyabilir. Ay-
rica Turing’in orjinal hesaplanabilir sayilar[3] tanimina gore sonlu adimda bir
gercel sayinin virglilden sonraki # ’inci basamagini bize ¢ikt1 yapacak algorit-
ma, n girdisine sahip, yoktur. Ilging olan baska bir yargi da, eger Church-Turing
hipotezi dogruysa, hesaplanabilir fonksiyonlardan olusan kiimelerin sayisinin
sadece sayilabilir sonsuz oldugu, hesaplanamaz fonksiyonlardan olusan kiime-
lerin sayisinin ise sayilamaz sonsuz oldugudur. Bunun nedeni, biitiin Turing
makinelerin sayisinin sayilabilir sonsuz olmasidir. Clinkii Turing makinesi son-
lu bir betimleyeme sahiptir. Ornegin, bu betimleme sonlu bir dizi olabilir. O
halde biitiin sonlu dizilerden olusan kiime sayilabilir sonsuzdur. Biitiin Turing
makinelerin kiimesinin kardinali N kiimesininkine esittir. Ote yandan dogal
sayilar tizerinde biitiin olasi1 fonksiyonlar f : N — N {stiinde tanimlanirsa,
fonksiyonun olusturdugu kiimelerin sayisi sayilamaz sonsuzdur. Her Turing
makinesi sadece bir dil taniyabildigine gore, f fonksiyonunun sadece sayilabilir
sonsuz tane kiimesini taniyacaktir'’. Geriye sayilamaz sonsuz tane kiime kalir.
Yani Church-Turing hipotezi, neredeyse hi¢bir kiimenin hesaplanamayacagi-
n1 gostermektedir. Tekrar hatirlatacak olursak, kiimenin hesaplanabilir olmasi

7 Fonksiyonlarin olusturdugu kiime bir dil tanimlamaktadir.
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demek verilen herhangi bir elemanin o kiimeye ait olup olmadigini algoritmik
olarak bulabilmemiz anlamina gelmektedir.

VI. Sonug¢

Cantor’un farkli sonsuzluklari kesfetmesinden bahsettik. Daha sonra kii-
meler teorisindeki paradokslardan, Godel’in eksiklik teoreminden, ve durma
probleminden bahsettik. Sonug olarak teorik bilgisayar bilimi ve kuramsal bo-
yuttaki bilgisayar kavrami, matematigin temelleri {izerine sorulan bir soruya
cevap aramak adina ¢ikan galigmalardan, ve bu g¢alismalarin sonunda ortaya
¢tkan kriz ile olusmustur. Ornegin, kiimeler kuraminda karar verilemeyen bir
onerme olan siireklilik hipotezi(CH) vardir. Tabi bu durum, énermenin hicbir
zaman karar verilemez oldugu anlamma gelmemektedir. Ozellikle platonist bir
matematik felsefesine sahipsek, epistemolojik agican her 6nermenin dogrulugu-
nun veya yanligliginin bir giin kapilarini agabilecegimiz matematiksel evrende
gosterilebilecegini biliyoruz. Simdiki evrenimizi ZFC olarak diisiiniirsek, Kurt
Godel ve Paul Cohen CH’nin ZFC belitsel kiimeler kuramindan bagimsiz oldu-
gunu gostermistir[13][15][14]. Yani Godel, eger ZFC tutarhiysa, ZFC + CH
‘nin de tutarli oldugunu gostermistir. Cohen ise, eger ZFC tutarliysa, benzer
sekilde ZFFC + —C H’nin de tutarli oldugunu géstermistir. Yani CH, ZFC’nin
aksiyomlarindan kanitlanamaz. O halde CH, ZFC’den bagimsizdir denir. Co-
hen problemden vazgegmemizden yanaydi. Godel ise problemi ¢6zecek yeni
belitler bulmamizdan yanaydi. Yani ZFC’ye sezgisel olarak dogru olan belitler
ekleyerek CH’ye karar verebilecegimizi savunmustur. Godel’in siki bir plato-
nist felsefeye sahip oldugunu gérmekteyiz. Ornegin, sonlu diisiince felsefesini
savunan kisiler CH 6nermesiyle ilgilenmemislerdir. Ciinkii bu felsefeye sahip
kisiler sonsuz kiimelerin varligina inanmazlar.

Burada siireklilik hipotezinin formel dil siniflariyla baglantis1 da vardir.
Formel diller belli bir hiyerarsik diizene sahiptir. Buna Chomsky hiyerarsisi de-
nir. Chomsky hiyerarsisi diizenli diller (regular languages), baglamdan bagimsiz
diller (context-free languages), karar verilebilir diller (recursive languages)'s,
algoritmik numaralandirilabilir diller (recursively enumerable languages), daha
da dtesinde numaralandirilabilir diller (enumerable languages), numaralandiri-
lamaz diller (non-enumerable languages) ve benzeri seklinde devam etmektedir.
Algoritmik olarak numaralandirilabilir dillerin kiime elemanlar1 her zaman bir
algoritma tarafindan listelenebilir. Bunun 6tesinde numaralandirilabilir dillerin
en fazla N kiimesi ile ayn1 kardinale sahip oldugunu soylemistik, fakat dyle kar-

18 Recursive, computable, decidable, karar verilebilir, ve hesaplanabilir gibi kelimeler benzer
anlamlarda kullanilabilir. Ancak, karar verilebilen seyin fonksiyon degil kiime oldugunu
unutmamak gerekir. Ote yandan hesaplanabilir olan fonksiyondur.
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masik bir diizene sahiptir ki algoritmik olarak elemanlari listelenemez. Ornegin,
matematikteki dogru dnermeler listelenebilir, fakat eksiklik teoreminden dolay1
algoritmik olarak listelenemez. Bu sonug, matematigin bir bilgisayar programi
tarafindan yapilamayacaginin en agik nedenidir.

Simdi siireklilik hipotezine geri donelim. Gergel sayilar R kiimesinin
ilk numaralandirilamaz kiime oldugunu bilinmektedir. Eger |N | < |c| < |R| ko-
sulunu saglayan ¢ kiimesinin varligi kabul edilirse (bunu kabul etmek celis-
kiye yol agmayacaktir), yani CH’nin yanlis oldugu kabul edilirse, bu durum
yeni bir formel dil sinifinin varhigini da gosterir. Bunun tersi de miimkiindiir.
Yani bahsedilen formel dil sinifinin bulunmasi, kardinali |N | ile |R| arasinda
olan kiimenin varligin1 gosterir. Tabi bahsettigimiz formel dil sinifinin varli-
g1 ZFC’den bagimsizdir. Ancak boyle bir dil sinifinin varligin1 kabul etmek
celiskiye yol agmayacaktir. Teorik bilgisayar bilimi gergevesinden bakildigin-
da numaralandirma iglemi algoritmalarin sinirlarini belirler. Zaten hesaplama
kuramina da bakildiginda N kiimesinin alt kiimeleri gz 6niinde bulundurulur.
Bu bilimde g¢alisanlar i¢in bir kiime ya numaralandirilabilirdir ya da numara-
landirilamazdir. Kisaca, teorik bilgisayar bilimi ayrik ve sezgisel diisiince fel-
sefesine daha yakindir. Bunun nedeni Church-Turing hipotezinin ¢izdigi li-
mit olabilir. Bu boyuttan bakarsak, ¢ kiimesine sezgi dis: diyebiliriz. Godel’in
cons(ZFC) — cons(ZFC + CH) kanitinda kullandig1 insa edilebilir evren,
bilgisayar biliminin benimsedigi bu felsefeyi yansitir diyebiliriz. Basitge, bu
insaya gore tanimlanmis kiimeler 6nceki adimlarda verilir. Yani, L, = “Ta-
nimlanmis sabit kiimeler”; Ardil bir ¢ ordinali i¢in, L, ,, = “a adiminda
olusturulan kiimelerin ve bunlarin biitlin alt kiimelerinin birlesiminden olusan
kiime”; Bir £ limit ordinali igin, Lﬁ =U oy La; Daha sonra L = Ua L,
ile inga edilebilir evreni elde ederiz. Burada ilging olan nokta, tanimlarin her
zaman Onceden belirtilmis tanimlar1 kullanmasidir. Bu yiizden yeni bir tanim
yaparken kendine referans verme durumu veya o ayni anda belirtilmek istenen
bir tanimi1 kullanmak s6z konusu olmaz. Kisaca ¢ kiimesinin varliginin her seyin
ayrik, sezgisel, ve hiyerarsik oldugu bilinen teorik bilgisayar bilimiyle iliskilen-
dirilmesi bir tartismaya yol agabilir. Ustelik bu sinifa sahip formel dillerin ne
tip bir diizene sahip olduklarini diigiinmek kolay olmayabilir. Ciinkii Church-
Turing hipotezi, eger dogru kabul edilirse, bize algoritmik diislincenin Turing
makineleriyle sinirli oldugunu sdylemektedir. Bagka bir agidan, algoritmik sez-
gilerimiz Turing makinesinin yaptiklariyla sinirlidir. Bahsedilen ¢ kiimesinin
varligini kabul etmek bu yiizden teorik bilgisayar biliminde bir tartigmaya yol
agabilir. Siireklilik hipotezi ile formel diller teorisi arasindaki iligkilerden biri
buradan gelmektedir.
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Bu krizden kurtulmanin bir yolu sonludtesi hesaplama [4] yani hiper
hesaplama kavramini kabul etmek olabilir. Bu kavramin amaci algoritmalarin
sadece sonlu adimda degil, sonsuz adimda da galistiklarini ortaya koymaktir. O
halde sadece N kiimesinin alt kiimeleri degil, R kiimesinin de alt kiimelerinde
hesaplama yapilabilir. Sonludtesi modellerin hesapladig1 formel diller ile be-
raber, bdylece ¢ kiimesinin taniminin netlesmesi miimkiin olabilir. Sonludtesi
hesaplamay1 kabul etmek Church-Turing hipotezine karsi gelmektedir. Ciinki
hiper hesaplama modelleri Turing makinelerinden hesaplama anlaminda daha
gligliidiir. Halbuki, Church-Turing hipotezi hesaplamay1 Turing makinesiyle si-
nirlt tutmaktadir. Tabi ki sonluédtesi hesaplama, bulundugumuz fiziksel evrene
hatta sezgilerimize aykiri oldugu diisiiniilebilir. Ote yandan birgok sonludtesi
hesaplama modeli “sonlu zamanda sonsuz adim” ilkesiyle tanimlanmigtir. Son
olarak, bilinmelidir ki en gii¢lii formel teori olmadig1 gibi, en gii¢lii hesaplama
modeli de yoktur. Higbir hesaplama modeli kendi durma problemine karar vere-
mez. Bu sonug agik¢a Gddel’in ikinci eksiklik teoremiyle ortiismektedir.

Ozet

Bu makalede 19. ve 20. yiizyilda matematigin felsefesi/temelleri tize-
rine yapilan galismalardan, mantigin ve bigimsellestirmenin getirdigi sonug-
lardan, hesaplanabilirlik kuraminin tarihinden, ve teorik bilgisayar biliminin
olusumuna neden olan matematik diinyasindaki ¢aligmalardan bahsedilmistir.
Ozetle, Cantor’un sonsuz kiimeler kurami, kendine referans veren paradokslar,
Godel’in eksiklik kurami, karar verilemezlik ve teorik bilgisayar bilimi lite-
ratliriinde bilinen durma problemine deginilmistir. Son olarak kiimeler kura-
minda bir problem olarak bilinen siireklilik hipotezinin bigimsel dillerle olan
iliskisinden ve hesaplanabilirlik kuraminda dogabilecek potansiyel bir krizden
bahsedilmistir.

Abstract
Uncountable Infinity Undecidability and Godel’s Incompleteness Theorem

In this paper, we survey the topics that were studied in the 19th and 20th
century on the philosophy/foundations of mathematics, and discuss the im-
pacts of mathematical logic and formalism, history of computability theory,
and studies in mathematics that lead to the creation of the foundations of the-
oretical computer science. Briefly, we discuss Cantor’s theory of infinite sets,
self-referential paradoxes, Godel’s incompleteness theorems, undecidability,
and the halting problem. Finally, we discuss the relationship between formal
language theory and a problem in set theory, called the continuum hypothesis.
We then point out a possible crisis, that may occur in computability theory, in
relation to the continuum hypothesis.
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