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Figure A. Equilibrium paths of a fixed beam having initially small circular imperfection and deformed
shapes at various stages of deformation

Purpose: In this study, snap-buckling and post-buckling behavior of fixed beams having initially small
circular imperfection under lateral loading is examined. In addition to the effects of a geometric parameter
(which is a function of the thickness, radius and central angle of the circular neutral line of the undeformed
beam) on buckling values, its effects on support reactions and internal forces are also investigated.

Theory and Methods:

The governing differential equations obtained within the framework of the Euler-Bernoulli beam theory are
transformed into algebraic equations with the help of the finite difference method. The resulting nonlinear
algebraic equations are solved by the displacement-controlled Newton-Raphson method. By drawing load-
deflection graphs, the effects of the concerning geometric parameter on the buckling values and the post-
buckling behavior are analyzed.

Results:

Unlike the previous studies on the subject; the variations of the support reactions, the diagrams of the deformed
shapes of the fixed beams having initially small circular imperfection as well as the diagrams of the internal
forces at various stages of the loading including the buckling and post-buckling states are investigated for
various values of the geometric parameter.

Conclusion:

For fixed beams having an initially small imperfection under a vertical loading, not only the bending behavior
but also the stability behavior should be examined. A geometric parameter which can be defined according to
the geometry of an initially imperfect beam can have significant effects on the equilibrium paths, buckling
values, support reactions, deformed shapes, and internal forces.
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Geometrik bir parametrenin burkulma degerleri ve burkulma sonrasi davranis tizerindeki etkileri
Sekil degistirmenin cesitli asamalarinda ilkel kusurlu kirisin sekil degistirmis geometrileri

e  Yiiklemenin ¢esitli asamalarinda i¢ kuvvetlerin dagilimlari
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Bu caligmada; diizgiin yayili diisey yiik etkisindeki, baslangigta kii¢iik bir gembersel kusura sahip ankastre
mesnetli kirislerde, vurgu stabilitesi ve burkulma sonrasi davramslar incelenmektedir. Tlkel kusurlu kirisin
geometrisi ile ilgili bir parametrenin, burkulma degerleri ve burkulma sonrasi davranis lizerindeki etkisinin
yani sira ilkel kusurlu kirigin sekil degistirmis geometrisi, mesnet tepkileri ve i¢ kuvvetler iizerindeki etkileri
de arastirilmistir. Euler-Bernoulli kiris teorisi ¢ergevesinde elde edilen dogrusal olmayan ydnetici
diferansiyel denklemlerin sayisal ¢6ziimii i¢in sonlu farklar yontemi ve yer degistirme kontrollii Newton-
Raphson yontemi kullanilmistir. Geometrik parametrenin; burkulma degerleri, ilkel kusurlu kirigin sekil
degistirmis geometrisi, mesnet tepkileri ve i¢ kuvvetleri lizerinde 6nemli bir etkisi oldugu gozlenmistir.

Snap-buckling and post-buckling analyses of fixed supported beams having initially small
circular imperfection under the effect of uniformly distributed vertical load

HIGHLIGHTS

e  Effects of a geometric parameter on the buckling values and the post-buckling behavior
e Deformed shapes of the initially imperfect beam during various stages of deformation
e Distributions of internal forces during various stages of loading
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In this study, snap-buckling and post-buckling behaviors of fixed beams having initially small circular
imperfection subjected to uniformly distributed vertical loads are examined. The effect of a parameter related
to the geometry of the initially imperfect beam on the buckling values as well as the deformed shapes of the
initially imperfect beam, support reactions and internal forces are investigated. The finite difference method
and the displacement-controlled Newton-Raphson method are used for the numerical solution of the
nonlinear governing differential equations obtained within the framework of the Euler-Bernoulli beam
theory. It is observed that the concerning geometric parameter significantly effects the buckling values,
deformed shapes of the initially imperfect beam, support reactions and internal forces.
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1. GIRIS (INTRODUCTION)

Narin bir kiris elemaninda baslangicta (liretim veya nakliye
esnasinda) olusabilecek bir geometrik kusur, titresim
analizinde [1] ve burkulma davranis1 [2] {izerinde Snemli
etkiler olusturabilmektedir. Geometrik kusur ne kadar kiiciik
olursa olsun, ilkel kusurlu kirislerin (veya sig kemerlerin)
diisey yiikler altindaki davramigi, diiz bir kirisin
davranisindan farkli olmaktadir. Diisey yiik etkisi altindaki
diiz bir kiris, sadece egilmeye maruz kalirken [3, 4];
baslangigta kii¢iik bir geometrik kusuru olan bir kiris, egilme
ile birlikte burkulmaya da maruz kalabilmektedir. Bu
sebeple; diisey ylik etkisindeki ilkel kusurlu bir kirisin
stabilitesini koruyarak tasiyabilecegi en biiytik yiik degerinin
de arastirilmas1 gerekmektedir.

Geometrik dogrusal olmayan bir problem olan vurgu
stabilitesi problemi, yiik-¢okme egrilerinin ¢izimi ile
incelenebilmektedir. Ilgili egriler ile burkulma yiikii ve
burkulma ¢dkmesi degerlerinin bulunabilmesine ek olarak
burkulma Oncesi ve sonrasina ait davraniglarin da
incelenmesi miimkiin olmaktadir. Analitik, sayisal ve
deneysel c¢oziim yontemleri kullanilarak, egri eksenli
cubuklarmm vurgu stabilitesi davranigini inceleyen ¢esitli
caligmalar bulunmaktadir. Medina vd. [2], eksenel ve
elektrostatik kuvvetlerin etkisi altindaki kavisli mikro-
kiriglerin burkulma analizi {izerinde deneysel olarak
caligmiglardir. Tekil yiik etkisindeki s1g kemerlerin
incelenmesi ile ilgili ¢aligmalara drnek olarak [5-7] yaynlari
verilebilir. Gjelsvik ve Bodner [5], ankastre mesnetli s1g
¢embersel kemerlerin  burkulma kuvvetlerini, enerji
yontemini kullanarak yaklasik bir ¢oziim yontemi ile elde
etmiglerdir. Cai ve Feng [6], elastik donen mesnetli s1g
parabolik kemerlerin incelenmesini, virtiiel is formiilasyonu
ile gerceklestirmislerdir. Kritik yiik degerlerini, hem
simetrik vurgu stabilitesi hem de antisimetrik dallanma tipi
stabilite i¢in belirlemiglerdir. Bradford vd. [7], mafsalli ve
ankastre mesnetli s1§ cembersel kemerlerin burkulma
yiiklerinin analitik ¢6ziimiinii virtiiel is ilkesi yardimiyla elde
etmiglerdir. Zhang vd. [8], tekil yiik etkisindeki ankastre
mesnetli laminali s1§ ¢embersel kemerlerin burkulma
analizini, klasik lamina teorisine dayanarak yapmiglardir.

Yiiklemenin degismesiyle birlikte, burkulma davraniglarinda
da 6nemli farkliliklar goriillmesine ragmen; yeterince sig
kemerlerde, acgiklik boyunca diizgiin yayili diisey yiikleme
ile kemer ekseni boyunca diizglin yayili radyal yiiklemeye
kars1 gelen sonuglar birbirine benzer olmaktadir. Cai vd. [9],
aciklik boyunca diizgiin yayili diisey yiiklii ankastre mesnetli
s1g parabolik kemerlerde simetrik ve antimetrik burkulma
modlarma kars1 gelen burkulma yiiklerinin analitik hesabini,
virtiiel ig ilkesi yardimu ile vermislerdir. Hu vd. [10], agiklik
boyunca diizgiin yayili diisey yiik etkisindeki, ankastre
mesnetli, ¢esitli basiklik oranlarindaki parabolik kemerlerin
burkulma ve burkulma sonrasi analizleri i¢in kapali-formda
bir analitik ¢dziim 6nermislerdir. Bradford vd. [11], elastik
mesnetli s1g parabolik kemerlerin agiklik boyunca diizgiin
yayili diisey yiikleme altindaki dogrusal olmayan
davraniglarinin analitik ¢oziimlerini elde etmislerdir. Pi vd.
[12] mafsalli ve ankastre mesnetlenmis, Pi vd. [13] ise elastik
mesnetli gembersel kemerlerin, eksenleri boyunca diizgiin

yayili yiik etkisi altinda meydana gelen burkulma yiiklerinin
analitik ¢Oziimlerini vermislerdir. Tsiatas vd. [14], sekil
bellekli (shape memory alloy) malzemeden yapilmis sig
¢embersel kemerlerin, ekseni boyunca diizgiin yayili radyal
yiikleme etkisinde dogrusal olmayan burkulma ve burkulma
sonrast davramslarmi arastrmuslardir. flgili problemin
¢Ozlimiinde, sinir eleman tabanli bir yontem olan analog
denklem yontemi ve yer degistirme kontrollii Newton-
Raphson yontemini kullanmislardir.

Burkulma sonrasi davraniglart inceleyen c¢aligmalarda;
burkulma Oncesinde, burkulma sirasinda ve sonrasinda
kiiciik ilkel kusurlu kiris (si§ kemer) eksenlerinin sekil
degisimi ile aldiklar1 sekilleri sunan ve ilkel kusurlu kirigteki
i¢ kuvvetlerin dagilimini inceleyen az sayida calisma ile
karsilagilmaktadir. Moon vd. [15] si§, parabolik, mafsalli
kemerlerin diizgiin yayil diisey yiik etkisi altinda vurgu-tipi
burkulma kuvvetlerini hesaplanmig ve narinlik orani ile
basiklik oraninin, burkulma moduna etkisini incelemislerdir.
Rubin [16], tekil yiik etkisi altindaki ankastre mesnetli
cembersel kemerlerin, sekil degistirmeden sonraki
geometrileri ile burkulma kuvveti degerlerini Cosserat
teorisi yardimiyla sayisal olarak vermistir. Luu ve Lee [17],
tekil yiik etkisi altindaki yari-eliptik kemerlerin burkulma ve
burkulma sonrasi davraniglarini; izogeometrik analiz
cergevesinde, yay-boyu yontemini kullanarak cesitli mesnet
kosullart  i¢in  incelemislerdir.  Yiiklemenin  ¢esitli
asamalarinda, yari-eliptik kemerin sekil degistirmis
geometrileri elde edilmistir. Tsiatas ve Babouskos [18], tekil
yiik etkisindeki, degisken kesitli s1g ¢embersel kemerlerin
dogrusal ve geometrik dogrusal olmayan davranislarini
integral denklem sayisal yontemi ile birlikte yay-boyu
yontemini kullanarak arastirmislardir. Calismada ele alinan
bir problemde yiiklemenin g¢esitli asamalarina ait yer
degistirme, eksenel kuvvet, kesme kuvveti ve egilme
momenti diyagramlari sunulmustur. Tekil ve sinusoidal
yiiklemeye maruz sinusoidal kiigiik bir ilkel kusura sahip
mafsalli kiriglerin burkulma analizi, ilkel kusurlu kirigin
sekil degistirme sonrasindaki geometrisini ve yiiklemenin
cesitli asamalarina karsilik gelen i¢ kuvvetlerin dagilimini
icermek tlizere sirastyla, Tekin Atacan ve Yiikseler tarafindan
[19, 20]’de sunulmustur. Ancak, agiklik boyunca diizgiin
yay1li yiik etkisindeki, kiigiik bir cembersel ilkel kusura sahip
ankastre mesnetli kiriglerde burkulma ve burkulma
sonrasindaki sekil degistirmis geometrileri ile i¢ kuvvet
dagilimlarini inceleyen bir ¢alismayla karsilagilmamusgtir.

Bu ¢alismada, agiklik boyunca diizgiin yayil yiiklii, iki ucu
ankastre olarak mesnetli, kiigiik bir ¢cembersel ilkel kusura
sahip kirislerin vurgu stabilitesi davranis1 incelenmektedir.
Geometrik dogrusal olmayan problemin diferansiyel
yonetici denklemleri, sonlu farklar yontemi kullanilarak
cebirsel denklemlere doniistiiriilmiis ve sayisal ¢oziim, yer
degistirme kontrollii Newton-Raphson yontemi kullanilarak
elde edilmistir. Boyutsuz geometrik bir parametrenin
burkulma yiikii ve burkulma yer degistirmesi iizerindeki
etkileri, yiikk-orta noktadaki yer degistirme grafikleri
cizilerek belirlenmistir. Konuyla ilgili dnceki ¢aligmalardan
farkli olarak; ele alinan problemde, kii¢iik bir gembersel ilkel
kusura sahip ankastre mesnetli kirisin orta noktasindaki
diisey yer degistirmenin ve dis yiikiin degisimlerinin mesnet
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tepkileri  iizerindeki  etkileri  boyutsuz = geometrik
parametrenin ¢esitli degerleri i¢in verilmektedir. Ayrica,
boyutsuz geometrik parametrenin, yiiklemenin ¢esitli
asamalarindaki (burkulma ve burkulma sonrasi durumlar
dahil) kii¢iikk bir ¢embersel ilkel kusura sahip ankastre
mesnetli  kiriglerin ~ gekil  degistirme  sonrasindaki
geometrilerine; efektif kesme kuvveti, egilme momenti ve
donme acgist diyagramlarina etkisi incelenmektedir.
Calismada, ilgili literatiire ve miihendislik uygulamalarina
katki saglayabilecek 6zgiin sonuglar sunulmaktadir.

2. PROBLEMIN MATEMATIKSEL MODELI{
(MATHEMATICAL MODEL OF THE PROBLEM)

Bu caligmada; baslangigta kiiciik bir gembersel ilkel kusura
sahip, ankastre mesnetli elastik kirigin diizgiin yayili diisey
yiik etkisindeki vurgu stabilitesi problemi incelenmektedir.
Ilkel kusurlu kirisin geometrisi, yiikleme durumu ve mesnet
tepkilerinin (yatay mesnet tepkisi H, diisey mesnet tepkisi
Vm, mesnet momenti My) pozitif yonleri Sekil 1°de
gosterilmektedir. Burada; cembersel ilkel kusurun egrilik
yarigapt R, genligi o, merkez agis1 26, iki ankastre mesnet
arasindaki yatay uzunluk L, agiklik boyunca diizgiin yay1li
diisey yiik q ile gdsterilmektedir. Tlkel kusurlu kirisin en
kesitinin geometrisi dikdortgen olup, genisligi b ve kalinligi
t ile verilmektedir. Eksen takimi (X,z)’nin baglangi¢ noktasi
soldaki mesnet lizerinde segildiginde, ilkel kusurun diisey
koordinat1 Es. 1 ile ifade edilebilmektedir:

L

w, (x)=(6-R)+ [Rz—[x—gf} ) (D)

En kesit kalinliginin acikliga orani oldukga kiiciik olan ilkel
kusurlu narin kirige ait kinematik iligskiler Euler-Bernoulli
hipotezi yardimiyla Es. 2 ile verilebilmektedir:

Ew =6 +E> €=V, =0. 2)

Enine normal ve kayma sekil degistirmeleri ihmal edilmistir.
Tarafsiz eksen tizerindeki eksenel sekil degistirme &, ve
egilme sekil degistirmesi €, Es. 3 ve Es. 4 ifadeleri ile
tanimlanabilmektedir [21]:

1 2 2
g =U, +5(w7X —WD’X), 3)
& =-1K, K=W,. “4)

Burada; egrilikteki degisim #, sekil degistirmis ilkel kusurlu
kirigin nihai konumunun z ekseni dogrultusundaki bileseni w
ile gosterilmektedir. u, yatay yer degistirmedir. (.), x, X
degiskenine gore tiirevi gostermektedir. Diisey yer
degistirme w olup, ilkel kusurlu kirisin herhangi bir
noktasinin sekil degistirmeden onceki (W,) ve sonraki (W)
diisey konumlart arasindaki iliski Es. 5 ile verilmektedir:

W=W,+W. ®)]
Benzer sekilde; Es. 6 ile ifade edilen nihai donme agis1 ¢ (X),
ilkel kusur sebebiyle baslangigta var olan donme agist ¢o(X)

ile sekil degisimi sonrasinda meydana gelen dénme agist
@(X)’in toplamindan olugsmaktadir:

P=Q,+¢. (6)

Donme acist ile ilgili kinematik iligkiler Es. 7°de verildigi
gibi ifade edilebilir:

Q=W,, ¢7=V_V,x, @y = Wo x - (7)

q
REEEE R NN
[ I

L

Sekil 1. Kiigiik bir gembersel ilkel kusura sahip kirisin sekil degisimi 6ncesi geometrisi, yiikleme ve mesnetlenme
durumlari (Geometry, loading and support conditions of an undeformed beam having initially small circular imperfection)
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Denge denklemleri ve dogal sinir kogullarinin elde edilmesi
amaciyla, virtiiel is ilkesi Es. 8’de wverildigi gibi
kullanilabilmektedir:

SW = [(N &g, +M 68 —q W) dx = 0. ®)

O Cm—y

Normal kuvvet N ve egilme momenti M ifadeleri, sirasiyla,
normal gerilme oy cinsinden Es. 9 ve Es. 10°da verildigi gibi
ifade edilebilmektedirler [22]:

N =[o, A, ©)
A

M=[z0,dA. (10)
A

Burada, i¢ kuvvetlerin (N, M) isaret kurallari, Tekin Atacan
ve Yiikseler [20] calismasinda belirtilen tarzdadir. ilkel
kusur kiigiik oldugundan, normal kuvvetin kiris boyunca
degisimi ihmal edilecektir.

Yiikkleme ve mesnetlenmenin simetrisinden dolayi, kirisin
yarist ile analiz yapilabilmektedir (Sekil 2). Kirigin ortasinda
donme acis1 ve kesme kuvveti sifir oldugundan, yarim
bolgenin sag ucunda kayici ankastre mesnet kullanilmugtir.

Sekil 2. Kiigiik bir gembersel ilkel kusura sahip kirisin

yarim bolgesi
(Half region of the beam having initially small circular imperfection)

Sekil 2 ile tanimlanan yarim bolge i¢in, Es. 3 ve Es. 4
denklemleri Es. 8’de kullamildiginda, Es. 11 elde
edilebilmektedir:

1 2 2 W
:L/2 N|:§u,x+5(5wx—§wg,x):l+M[Wxx]+ dx=0 (11)

' \-a[ow]

Es. 5’in, Es. 11°de kullanilmasi ve gerekli kismi integrasyon

islemlerinin  yapilmasindan sonra, Es. 12 elde
edilebilmektedir:
L/2

oW = [[(N,)ou+(-Nw,, +M , —q)ow |dx+
0 (12)

L/2

+|[(N)5u+(NW,x—M,x)5\TV+(M)5WXJ -0

0

Es. 12°den sirasiyla yatay, diisey denge denklemleri (Euler
denklemleri) Es. 13 ile:

N,=0, Nw,-M, +q=0, (13)

ve dogal siir kosullar1 Es. 14 ile ifade edilebilmektedirler
(Hildebrand [23]; Yiikseler [24]):

N =0 veya u=0,
Nw,-M =0 veya W=0,
M =0 veya w, =0. (14)

Sekil 2 ile tanimlanan yarim bolgedeki mesnetlendirme goz
oniine alindiginda, s6z konusu probleme ait sinir kosullari
Es. 15 ile verilmektedir:

u|x:0 = V_v|x:0 = ¢|x:0 :0 b
ul =(Nw,-M,) =o0. (15)

x=L/2 _¢|X:L/2 X=L/2

Es. 15°de parantez iginde bulunan ifadenin, normal kuvvet
ile elementer teoride tamimlanan [22] kesme kuvveti
(Q=Mjy)’nin diisey bilesenlerinin yaklasik toplami oldugu
not edilerek, Es. 16 yazilabilir:

V=Nw,-M,. (16)

Burada, V efektif kesme kuvveti olarak adlandirilmakta olup
[20], Es. 13 ile ifade edilmis olan diisey dogrultudaki denge
denklemi Es. 17 seklinde de sunulabilmektedir:

V,-q=0. (17)

Efektif kesme kuvveti; Es. 5, Es. 7 ve Es. 15 yardimiyla Es.
18°de goriildigii gibi verilebilmektedir:

V=M, -H(p+5). (18)

Burada; H(x), normal kuvvet ve kesme kuvvetinin yatay
bilesenlerinin toplamu olan yatay i¢ kuvveti ifade etmektedir.
Ayrica, yatay mesnet tepkisine ve (ilkel kusurun ¢ok kii¢iik
olmasi sebebiyle) yaklagik olarak normal kuvvete de esit
olmaktadir.

Sekil degistirmelerin ¢ok kiigiik oldugu varsayimi ile Hooke
yasast Es. 19 ile hatirlanabilir [22]:
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o, =Ee,. (19)

XX XX
Burada, E elastisite modiiliinii géstermektedir.

Normal kuvvet ifadesi; Es. 2-7, Es. 9, Es. 15 ve Es. 19
kullanilarak, Es. 20 ile verildigi gibi elde edilebilmektedir
(Arefi ve Nahvi [25]):

L/2
N=E—€f(¢§—¢2)dx=H. (20)

0

Bu asamada, yatay yer degistirme U’nun bilinmeyen
listesinden ¢ikarilmis oldugu not edilebilir. Bu ciimle,
eksenel yer degistirme ve eksenel sekil degistirmenin ihmal
edildigi anlaminda degildir.

Moment-egrilik ifadesi, Es. 2-7, Es. 10 ve Es. 19’dan
yararlanilarak Es. 21 seklinde verilebilir:

M=-Elg,. Q1)

Ele alinan problemin sayisal ¢dzlimiinde kullanilmak iizere,
boyutsuz biiyiikliikler Es. 22 ile sunulmaktadir:

X' =x/L, W =W/r, 8 =68/r, R"=R/r,
rr=I1/A, A=L/r,

W, :WO/I’:(5*—R*)+\/|:R*2—12(X*—0,5)2:| ,

e = =TI
3 2
NSVER Y -
Elr Elr

Burada; | atalet momentini, A ilkel kusurlu kirisin en kesit
alanini, r atalet yaricapini gostermektedir. Boyutsuz
biiyiikliiklerin kullanilmasi ile Es. 7, Es. 17-Es. 18, Es. 20-
Es. 21 ifadeleri, Es. 23-Es. 27 sekilde sunulabilmektedir:

_. dw'
Qo =—, (23)
dx
YA
= 24
q o (24)
dM* * * pa— *
AL (7" +¢3). (25)
mo=-92 (26)
dx
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1/2
H = j (07 -9 )dx". 27
0

Es. 15 ile verilen sinir kosullari, Es. 16’y1 da gbz Oniine
alarak boyutsuzlastirilmig olarak Es. 28 ile verilmektedir:

=0,9|. =0,0 =0,V’ =0. (28)

x"=0 X =0 X =1/2 X"=1/2

3. COZUM YONTEMI (SOLUTION METHOD)

Es. 23-Es. 26 ile verilen siradan, dogrusal olmayan
diferansiyel denklem takimi; ileri sonlu farklar yontemi
kullanilarak  dogrusal olmayan cebirsel denklemlere
doniistiiriilmiistiir. Tlkel kusurlu yarim kirisin ¢dziim bélgesi
iizerinde, aralarinda sabit AX" mesafesi olan n adet diigiim
noktasi alinarak, her bir i. diiglim noktasinda bulunan
w;, @;, V", M{ bilinmeyen biiyiikliikleri ve bilinmeyen yatay
mesnet tepkisi H" ile beraber, toplamda (4n-1) adet
bilinmeyen biiyiikliigiin sayisal analizi yapilmaktadir. ileri
sonlu farklar yontemi kullanilarak, n. diigiim noktasi harig,
diger diigiim noktalar1 i¢in elde edilen cebirsel denklemler
Es. 29-Es. 32 ile sunulmaktadir:

f, =AX'g —(W,, -W )=0, (29)
f, =Ax'q" - (V5 -V/")=0, (30)
f, =ACH (@ +¢; )+ XV (M, =M ) =0,  (31)
f, =AM/ +(7, -9 )=0,i=12,.,(n-1). (32)

Trapez kurali kullanilarak [26] Es. 27, Es. 33°de verildigi
gibi diizenlenebilmektedir:

f, = H" +AX [0+(¢;2 +20, (p;2 )+(47);2 +20, 40;3) +... -

+ ((p(n—l)2 + 2(/_)(*,],1) w(:[nfl) )+ 0:| =0

Es. 29-Es. 33 ile verilen dogrusal olmayan boyutsuz cebirsel
denklemler ve Es. 28 ile verilen boyutsuz sinir kosullart
toplu halde, yer degistirme kontrolli Newton-Raphson
yontemi kullanilarak ¢oziilebilmektedir. Tekin Atacan ve
Yiikseler [19]°da tekil kuvvet etkisindeki, Tekin Atacan ve
Yiikseler [20]’de sinusoidal yiikleme altindaki sinusoidal
ilkel kusura sahip mafsalli kiriglerin; Tekin Atacan ve
Yiikseler [27]’de yerel olmayan elastisite teorisi kullanilarak
sinusoidal yiikleme altindaki egri eksenli nano kiriglerin;
Erddlen ve Yiikseler [28]de diizgiin yay1l1 i¢ basing kuvveti
etkisindeki sonlu sekil degistirme ve sonlu donme yapabilen
kiiresel kabuklarin; Yildirim ve Yiikseler [29]’da tekil yiik
etkisinde sikigsabilen bir malzeme olan poliliretandan
yapilmis olan, sonlu sekil degistirme ve sonlu donme
yapabilen kiiresel kabuklarin vurgu stabilitesi probleminin
ve Altekin ve Yiikseler [30]’da biiyiik yer degistirme
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yapabilen tam ve kismi yiiklii s1g kiiresel kabuklarin egilme
probleminin ¢dzliimiinde de bu yaklagim kullanilmustir. Ele
alman c¢aligmada, ilgili bilgisayar programi yazarlar
tarafindan olusturulmustur.

4. SAYISAL SONUCLAR (NUMERICAL RESULTS)

Diizgiin yayili yiikleme etkisindeki iki ucu ankastre mesnetli
cembersel ilkel kusura sahip kirisin vurgu stabilitesi
probleminin ¢dziimii, yiikleme ve mesnetlenme tipinin
simetrik olmasindan faydalamilarak yarim bolge icin
aragtirllmigtir.  Sayisal sonuglarin  elde edilmesinde
kullanilacak olan diigiim noktas1 sayisinin belirlenmesi i¢in
yapilan yakinsama analizi sonuglari Tablo 1’de
verilmektedir. Tablo 1’den goriildiigii iizere, diigiim noktasi
sayst arttirildik¢a, burkulma yiikiiniin degeri azalmaktadir.

Tablo 1. Diigiim noktas1 sayisinin burkulma yiikii
tizerindeki etkisi, b=1m, t=0,3m, L=34m, 6=3,2485°,
E=200%10° kN/m?

(The effect of the number of nodes on the buckling load for b=1m, t=0,3m,
L=34m, 6=3,2485°, E=200*10° kN/m?)

n Okr (KN/m) % fark

31 53.657763

51 53.454852 -0.003782
101 53.357708 -0.001817
151 53.335889 -0.000409
201 53.326974 -0.000167

Ele alinan ¢aligmada diigiim noktasi sayisinin =51 ve n=101
degerleri kullanilarak elde edilen sayisal sonuglarin
dogrulugunun test edilmesi amaciyla, Tsiatas vd. [14]
calismasinda elde edilmis olan bir grafik ile Sekil 3’te
karsilagtirma yapilmaktadir. Tsiatas vd. [14]’de verilmig
olan grafikte b=1m, t=0,3m, L=34m, 6=3,2485°, E=200*10°
kN/m? sayisal degerleri kullamlarak; iki ucu ankastre
mesnetli, ekseni boyunca diizgiin yayil yiik etkisindeki s1g
¢embersel kemerin vurgu stabilitesi incelenmistir. Sekil 3°te
sunulan grafik elde edilirken, ele alinan ¢alismada 51 ve 101
diigiim noktasi kullanilmis olup, egrilerin 6rtiismesi ve Tablo
I’den goriildiigii tlizere, kesme hatasinin diisiikk olmasi

sebebiyle, ele alman c¢alismada 101 diigim noktasi
kullanilmasinin yeterli oldugu goriilmiistiir.

Bateni ve Eslami [31] ¢alismasinda; diizgiin yayili yiik
etkisindeki fonksiyonel derecelendirilmis, sig c¢embersel
kemerlerin stabilite davraniglart analitik yontem ile
arastirtlmig olup, egrilik yarigapi, merkez ag1 ve en kesit
kalmligi degerlerini igeren geometrik bir parametre,
7=(RO?)/t, tanimlanmustir. Farkli geometrik boyutlardaki s13
cembersel kemerlerin ayn1 7 parametresine sahip olmasi
durumunda, stabilite davranislarmin  da  ayni oldugu
belirtilmistir. [31]’de, diizgiin yay1l yiik etkisindeki ankastre
mesnetli s1g cembersel kemerin malzemesinin homojen
olmas1 halinde; dogrusal olmayan egilme ile zayif vurgu
stabilitesi arasinda bir smnir deger olarak 7=2,84; vurgu
stabilitesi ile dallanma tipi stabilite arasinda ise yaklasik bir
sinir deger olarak 77=5,01 verilmektedir. Kritik yatay yiik,
Pu=(y*EI)/(R?0?) ifadesi ile verilmistir. Burada; egrilik
yaricapt R, merkez ac¢1 20eclastisite modiilii E, atalet
momenti | ile gosterilerek, ankastre mesnetli kemerler igin,
kritik cembersel basing kuvveti parametresi Wankasre=4,49341
olarak verilmistir. Ilgili ¢alismada sunulan denge yolu ve
yatay mesnet tepkisinin (H) dis yiik ile degisiminin grafikleri
ile karsilastirma yapmak amaciyla, ele alinan g¢aligmada
7=5,01 degerini saglayan, R=300m, £=4,0554727608°,
t=0,3m degerleri kullanilmigtir. Sekil 4 ile verilen
karsilagtirma, sayisal sonuglarn  uyumlu oldugunu
gostermektedir.

Sekil 5’te; boyutsuz geometrik parametre 7’nin, boyutsuz
yiik-orta noktadaki diisey yer degistirme grafigi lizerindeki
etkileri verilmektedir. Boyutsuz geometrik parametre 7’nin
2.00’a esit olmast durumunda; boyutsuz diisey yer
degistirme boyutsuz dig yiik ile birlikte siirekli olarak
artmakta, diger bir deyisle, burkulma olusmamaktadir. 7
=2,84 durumunda; boyutsuz dis yiik - diisey yer degistirme
grafigi yatay bir tegete sahip olup, vurgu stabilitesine gegis
i¢in siir durumu ifade etmektedir. iki limit noktaya sahip
olan wvurgu stabilitesi davranisi, 7=4,00 degerinde
verilmektedir. Birinci limit nokta, boyutsuz burkulma
yiikkiinii ve boyutsuz burkulma yer degistirmesini isaret

E
Z 80
&,

60

40

20 = = = Ele alinan ¢alisma (n=51)

+++«e+ Ele alinan ¢galisma (n=101)
Tsiatas vd. [14] W
0 T T T T T T _1:5!__!:1_
0,0 0.2 0.4 0,6 1,0 1,2 1,4 1,6

Sekil 3. Yiik-orta noktadaki diigsey yer degistirme egrilerinin karsilastiriimasi
(Comparison of the load-midpoint vertical displacement curves)
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etmektedir. 77 parametresi degerinin arttirilmasiyla, boyutsuz
burkulma yiikii degeri artmakta ve vurgu stabilitesi davranigi
daha belirgin olarak goriilmektedir. Sekil 6’da; boyutsuz
yatay mesnet tepkisinin, dig yiik ve orta noktadaki diisey yer
degistirme ile iliskilerine, boyutsuz geometrik parametrenin
etkisi incelenmektedir. Yik - diisey yer degistirme
egrilerinin limit noktalara sahip oldugu vurgu stabilitesi
durumunda, H'-q" grafiklerinde de limit noktalarin
bulundugu Sekil 6a’da goriilmektedir. 7 parametresi
degerinin arttirtlmasiyla boyutsuz yatay mesnet tepkisinin en
biiyilk degerinin de arttig1 (Sekil 6a, Sekil 6b) ancak en
biiyilk yatay mesnet tepkisi meydana geldiginde o&lgiilen
boyutsuz orta nokta diisey yer degistirme degerinin azaldig1
(Sekil 6b) izlenmektedir. Geometrik parametre degerinden
bagimsiz olarak, orta noktadaki diisey yer degistirme ilkel

1,2

kusurun genliginin 1.75 kat1 oldugunda, yatay mesnet tepkisi
sifir degerini almaktadir (Sekil 6b).

Boyutsuz diisey mesnet tepkisi Vi’'nin dig yiikk ve orta
noktadaki diisey yer degistirme ile iliskilerine, boyutsuz
geometrik parametrenin etkisi Sekil 7°de arastirilmaktadir.
Diizgiin yayili diisey yiik etkisindeki ankastre mesnetli ilkel
kusurlu kiriste, diisey dis yiik mesnetler tarafindan esit olarak
karsilanmaktadir (Sekil 7a). Burkulmanin olustugu,7 ’nin
2,84’den daha biiyiik degerlerine karsilik gelen boyutsuz
diisey mesnet tepkisi-orta noktadaki boyutsuz yer degistirme
egrilerinde ekstrem noktalar (Sekil 7b) olugmaktadir.

Ankastre mesnette meydana gelen mesnet momenti; dis yiik
ve orta noktadaki diisey yer degistirme ile iliskisi, ¢esitli 7

1,2

| @) b) Ele alinan ¢alisma
1,0 - Ele alinan ¢aligma 1.0 — = = Bateni've Eslami [31]
08 — = — Bateni ve Eslami [31] 0.8 |
go,s | g 0.6 |
> 0,4 = 04
0,2 02 -
0,0 0,0

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3.5 4.0 45

-w, /h

00 02 04 06 08 10
H/P,
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Sekil 4. Denge yolu ve yatay mesnet tepkisinin dis yiik ile degisimi, 7=5,01

(Variations of the equilibrium path and the horizontal support reaction with the external load, 7=5.01)

qo _T'|=5,0| : x
. T’|=4,00 I f‘
4000 o .84 -
304 /00 N\ s
2000 a
00T o, ameme e ®
0 ; : —
0.0 0.5 1.0 1,5 Wata 2,0
3

Sekil 5. Boyutsuz geometrik parametrenin denge yollari iizerindeki etkisi
(Effect of the dimensionless geometrical parameter on the equilibrium paths)

9 a —n=5,01 81(—)1‘ | b ——n=5,01
6000~ — —n=4,00 - 1=4,00
g ihoto x il - n=284
4000 1S N n=2,00 404 [/ L .mi N\ "-- n=2,00
o 20 {f, 7 el \ _
2000 o kTN  Woria
P OO S = = = AW NP
208 B2 e R LIS
—8— ' ' ' 40 - ' ’_v
-10 10 30 50 70 H -

Sekil 6. Boyutsuz geometrik parametrenin boyutsuz yatay mesnet tepkisi tizerindeki etkisi
(Effect of the dimensionless geometrical parameter on the dimensionless horizontal support reaction)
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parametreleri icin Sekil 8’de verilmektedir. Burkulmanin Sekil 9’da; 77=4,00 ve 7=5,01 degerleri i¢in, ilkel kusurlu

olusmadigi 772,84 ve n’nin daha kii¢iik degerlerinde, kirisin sekil degistirmis geometrisi, egilme momenti, kesme
boyutsuz mesnet momenti-boyutsuz dis yiik egrilerinde kuvveti ~diyagramlart ve donme agis1  grafiklerinin
(Sekil 8a) limit noktalar olmamasina karsin; burkulmanimn incelenecegi yiikleme asamalar1 gosterilmektedir. 1 noktast
olustugu 7’nin 2,84’den daha biiyiik degerlerinde limit ile verilen asama, yiliklemeden Onceki durumu ifade

etmektedir. 2 noktasi ile verilen asama, yiikk - diisey yer
degistirme grafigindeki birinci limit noktas: olup; boyutsuz
burkulma yiikii ve boyutsuz burkulma yer degistirmesi
degerlerini vermektedir. Baglangigtan 2 noktasina kadar olan
bolge kararli bolge iken, 2 ile 4 noktalar1 arasindaki bolge
kararsiz bolgeyi belirtmektedir [22]. 3 noktasi ile gdsterilen

noktalar goriilmektedir. 7 parametresinin artmasiyla, limit
noktalar civarinda ilmik olugma egilimi vardir. Burkulmanin
olmadigi, 77’nin 2,84’e esit ve daha kiiciik degerlerine karsi
gelen boyutsuz mesnet momenti-orta noktadaki boyutsuz yer
degistirme egrilerinde (Sekil 8b) monoton artislar

gozlenirken; burkulmanm olustugu, 7’nin 2,84’den daha agsama, orta noktadaki diisey yer degistirmenin ilkel kusurun
bilyilk degerlerine karsi gelen boyutsuz moment mesnet genligine esit oldugu durumu ifade etmektedir ve bu
tepkisi-orta noktadaki boyutsuz yer degistirme egrilerinde agamada, orta noktanin diisey koordinati sifir olmaktadir. 4
ekstrem noktalar olugmaktadur. noktasi ile belirtilen agama, yik - diisey yer degistirme

a) q b) o — . . . .

~ 4000 0N <05----10____ 15 2,0

N 1000 {1\’ =SS P

~ 3000 -

-2000 -
—1=5,01 2000

n=4,00 N 3000

- - =284 1000 |
-—= 12,00
e sl SN 4000

-2000 -1500 -1000 -500 0

Sekil 7. Boyutsuz geometrik parametrenin boyutsuz diisey mesnet tepkisi tizerindeki etkisi
(Effect of the dimensionless geometrical parameter on the dimensionless vertical support reaction)

M, | b) .
300 kg
‘I
200
n=5,01
100 124,00
it = n=2,84
=y o Sal¥ e
0 . : : : ; . u 0 '/;"‘"\.____ n=2,00
0 50 100 150 200 250 300 350 0,0 Worta 2,0
S

Sekil 8. Boyutsuz geometrik parametrenin boyutsuz mesnet momenti tizerindeki etkisi
(Effect of the dimensionless geometrical parameter on the dimensionless support moment)

q" a) n=4,00 9 b)“=i‘m
4000 } 4000 6
3000 - 2 3000

o~ 5
2000 1/ 90— 2000 -
3 4

1000 - / 1000

Y N ] |

0,0 0,5 1,0 1,5 w,, 20 0,0 0,5 1,0 1,5 W 2,0

K3 5

Sekil 9. Denge yollarinda izlenecek agamalar a) 7=4,00, b) 7=5,01
(Stages to be followed in the equilibrium paths for a) 77=4.00, b) 7=5.01)
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grafigindeki ikinci limit noktasi olup, bundan sonra kararl
bolgeye gegis miimkiin olmaktadir. 5 noktasinda burkulma
yiikiine esit bir dig yiik etkimesine ragmen, burkulma yer
degistirmesinden ¢ok farkli bir yer degistirmeye sahip
oldugu dikkat edilebilir.

Sekil 10°da; yiiklemenin belirtilen asamalarinda ilkel
kusurlu kirigin sekil degistirmis geometrileri, ylikleme ve
mesnetlenme tipinin simetrik olmasmi géz oniine alarak
yarim bolge i¢in sunulmaktadir. 1 numara ile ilkel kusurlu
kirigin sekil degistirmeden onceki geometrisi verilmektedir.
Burkulma yiikii etkisi altindaki ilkel kusurlu kiris geometrisi
2 numara ile, orta noktadaki diisey yer degistirmenin ilkel
kusurun genligine esit olmas1 durumundaki kiris geometrisi
3 numara ile belirtilmektedir. Tkinci limit noktasma karsi
gelen yiikleme etkisindeki kiris geometrisi 4 numara ile;
ikinci kararli bolgede bulunan, burkulma yiikiine esit bir

yiikleme altindaki kiris geometrisi 5 numara ile
verilmektedir.
W' a) n=4,00 e Ty
6 = -2

" | b) 1=5,01

[ T T N N - A ]

Sekil 11°de ilkel kusurlu yarim kiriste, yiiklemenin belirtilen
asamalarina karsilik gelen boyutsuz efektif kesme kuvveti
diyagramlar1 774,00 ve 77=5,01 degerleri i¢in sunulmaktadir.
Mesnetlenme ve yiiklemenin orta noktaya gore simetrik
olmas: sebebiyle, ilkel kusurlu kirisin orta noktasinda
boyutsuz kesme kuvveti sifir degerini almaktadir. 2 ve 5
numarali agsamalarda, boyutsuz dis yiik ayni degere sahip
oldugu i¢in, kesme kuvveti diyagramlari c¢akigmaktadir.
Boyutsuz dig yiikiin arttirilmasiyla boyutsuz efektif kesme
kuvveti degerleri artmaktadir. Boyutsuz geometrik
parametrenin arttirilmasi, boyutsuz efektif kesme kuvveti
degerlerinde artisa yol agmaktadir.

Yiiklemenin ¢esitli asamalarindaki
momenti diyagramlari, 74,00 ve

boyutsuz
17=5,01

egilme
degerleri

kullanilarak Sekil 12’de verilmistir. Boyutsuz egilme
momenti diyagramlari, boyutsuz efektif kesme kuvvetinin
sifirdan gectigi orta noktada bir extremum degerden
Boyutsuz

gecmektedir. geometrik parametre  degeri

Sekil 10. Yiiklemenin ¢esitli asamalarinda ilkel kusurlu yarim kirisin sekil degistirmis geometrileri a) 74,00, b) 77=5,01
(Deformed geometries of the half of the initially imperfect beam corresponding to the various stages of the loading for a) 7=4.00, b) 7=5.01)

a) n=4,00 P
0 : : -
oo 01 02 03 )47 0,5
-500
——1
——2
-1000 - P —3
s 4
2 k10 5
-1500 - ¥

-1000 -
-1500 A

-2000 -

b) n=5,01 x'
0 :

-500 -

Sekil 11. Yiiklemenin ¢esitli agamalarinda ilkel kusurlu yarim kiriste boyutsuz efektif kesme kuvveti diyagramlari a)
174,00, b) 775,01 (Dimensionless effective shear force diagrams of the half of the initially imperfect beam corresponding to the various stages of
the loading for a) 7=4.00, b) 77=5.01)

M | a)n=4,00 e

-200

M |b) 15,01

100 /—:‘_

“ =04, _0,5 -100%0 0,1 0,2

. - i
= :

Sekil 12. Yiiklemenin ¢esitli asamalarinda ilkel kusurlu yarim kiriste boyutsuz egilme momenti diyagramlari a) 7=4,00, b)

17=5,01 (Dimensionless bending moment diagrams of the half of the initially imperfect beam corresponding to the various stages of the loading for a)
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40 ¢

50 1@

Sekil 13. Yiiklemenin gesitli asamalarinda ilkel kusurlu yarim kiriste donme agilarinin degisimleri a) 7=4,00, b) 77=5,01

(Variations of the rotation angle of the half of the initially imperfect beam corresponding to the various stages of the loading for a) 7=4.00, b) 77=5.01)

arttirildikca,  boyutsuz  egilme momenti  degerleri
artmaktadir. Donme agist diyagramlar1 7=4,00 ve 7=5,01
degerleri kullanilarak aciklik boyunca Sekil 13’te
verilmektedir. Beklendigi gibi, ilkel kusurlu kirigin orta
noktasindaki donme agis1 degerleri sifir olmaktadir. Donme
acisinin - mutlak degerce siddeti, boyutsuz geometrik
parametre degeri arttirildik¢a artmaktadir.

5. SONUCLAR (CONCLUSIONS)

Bu calismada; kiiciik bir ¢embersel ilkel kusura sahip,
ankastre mesnetli narin kiriglerin agiklik boyunca diizgiin
yayili diisey yiik etkisi altinda vurgu stabilitesi davranislari,
sonlu farklar ve yer degistirme kontrollii Newton-Raphson
yontemleri kullanilarak sayisal olarak arastirilmustir.
Cembersel ilkel kusurlu kiris i¢in tanimlanmig olan boyutsuz
geometrik bir parametrenin [31] degisiminin; boyutsuz
burkulma yiikiine, boyutsuz burkulma yer degistirmesine,
boyutsuz  mesnet tepkilerine, yiiklemenin  ¢esitli
asamalarinda i¢ kuvvetlere ve sekil degistirmis kirigin
geometrisine  etkisi, ¢izilen grafikler = yardimiyla
incelenmigtir. Calismadan elde edilen sonuglar ve
degerlendirmeler boyutsuz biiyiikliikler tizerinden yapilarak,
asagida sunulmaktadir:

e Geometrik parametrenin arttirtlmasinin (dolayisiyla; ilkel
kusurun genliginin atalet yarigapina oranmin, egrilik
yarigapiin, merkez agisinin, ilkel kusurun genliginin
aciklifa oran1 ve/veya narinlik oram1 degerlerinin
arttirilmasinin -~ ve/veya  en  kesit  kalmliginin
azaltilmasinin), burkulma yiikiiniin artmasina, ancak
burkulma yer degistirmesi degerlerinin azalmasina (Sekil
5) yol agtig1 goriilmektedir.

e Geometrik parametrenin arttirilmasi; yatay mesnet
tepkisinin en biiyiik degerinin de artmasina (Sekil 6),
bununla beraber yatay mesnet tepkisinin en biyik
degerine kars1 gelen yer degistirme degerinin azalmasina
(Sekil 6b) yol agmaktadir.

e Yatay mesnet tepkisinin sifir degerini almasinda
geometrik parametrenin etkisinin olmadig1 goriilmektedir
(Sekil 6b).

¢ Diisey mesnet tepkisinin geometrik parametre ile degisimi,
dis yiik degerine bagl olarak degigsmektedir. Diisey dis yiik
mesnetler tarafindan esit olarak karsilanmaktadir (Sekil 7).

¢ Burkulmanin olusmadigi geometrik parametre degerleri
icin mesnet momenti, dig yiik ve orta nokta yer

degistirmesi ile birlikte monoton bir artis géstermektedir.
Ancak, burkulmanin meydana geldigi geometrik
parametre degerlerinde, mesnet momentinin dis yiik ile
degisiminde limit noktalar, orta nokta yer degistirmesi ile
iliskisinde dalgalanmalar goriilmektedir (Sekil 8).

o Geometrik parametre degerlerinin arttirilmasi; efektif
kesme kuvveti (Sekil 11), egilme momenti (Sekil 12) ve
donme agismin (Sekil 13) mutlak degerce artmasina yol
agmaktadir.
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