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Figure A. Equilibrium paths of a fixed beam having initially small circular imperfection and deformed 

shapes at various stages of deformation 
 
Purpose: In this study, snap-buckling and post-buckling behavior of fixed beams having initially small
circular imperfection under lateral loading is examined. In addition to the effects of a geometric parameter
(which is a function of the thickness, radius and central angle of the circular neutral line of the undeformed
beam) on buckling values, its effects on support reactions and internal forces are also investigated. 
 
Theory and Methods: 
The governing differential equations obtained within the framework of the Euler-Bernoulli beam theory are 
transformed into algebraic equations with the help of the finite difference method. The resulting nonlinear
algebraic equations are solved by the displacement-controlled Newton-Raphson method. By drawing load-
deflection graphs, the effects of the concerning geometric parameter on the buckling values and the post-
buckling behavior are analyzed. 
 
Results: 
Unlike the previous studies on the subject; the variations of the support reactions, the diagrams of the deformed
shapes of the fixed beams having initially small circular imperfection as well as the diagrams of the internal
forces at various stages of the loading including the buckling and post-buckling states are investigated for
various values of the geometric parameter.  
 
Conclusion: 
For fixed beams having an initially small imperfection under a vertical loading, not only the bending behavior 
but also the stability behavior should be examined. A geometric parameter which can be defined according to
the geometry of an initially imperfect beam can have significant effects on the equilibrium paths, buckling
values, support reactions, deformed shapes, and internal forces. 
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Çembersel küçük bir ilkel kusura sahip düzgün yayılı düşey yük etkisindeki ankastre 
mesnetli kirişlerin vurgu burkulması ve burkulma sonrası analizleri 
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Ö  N  E  Ç  I  K  A  N  L  A  R  
 Geometrik bir parametrenin burkulma değerleri ve burkulma sonrası davranışı üzerindeki etkileri 
 Şekil değiştirmenin çeşitli aşamalarında ilkel kusurlu kirişin şekil değiştirmiş geometrileri 
 Yüklemenin çeşitli aşamalarında iç kuvvetlerin dağılımları 
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 Bu çalışmada; düzgün yayılı düşey yük etkisindeki, başlangıçta küçük bir çembersel kusura sahip ankastre 
mesnetli kirişlerde, vurgu stabilitesi ve burkulma sonrası davranışlar incelenmektedir. İlkel kusurlu kirişin
geometrisi ile ilgili bir parametrenin, burkulma değerleri ve burkulma sonrası davranış üzerindeki etkisinin
yanı sıra ilkel kusurlu kirişin şekil değiştirmiş geometrisi, mesnet tepkileri ve iç kuvvetler üzerindeki etkileri
de araştırılmıştır. Euler-Bernoulli kiriş teorisi çerçevesinde elde edilen doğrusal olmayan yönetici
diferansiyel denklemlerin sayısal çözümü için sonlu farklar yöntemi ve yer değiştirme kontrollü Newton-
Raphson yöntemi kullanılmıştır. Geometrik parametrenin; burkulma değerleri, ilkel kusurlu kirişin şekil
değiştirmiş geometrisi, mesnet tepkileri ve iç kuvvetleri üzerinde önemli bir etkisi olduğu gözlenmiştir. 
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 In this study, snap-buckling and post-buckling behaviors of fixed beams having initially small circular
imperfection subjected to uniformly distributed vertical loads are examined. The effect of a parameter related
to the geometry of the initially imperfect beam on the buckling values as well as the deformed shapes of the 
initially imperfect beam, support reactions and internal forces are investigated. The finite difference method
and the displacement-controlled Newton-Raphson method are used for the numerical solution of the
nonlinear governing differential equations obtained within the framework of the Euler-Bernoulli beam 
theory. It is observed that the concerning geometric parameter significantly effects the buckling values,
deformed shapes of the initially imperfect beam, support reactions and internal forces. 
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1. GİRİŞ (INTRODUCTION) 
 
Narin bir kiriş elemanında başlangıçta (üretim veya nakliye 
esnasında) oluşabilecek bir geometrik kusur, titreşim 
analizinde [1] ve burkulma davranışı [2] üzerinde önemli 
etkiler oluşturabilmektedir. Geometrik kusur ne kadar küçük 
olursa olsun, ilkel kusurlu kirişlerin (veya sığ kemerlerin) 
düşey yükler altındaki davranışı, düz bir kirişin 
davranışından farklı olmaktadır. Düşey yük etkisi altındaki 
düz bir kiriş, sadece eğilmeye maruz kalırken [3, 4]; 
başlangıçta küçük bir geometrik kusuru olan bir kiriş, eğilme 
ile birlikte burkulmaya da maruz kalabilmektedir. Bu 
sebeple; düşey yük etkisindeki ilkel kusurlu bir kirişin 
stabilitesini koruyarak taşıyabileceği en büyük yük değerinin 
de araştırılması gerekmektedir. 
 
Geometrik doğrusal olmayan bir problem olan vurgu 
stabilitesi problemi, yük-çökme eğrilerinin çizimi ile 
incelenebilmektedir. İlgili eğriler ile burkulma yükü ve 
burkulma çökmesi değerlerinin bulunabilmesine ek olarak 
burkulma öncesi ve sonrasına ait davranışların da 
incelenmesi mümkün olmaktadır. Analitik, sayısal ve 
deneysel çözüm yöntemleri kullanılarak, eğri eksenli 
çubukların vurgu stabilitesi davranışını inceleyen çeşitli 
çalışmalar bulunmaktadır. Medina vd. [2], eksenel ve 
elektrostatik kuvvetlerin etkisi altındaki kavisli mikro-
kirişlerin burkulma analizi üzerinde deneysel olarak 
çalışmışlardır. Tekil yük etkisindeki sığ kemerlerin 
incelenmesi ile ilgili çalışmalara örnek olarak [5-7] yayınları 
verilebilir. Gjelsvik ve Bodner [5], ankastre mesnetli sığ 
çembersel kemerlerin burkulma kuvvetlerini, enerji 
yöntemini kullanarak yaklaşık bir çözüm yöntemi ile elde 
etmişlerdir. Cai ve Feng [6], elastik dönen mesnetli sığ 
parabolik kemerlerin incelenmesini, virtüel iş formülasyonu 
ile gerçekleştirmişlerdir. Kritik yük değerlerini, hem 
simetrik vurgu stabilitesi hem de antisimetrik dallanma tipi 
stabilite için belirlemişlerdir. Bradford vd. [7], mafsallı ve 
ankastre mesnetli sığ çembersel kemerlerin burkulma 
yüklerinin analitik çözümünü virtüel iş ilkesi yardımıyla elde 
etmişlerdir. Zhang vd. [8], tekil yük etkisindeki ankastre 
mesnetli laminalı sığ çembersel kemerlerin burkulma 
analizini, klasik lamina teorisine dayanarak yapmışlardır. 
 
Yüklemenin değişmesiyle birlikte, burkulma davranışlarında 
da önemli farklılıklar görülmesine rağmen; yeterince sığ 
kemerlerde, açıklık boyunca düzgün yayılı düşey yükleme 
ile kemer ekseni boyunca düzgün yayılı radyal yüklemeye 
karşı gelen sonuçlar birbirine benzer olmaktadır. Cai vd. [9], 
açıklık boyunca düzgün yayılı düşey yüklü ankastre mesnetli 
sığ parabolik kemerlerde simetrik ve antimetrik burkulma 
modlarına karşı gelen burkulma yüklerinin analitik hesabını, 
virtüel iş ilkesi yardımı ile vermişlerdir. Hu vd. [10], açıklık 
boyunca düzgün yayılı düşey yük etkisindeki, ankastre 
mesnetli, çeşitli basıklık oranlarındaki parabolik kemerlerin 
burkulma ve burkulma sonrası analizleri için kapalı-formda 
bir analitik çözüm önermişlerdir. Bradford vd. [11], elastik 
mesnetli sığ parabolik kemerlerin açıklık boyunca düzgün 
yayılı düşey yükleme altındaki doğrusal olmayan 
davranışlarının analitik çözümlerini elde etmişlerdir. Pi vd. 
[12] mafsallı ve ankastre mesnetlenmiş, Pi vd. [13] ise elastik 
mesnetli çembersel kemerlerin, eksenleri boyunca düzgün 

yayılı yük etkisi altında meydana gelen burkulma yüklerinin 
analitik çözümlerini vermişlerdir. Tsiatas vd. [14], şekil 
bellekli (shape memory alloy) malzemeden yapılmış sığ 
çembersel kemerlerin, ekseni boyunca düzgün yayılı radyal 
yükleme etkisinde doğrusal olmayan burkulma ve burkulma 
sonrası davranışlarını araştırmışlardır. İlgili problemin 
çözümünde, sınır eleman tabanlı bir yöntem olan analog 
denklem yöntemi ve yer değiştirme kontrollü Newton-
Raphson yöntemini kullanmışlardır. 
 
Burkulma sonrası davranışları inceleyen çalışmalarda; 
burkulma öncesinde, burkulma sırasında ve sonrasında 
küçük ilkel kusurlu kiriş (sığ kemer) eksenlerinin şekil 
değişimi ile aldıkları şekilleri sunan ve ilkel kusurlu kirişteki 
iç kuvvetlerin dağılımını inceleyen az sayıda çalışma ile 
karşılaşılmaktadır. Moon vd. [15] sığ, parabolik, mafsallı 
kemerlerin düzgün yayılı düşey yük etkisi altında vurgu-tipi 
burkulma kuvvetlerini hesaplanmış ve narinlik oranı ile 
basıklık oranının, burkulma moduna etkisini incelemişlerdir. 
Rubin [16], tekil yük etkisi altındaki ankastre mesnetli 
çembersel kemerlerin, şekil değiştirmeden sonraki 
geometrileri ile burkulma kuvveti değerlerini Cosserat 
teorisi yardımıyla sayısal olarak vermiştir. Luu ve Lee [17], 
tekil yük etkisi altındaki yarı-eliptik kemerlerin burkulma ve 
burkulma sonrası davranışlarını; izogeometrik analiz 
çerçevesinde, yay-boyu yöntemini kullanarak çeşitli mesnet 
koşulları için incelemişlerdir. Yüklemenin çeşitli 
aşamalarında, yarı-eliptik kemerin şekil değiştirmiş 
geometrileri elde edilmiştir. Tsiatas ve Babouskos [18], tekil 
yük etkisindeki, değişken kesitli sığ çembersel kemerlerin 
doğrusal ve geometrik doğrusal olmayan davranışlarını 
integral denklem sayısal yöntemi ile birlikte yay-boyu 
yöntemini kullanarak araştırmışlardır. Çalışmada ele alınan 
bir problemde yüklemenin çeşitli aşamalarına ait yer 
değiştirme, eksenel kuvvet, kesme kuvveti ve eğilme 
momenti diyagramları sunulmuştur. Tekil ve sinusoidal 
yüklemeye maruz sinusoidal küçük bir ilkel kusura sahip 
mafsallı kirişlerin burkulma analizi, ilkel kusurlu kirişin 
şekil değiştirme sonrasındaki geometrisini ve yüklemenin 
çeşitli aşamalarına karşılık gelen iç kuvvetlerin dağılımını 
içermek üzere sırasıyla, Tekin Atacan ve Yükseler tarafından 
[19, 20]’de sunulmuştur. Ancak, açıklık boyunca düzgün 
yayılı yük etkisindeki, küçük bir çembersel ilkel kusura sahip 
ankastre mesnetli kirişlerde burkulma ve burkulma 
sonrasındaki şekil değiştirmiş geometrileri ile iç kuvvet 
dağılımlarını inceleyen bir çalışmayla karşılaşılmamıştır. 
 
Bu çalışmada, açıklık boyunca düzgün yayılı yüklü, iki ucu 
ankastre olarak mesnetli, küçük bir çembersel ilkel kusura 
sahip kirişlerin vurgu stabilitesi davranışı incelenmektedir. 
Geometrik doğrusal olmayan problemin diferansiyel 
yönetici denklemleri, sonlu farklar yöntemi kullanılarak 
cebirsel denklemlere dönüştürülmüş ve sayısal çözüm, yer 
değiştirme kontrollü Newton-Raphson yöntemi kullanılarak 
elde edilmiştir. Boyutsuz geometrik bir parametrenin 
burkulma yükü ve burkulma yer değiştirmesi üzerindeki 
etkileri, yük-orta noktadaki yer değiştirme grafikleri 
çizilerek belirlenmiştir. Konuyla ilgili önceki çalışmalardan 
farklı olarak; ele alınan problemde, küçük bir çembersel ilkel 
kusura sahip ankastre mesnetli kirişin orta noktasındaki 
düşey yer değiştirmenin ve dış yükün değişimlerinin mesnet 
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tepkileri üzerindeki etkileri boyutsuz geometrik 
parametrenin çeşitli değerleri için verilmektedir. Ayrıca, 
boyutsuz geometrik parametrenin, yüklemenin çeşitli 
aşamalarındaki (burkulma ve burkulma sonrası durumlar 
dahil) küçük bir çembersel ilkel kusura sahip ankastre 
mesnetli kirişlerin şekil değiştirme sonrasındaki 
geometrilerine; efektif kesme kuvveti, eğilme momenti ve 
dönme açısı diyagramlarına etkisi incelenmektedir. 
Çalışmada, ilgili literatüre ve mühendislik uygulamalarına 
katkı sağlayabilecek özgün sonuçlar sunulmaktadır. 
 
2. PROBLEMİN MATEMATİKSEL MODELİ  
(MATHEMATICAL MODEL OF THE PROBLEM) 
 
Bu çalışmada; başlangıçta küçük bir çembersel ilkel kusura 
sahip, ankastre mesnetli elastik kirişin düzgün yayılı düşey 
yük etkisindeki vurgu stabilitesi problemi incelenmektedir. 
İlkel kusurlu kirişin geometrisi, yükleme durumu ve mesnet 
tepkilerinin (yatay mesnet tepkisi H, düşey mesnet tepkisi 
Vm, mesnet momenti Mm) pozitif yönleri Şekil 1’de 
gösterilmektedir. Burada; çembersel ilkel kusurun eğrilik 
yarıçapı R, genliği , merkez açısı 2, iki ankastre mesnet 
arasındaki yatay uzunluk L, açıklık boyunca düzgün yayılı 
düşey yük q ile gösterilmektedir. İlkel kusurlu kirişin en 
kesitinin geometrisi dikdörtgen olup, genişliği b ve kalınlığı 
t ile verilmektedir. Eksen takımı (x,z)’nin başlangıç noktası 
soldaki mesnet üzerinde seçildiğinde, ilkel kusurun düşey 
koordinatı Eş. 1 ile ifade edilebilmektedir: 
 

   
2

2

2o

L
w x R R x

        
   

. (1) 

 
En kesit kalınlığının açıklığa oranı oldukça küçük olan ilkel 
kusurlu narin kirişe ait kinematik ilişkiler Euler-Bernoulli 
hipotezi yardımıyla Eş. 2 ile verilebilmektedir: 

0xx b    ,  0zz xz   . (2) 

 
Enine normal ve kayma şekil değiştirmeleri ihmal edilmiştir. 
Tarafsız eksen üzerindeki eksenel şekil değiştirme 𝜀଴ ve 
eğilme şekil değiştirmesi 𝜀௕ Eş. 3 ve Eş. 4 ifadeleri ile 
tanımlanabilmektedir [21]: 
 

 2 2
0 , , ,

1

2x x o xu w w    , (3) 

 

b z   ,    ,xxw  . (4) 

 
Burada; eğrilikteki değişim 𝜅̅, şekil değiştirmiş ilkel kusurlu 
kirişin nihai konumunun z ekseni doğrultusundaki bileşeni w 
ile gösterilmektedir. u, yatay yer değiştirmedir. (.), x, x  
değişkenine göre türevi göstermektedir. Düşey yer 
değiştirme 𝑤ഥ  olup, ilkel kusurlu kirişin herhangi bir 
noktasının şekil değiştirmeden önceki (wo) ve sonraki (w) 
düşey konumları arasındaki ilişki Eş. 5 ile verilmektedir: 
 

0w w w  . (5) 

 
Benzer şekilde; Eş. 6 ile ifade edilen nihai dönme açısı (x), 
ilkel kusur sebebiyle başlangıçta var olan dönme açısı (x) 
ile şekil değişimi sonrasında meydana gelen dönme açısı 
𝜑ത(x)’in toplamından oluşmaktadır:  
 

0    . (6) 

 
Dönme açısı ile ilgili kinematik ilişkiler Eş. 7’de verildiği 
gibi ifade edilebilir: 
 

, , 0 0,, ,x x xw w w     . (7) 

 
 

Şekil 1. Küçük bir çembersel ilkel kusura sahip kirişin şekil değişimi öncesi geometrisi, yükleme ve mesnetlenme 
durumları (Geometry, loading and support conditions of an undeformed beam having initially small circular imperfection) 
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Denge denklemleri ve doğal sınır koşullarının elde edilmesi 
amacıyla, virtüel iş ilkesi Eş. 8’de verildiği gibi 
kullanılabilmektedir: 
 

 0

0

0
L

W N M q w dx       . (8) 

 
Normal kuvvet N ve eğilme momenti M ifadeleri, sırasıyla, 
normal gerilme xx cinsinden Eş. 9 ve Eş. 10’da verildiği gibi 
ifade edilebilmektedirler [22]: 
 

xx

A

N dA  , (9) 

 

xx

A

M z dA  . (10) 

 
Burada, iç kuvvetlerin (N, M) işaret kuralları, Tekin Atacan 
ve Yükseler [20] çalışmasında belirtilen tarzdadır. İlkel 
kusur küçük olduğundan, normal kuvvetin kiriş boyunca 
değişimi ihmal edilecektir. 
 
Yükleme ve mesnetlenmenin simetrisinden dolayı, kirişin 
yarısı ile analiz yapılabilmektedir (Şekil 2). Kirişin ortasında 
dönme açısı ve kesme kuvveti sıfır olduğundan, yarım 
bölgenin sağ ucunda kayıcı ankastre mesnet kullanılmıştır. 
 

 
 

Şekil 2. Küçük bir çembersel ilkel kusura sahip kirişin 
yarım bölgesi  
(Half region of the beam having initially small circular imperfection) 

 
Şekil 2 ile tanımlanan yarım bölge için, Eş. 3 ve Eş. 4 
denklemleri Eş. 8’de kullanıldığında, Eş. 11 elde 
edilebilmektedir: 
 

 
 

2 2/ 2
, , , ,

0

1

2 0
L

x x o x xxN u w w M w
W dx

q w

  




             
  
  (11) 

Eş. 5’in, Eş. 11’de kullanılması ve gerekli kısmi integrasyon 
işlemlerinin yapılmasından sonra, Eş. 12 elde 
edilebilmektedir: 
 

   

     

/ 2

, , ,

0

/ 2

, , ,
0

0

L

x xx xx

L

x x x

W N u N w M q w dx

N u N w M w M w

  

  

       

      


. (12) 

 
Eş. 12’den sırasıyla yatay, düşey denge denklemleri (Euler 
denklemleri) Eş. 13 ile: 
 

, 0xN  ,  , , 0xx xxN w M q   , (13) 

 
ve doğal sınır koşulları Eş. 14 ile ifade edilebilmektedirler 
(Hildebrand [23]; Yükseler [24]): 
 

0N   veya 0u  , 

, , 0x xN w M   veya 0w  , 

0M       veya        , 0xw  . (14) 

 
Şekil 2 ile tanımlanan yarım bölgedeki mesnetlendirme göz 
önüne alındığında, söz konusu probleme ait sınır koşulları 
Eş. 15 ile verilmektedir: 
 

0 0 0
0

x x x
u w 

  
   , 

 , ,/ 2 / 2 / 2
0x xx L x L x L

u N w M
  

    . (15) 

 
Eş. 15’de parantez içinde bulunan ifadenin, normal kuvvet 
ile elementer teoride tanımlanan [22] kesme kuvveti 
(Q=M,x)’nin düşey bileşenlerinin yaklaşık toplamı olduğu 
not edilerek, Eş. 16 yazılabilir: 
 

, ,x xV N w M   . (16) 

 
Burada, V efektif kesme kuvveti olarak adlandırılmakta olup 
[20], Eş. 13 ile ifade edilmiş olan düşey doğrultudaki denge 
denklemi Eş. 17 şeklinde de sunulabilmektedir: 
 

, 0xV q  . (17) 

 
Efektif kesme kuvveti; Eş. 5, Eş. 7 ve Eş. 15 yardımıyla Eş. 
18’de görüldüğü gibi verilebilmektedir: 
 

 , 0xV M H     . (18) 

 
Burada; H(x), normal kuvvet ve kesme kuvvetinin yatay 
bileşenlerinin toplamı olan yatay iç kuvveti ifade etmektedir. 
Ayrıca, yatay mesnet tepkisine ve (ilkel kusurun çok küçük 
olması sebebiyle) yaklaşık olarak normal kuvvete de eşit 
olmaktadır. 
 
Şekil değiştirmelerin çok küçük olduğu varsayımı ile Hooke 
yasası Eş. 19 ile hatırlanabilir [22]: 
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xx xxE  . (19) 

 
Burada, E elastisite modülünü göstermektedir. 
 
Normal kuvvet ifadesi; Eş. 2-7, Eş. 9, Eş. 15 ve Eş. 19 
kullanılarak, Eş. 20 ile verildiği gibi elde edilebilmektedir 
(Arefi ve Nahvi [25]): 
 

 
/2

2 2
0

0

LEA
N dx H

L
    . (20) 

 
Bu aşamada, yatay yer değiştirme u’nun bilinmeyen 
listesinden çıkarılmış olduğu not edilebilir. Bu cümle, 
eksenel yer değiştirme ve eksenel şekil değiştirmenin ihmal 
edildiği anlamında değildir. 
 
Moment-eğrilik ifadesi, Eş. 2-7, Eş. 10 ve Eş. 19’dan 
yararlanılarak Eş. 21 şeklinde verilebilir: 
 

,xM EI   . (21) 

 
Ele alınan problemin sayısal çözümünde kullanılmak üzere, 
boyutsuz büyüklükler Eş. 22 ile sunulmaktadır: 
 

* /x x L , * /w w r , * / r  , * /R R r ,  
2 /r I A , /L r  , 

   2* * * *2 2 *
0 0 / 0,5w w r R R x         

,  

 

 

2* *
*

*
* 2

2*2 * *

1

2

1

2

o
o

x
dw

dx
R x






   
  

     
   

  *0 1x  , 

* L

r
  , 

4
* qL

q
EI r

 , 
2

* HL
H

E I
 ,  

3
* VL

V
EI r

 , 
2

* ML
M

EI r
 . (22) 

 
Burada; I atalet momentini, A ilkel kusurlu kirişin en kesit 
alanını, r atalet yarıçapını göstermektedir. Boyutsuz 
büyüklüklerin kullanılması ile Eş. 7, Eş. 17-Eş. 18, Eş. 20-
Eş. 21 ifadeleri, Eş. 23-Eş. 27 şekilde sunulabilmektedir: 
 

*
*

*

dw

dx
  , (23) 

*
*

*

dV
q

dx
 , (24) 

 

 
*

* * * *
0*

dM
V H

dx
    , (25) 

 
*

*
*

d
M

dx


  , (26) 

 
1/2

* *2 *2 *
0

0

H dx   . (27) 

 
Eş. 15 ile verilen sınır koşulları, Eş. 16’yı da göz önüne 
alarak boyutsuzlaştırılmış olarak Eş. 28 ile verilmektedir:  
 

*

*

0
0

x
w


 , 

*

*

0
0

x



 , 

*

*

1/ 2
0

x



 , 

*

*

1/ 2
0

x
V


 . (28) 

 
3. ÇÖZÜM YÖNTEMİ (SOLUTION METHOD) 

 
Eş. 23-Eş. 26 ile verilen sıradan, doğrusal olmayan 
diferansiyel denklem takımı; ileri sonlu farklar yöntemi 
kullanılarak doğrusal olmayan cebirsel denklemlere 
dönüştürülmüştür. İlkel kusurlu yarım kirişin çözüm bölgesi 
üzerinde, aralarında sabit x* mesafesi olan n adet düğüm 
noktası alınarak, her bir i. düğüm noktasında bulunan 
𝑤ഥ௜

∗, 𝜑ത௜
∗, 𝑉௜

∗, 𝑀௜
∗ bilinmeyen büyüklükleri ve bilinmeyen yatay 

mesnet tepkisi H* ile beraber, toplamda (4n-1) adet 
bilinmeyen büyüklüğün sayısal analizi yapılmaktadır. İleri 
sonlu farklar yöntemi kullanılarak, n. düğüm noktası hariç, 
diğer düğüm noktaları için elde edilen cebirsel denklemler 
Eş. 29-Eş. 32 ile sunulmaktadır: 
 

 * * * *
1 1 0

i i i if x w w      , (29) 

 

 * * * *
2 1 0

i i if x q V V     , (30) 

 

   * * * * * * * *
3 0 1 0

i ii i i if x H x V M M         , (31) 

 

 * * * *
4 1 0

i i i if x M       ,  1,2,..., 1i n  . (32) 

 
Trapez kuralı kullanılarak [26] Eş. 27, Eş. 33’de verildiği 
gibi düzenlenebilmektedir: 
 

   

      
2 3

1

* * *2 * * *2 * *
5 2 2 0 3 3 0

* 2 * *
01 1

0 2 2 ...

2 0 0

nn

nn n

f H x      

  
 

      
   

. (33) 

 
Eş. 29-Eş. 33 ile verilen doğrusal olmayan boyutsuz cebirsel 
denklemler ve Eş. 28 ile verilen boyutsuz sınır koşulları 
toplu halde, yer değiştirme kontrollü Newton-Raphson 
yöntemi kullanılarak çözülebilmektedir. Tekin Atacan ve 
Yükseler [19]’da tekil kuvvet etkisindeki, Tekin Atacan ve 
Yükseler [20]’de sinusoidal yükleme altındaki sinusoidal 
ilkel kusura sahip mafsallı kirişlerin; Tekin Atacan ve 
Yükseler [27]’de yerel olmayan elastisite teorisi kullanılarak 
sinusoidal yükleme altındaki eğri eksenli nano kirişlerin; 
Erdölen ve Yükseler [28]’de düzgün yayılı iç basınç kuvveti 
etkisindeki sonlu şekil değiştirme ve sonlu dönme yapabilen 
küresel kabukların; Yıldırım ve Yükseler [29]’da tekil yük 
etkisinde sıkışabilen bir malzeme olan poliüretandan 
yapılmış olan, sonlu şekil değiştirme ve sonlu dönme 
yapabilen küresel kabukların vurgu stabilitesi probleminin 
ve Altekin ve Yükseler [30]’da büyük yer değiştirme 
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yapabilen tam ve kısmi yüklü sığ küresel kabukların eğilme 
probleminin çözümünde de bu yaklaşım kullanılmıştır. Ele 
alınan çalışmada, ilgili bilgisayar programı yazarlar 
tarafından oluşturulmuştur. 
 
4. SAYISAL SONUÇLAR (NUMERICAL RESULTS)  
 
Düzgün yayılı yükleme etkisindeki iki ucu ankastre mesnetli 
çembersel ilkel kusura sahip kirişin vurgu stabilitesi 
probleminin çözümü, yükleme ve mesnetlenme tipinin 
simetrik olmasından faydalanılarak yarım bölge için 
araştırılmıştır. Sayısal sonuçların elde edilmesinde 
kullanılacak olan düğüm noktası sayısının belirlenmesi için 
yapılan yakınsama analizi sonuçları Tablo 1’de 
verilmektedir. Tablo 1’den görüldüğü üzere, düğüm noktası 
sayısı arttırıldıkça, burkulma yükünün değeri azalmaktadır. 
 
Tablo 1. Düğüm noktası sayısının burkulma yükü 
üzerindeki etkisi, b=1m, t=0,3m, L=34m, =3,2485o, 
E=200*106 kN/m2 
(The effect of the number of nodes on the buckling load for b=1m, t=0,3m, 
L=34m, =3,2485o, E=200*106 kN/m2) 
 

n qkr (kN/m) % fark 
31 53.657763  

51 53.454852 -0.003782 
101 53.357708 -0.001817 
151 53.335889 -0.000409 
201 53.326974 -0.000167 
 

 
Ele alınan çalışmada düğüm noktası sayısının n=51 ve n=101 
değerleri kullanılarak elde edilen sayısal sonuçların 
doğruluğunun test edilmesi amacıyla, Tsiatas vd. [14] 
çalışmasında elde edilmiş olan bir grafik ile Şekil 3’te 
karşılaştırma yapılmaktadır. Tsiatas vd. [14]’de verilmiş 
olan grafikte b=1m, t=0,3m, L=34m, =3,2485o, E=200*106 
kN/m2 sayısal değerleri kullanılarak; iki ucu ankastre 
mesnetli, ekseni boyunca düzgün yayılı yük etkisindeki sığ 
çembersel kemerin vurgu stabilitesi incelenmiştir. Şekil 3’te 
sunulan grafik elde edilirken, ele alınan çalışmada 51 ve 101 
düğüm noktası kullanılmış olup, eğrilerin örtüşmesi ve Tablo 
1’den görüldüğü üzere, kesme hatasının düşük olması 

sebebiyle, ele alınan çalışmada 101 düğüm noktası 
kullanılmasının yeterli olduğu görülmüştür. 
 
Bateni ve Eslami [31] çalışmasında; düzgün yayılı yük 
etkisindeki fonksiyonel derecelendirilmiş, sığ çembersel 
kemerlerin stabilite davranışları analitik yöntem ile 
araştırılmış olup, eğrilik yarıçapı, merkez açı ve en kesit 
kalınlığı değerlerini içeren geometrik bir parametre, 
=(R2)/t, tanımlanmıştır. Farklı geometrik boyutlardaki sığ 
çembersel kemerlerin aynı  parametresine sahip olması 
durumunda, stabilite davranışlarının da aynı olduğu 
belirtilmiştir. [31]’de, düzgün yayılı yük etkisindeki ankastre 
mesnetli sığ çembersel kemerin malzemesinin homojen 
olması halinde; doğrusal olmayan eğilme ile zayıf vurgu 
stabilitesi arasında bir sınır değer olarak =2,84; vurgu 
stabilitesi ile dallanma tipi stabilite arasında ise yaklaşık bir 
sınır değer olarak =5,01 verilmektedir. Kritik yatay yük, 
Pkr=(EI)/(R22) ifadesi ile verilmiştir. Burada; eğrilik 
yarıçapı R, merkez açı 2,elastisite modülü E, atalet 
momenti I ile gösterilerek, ankastre mesnetli kemerler için, 
kritik çembersel basınç kuvveti parametresi ankastre=4,49341 
olarak verilmiştir. İlgili çalışmada sunulan denge yolu ve 
yatay mesnet tepkisinin (H) dış yük ile değişiminin grafikleri 
ile karşılaştırma yapmak amacıyla, ele alınan çalışmada 
=5,01 değerini sağlayan, R=300m, , 
t=0,3m değerleri kullanılmıştır. Şekil 4 ile verilen 
karşılaştırma, sayısal sonuçların uyumlu olduğunu 
göstermektedir. 
 
Şekil 5’te; boyutsuz geometrik parametre ’nın, boyutsuz 
yük-orta noktadaki düşey yer değiştirme grafiği üzerindeki 
etkileri verilmektedir. Boyutsuz geometrik parametre ’nın 
2.00’a eşit olması durumunda; boyutsuz düşey yer 
değiştirme boyutsuz dış yük ile birlikte sürekli olarak 
artmakta, diğer bir deyişle, burkulma oluşmamaktadır.  
=2,84 durumunda; boyutsuz dış yük - düşey yer değiştirme 
grafiği yatay bir teğete sahip olup, vurgu stabilitesine geçiş 
için sınır durumu ifade etmektedir. İki limit noktaya sahip 
olan vurgu stabilitesi davranışı, =4,00 değerinde 
verilmektedir. Birinci limit nokta, boyutsuz burkulma 
yükünü ve boyutsuz burkulma yer değiştirmesini işaret 

 
 

Şekil 3. Yük-orta noktadaki düşey yer değiştirme eğrilerinin karşılaştırılması  
(Comparison of the load-midpoint vertical displacement curves) 
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etmektedir.  parametresi değerinin arttırılmasıyla, boyutsuz 
burkulma yükü değeri artmakta ve vurgu stabilitesi davranışı 
daha belirgin olarak görülmektedir. Şekil 6’da; boyutsuz 
yatay mesnet tepkisinin, dış yük ve orta noktadaki düşey yer 
değiştirme ile ilişkilerine, boyutsuz geometrik parametrenin 
etkisi incelenmektedir. Yük - düşey yer değiştirme 
eğrilerinin limit noktalara sahip olduğu vurgu stabilitesi 
durumunda, H*-q* grafiklerinde de limit noktaların 
bulunduğu Şekil 6a’da görülmektedir.  parametresi 
değerinin arttırılmasıyla boyutsuz yatay mesnet tepkisinin en 
büyük değerinin de arttığı (Şekil 6a, Şekil 6b) ancak en 
büyük yatay mesnet tepkisi meydana geldiğinde ölçülen 
boyutsuz orta nokta düşey yer değiştirme değerinin azaldığı 
(Şekil 6b) izlenmektedir. Geometrik parametre değerinden 
bağımsız olarak, orta noktadaki düşey yer değiştirme ilkel 

kusurun genliğinin 1.75 katı olduğunda, yatay mesnet tepkisi 
sıfır değerini almaktadır (Şekil 6b). 
 
Boyutsuz düşey mesnet tepkisi Vm’nin dış yük ve orta 
noktadaki düşey yer değiştirme ile ilişkilerine, boyutsuz 
geometrik parametrenin etkisi Şekil 7’de araştırılmaktadır. 
Düzgün yayılı düşey yük etkisindeki ankastre mesnetli ilkel 
kusurlu kirişte, düşey dış yük mesnetler tarafından eşit olarak 
karşılanmaktadır (Şekil 7a). Burkulmanın oluştuğu, ’nın 
2,84’den daha büyük değerlerine karşılık gelen boyutsuz 
düşey mesnet tepkisi-orta noktadaki boyutsuz yer değiştirme 
eğrilerinde ekstrem noktalar (Şekil 7b) oluşmaktadır. 
 
Ankastre mesnette meydana gelen mesnet momenti; dış yük 
ve orta noktadaki düşey yer değiştirme ile ilişkisi, çeşitli  

 
 

Şekil 4. Denge yolu ve yatay mesnet tepkisinin dış yük ile değişimi, 5,01
(Variations of the equilibrium path and the horizontal support reaction with the external load,=5.01) 

 

 
 

Şekil 5. Boyutsuz geometrik parametrenin denge yolları üzerindeki etkisi  
(Effect of the dimensionless geometrical parameter on the equilibrium paths) 

 

 
 

Şekil 6. Boyutsuz geometrik parametrenin boyutsuz yatay mesnet tepkisi üzerindeki etkisi  
(Effect of the dimensionless geometrical parameter on the dimensionless horizontal support reaction) 
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parametreleri için Şekil 8’de verilmektedir. Burkulmanın 
oluşmadığı =2,84 ve’nın daha küçük değerlerinde, 
boyutsuz mesnet momenti-boyutsuz dış yük eğrilerinde 
(Şekil 8a) limit noktalar olmamasına karşın; burkulmanın 
oluştuğu’nın 2,84’den daha büyük değerlerinde limit 
noktalar görülmektedir.  parametresinin artmasıyla, limit 
noktalar civarında ilmik oluşma eğilimi vardır. Burkulmanın 
olmadığı,’nın 2,84’e eşit ve daha küçük değerlerine karşı 
gelen boyutsuz mesnet momenti-orta noktadaki boyutsuz yer 
değiştirme eğrilerinde (Şekil 8b) monoton artışlar 
gözlenirken; burkulmanın oluştuğu,’nın 2,84’den daha 
büyük değerlerine karşı gelen boyutsuz moment mesnet 
tepkisi-orta noktadaki boyutsuz yer değiştirme eğrilerinde 
ekstrem noktalar oluşmaktadır. 

Şekil 9’da; =4,00 ve =5,01 değerleri için, ilkel kusurlu 
kirişin şekil değiştirmiş geometrisi, eğilme momenti, kesme 
kuvveti diyagramları ve dönme açısı grafiklerinin 
inceleneceği yükleme aşamaları gösterilmektedir. 1 noktası 
ile verilen aşama, yüklemeden önceki durumu ifade 
etmektedir. 2 noktası ile verilen aşama, yük - düşey yer 
değiştirme grafiğindeki birinci limit noktası olup; boyutsuz 
burkulma yükü ve boyutsuz burkulma yer değiştirmesi 
değerlerini vermektedir. Başlangıçtan 2 noktasına kadar olan 
bölge kararlı bölge iken, 2 ile 4 noktaları arasındaki bölge 
kararsız bölgeyi belirtmektedir [22]. 3 noktası ile gösterilen 
aşama, orta noktadaki düşey yer değiştirmenin ilkel kusurun 
genliğine eşit olduğu durumu ifade etmektedir ve bu 
aşamada, orta noktanın düşey koordinatı sıfır olmaktadır. 4 
noktası ile belirtilen aşama, yük - düşey yer değiştirme 

 
 

Şekil 7. Boyutsuz geometrik parametrenin boyutsuz düşey mesnet tepkisi üzerindeki etkisi  
(Effect of the dimensionless geometrical parameter on the dimensionless vertical support reaction) 

 

 
 

Şekil 8. Boyutsuz geometrik parametrenin boyutsuz mesnet momenti üzerindeki etkisi  
(Effect of the dimensionless geometrical parameter on the dimensionless support moment) 

 

 
 

Şekil 9. Denge yollarında izlenecek aşamalar a) =4,00, b)=5,01  
(Stages to be followed in the equilibrium paths for a) =4.00, b)=5.01) 
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grafiğindeki ikinci limit noktası olup, bundan sonra kararlı 
bölgeye geçiş mümkün olmaktadır. 5 noktasında burkulma 
yüküne eşit bir dış yük etkimesine rağmen, burkulma yer 
değiştirmesinden çok farklı bir yer değiştirmeye sahip 
olduğu dikkat edilebilir. 
 
Şekil 10’da; yüklemenin belirtilen aşamalarında ilkel 
kusurlu kirişin şekil değiştirmiş geometrileri, yükleme ve 
mesnetlenme tipinin simetrik olmasını göz önüne alarak 
yarım bölge için sunulmaktadır. 1 numara ile ilkel kusurlu 
kirişin şekil değiştirmeden önceki geometrisi verilmektedir. 
Burkulma yükü etkisi altındaki ilkel kusurlu kiriş geometrisi 
2 numara ile, orta noktadaki düşey yer değiştirmenin ilkel 
kusurun genliğine eşit olması durumundaki kiriş geometrisi 
3 numara ile belirtilmektedir. İkinci limit noktasına karşı 
gelen yükleme etkisindeki kiriş geometrisi 4 numara ile; 
ikinci kararlı bölgede bulunan, burkulma yüküne eşit bir 
yükleme altındaki kiriş geometrisi 5 numara ile 
verilmektedir. 

Şekil 11’de ilkel kusurlu yarım kirişte, yüklemenin belirtilen 
aşamalarına karşılık gelen boyutsuz efektif kesme kuvveti 
diyagramları =4,00 ve =5,01 değerleri için sunulmaktadır. 
Mesnetlenme ve yüklemenin orta noktaya göre simetrik 
olması sebebiyle, ilkel kusurlu kirişin orta noktasında 
boyutsuz kesme kuvveti sıfır değerini almaktadır. 2 ve 5 
numaralı aşamalarda, boyutsuz dış yük aynı değere sahip 
olduğu için, kesme kuvveti diyagramları çakışmaktadır. 
Boyutsuz dış yükün arttırılmasıyla boyutsuz efektif kesme 
kuvveti değerleri artmaktadır. Boyutsuz geometrik 
parametrenin arttırılması, boyutsuz efektif kesme kuvveti 
değerlerinde artışa yol açmaktadır. 
 
Yüklemenin çeşitli aşamalarındaki boyutsuz eğilme 
momenti diyagramları, =4,00 ve =5,01 değerleri 
kullanılarak Şekil 12’de verilmiştir. Boyutsuz eğilme 
momenti diyagramları, boyutsuz efektif kesme kuvvetinin 
sıfırdan geçtiği orta noktada bir extremum değerden 
geçmektedir. Boyutsuz geometrik parametre değeri 

 
 

Şekil 10. Yüklemenin çeşitli aşamalarında ilkel kusurlu yarım kirişin şekil değiştirmiş geometrileri a) =4,00, b) =5,01 
(Deformed geometries of the half of the initially imperfect beam corresponding to the various stages of the loading for a) =4.00, b)=5.01) 

 

 
 

Şekil 11. Yüklemenin çeşitli aşamalarında ilkel kusurlu yarım kirişte boyutsuz efektif kesme kuvveti diyagramları a) 
=4,00, b) =5,01 (Dimensionless effective shear force diagrams of the half of the initially imperfect beam corresponding to the various stages of 

the loading for a) =4.00, b)=5.01) 
 

 
 

Şekil 12. Yüklemenin çeşitli aşamalarında ilkel kusurlu yarım kirişte boyutsuz eğilme momenti diyagramları a) =4,00, b) 
=5,01 (Dimensionless bending moment diagrams of the half of the initially imperfect beam corresponding to the various stages of the loading for a) 


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arttırıldıkça, boyutsuz eğilme momenti değerleri 
artmaktadır. Dönme açısı diyagramları =4,00 ve =5,01 
değerleri kullanılarak açıklık boyunca Şekil 13’te 
verilmektedir. Beklendiği gibi, ilkel kusurlu kirişin orta 
noktasındaki dönme açısı değerleri sıfır olmaktadır. Dönme 
açısının mutlak değerce şiddeti, boyutsuz geometrik 
parametre değeri arttırıldıkça artmaktadır. 
 
5. SONUÇLAR (CONCLUSIONS) 

 
Bu çalışmada; küçük bir çembersel ilkel kusura sahip, 
ankastre mesnetli narin kirişlerin açıklık boyunca düzgün 
yayılı düşey yük etkisi altında vurgu stabilitesi davranışları, 
sonlu farklar ve yer değiştirme kontrollü Newton-Raphson 
yöntemleri kullanılarak sayısal olarak araştırılmıştır. 
Çembersel ilkel kusurlu kiriş için tanımlanmış olan boyutsuz 
geometrik bir parametrenin [31] değişiminin; boyutsuz 
burkulma yüküne, boyutsuz burkulma yer değiştirmesine, 
boyutsuz mesnet tepkilerine, yüklemenin çeşitli 
aşamalarında iç kuvvetlere ve şekil değiştirmiş kirişin 
geometrisine etkisi, çizilen grafikler yardımıyla 
incelenmiştir. Çalışmadan elde edilen sonuçlar ve 
değerlendirmeler boyutsuz büyüklükler üzerinden yapılarak, 
aşağıda sunulmaktadır: 
 
 Geometrik parametrenin arttırılmasının (dolayısıyla; ilkel 

kusurun genliğinin atalet yarıçapına oranının, eğrilik 
yarıçapının, merkez açısının, ilkel kusurun genliğinin 
açıklığa oranı ve/veya narinlik oranı değerlerinin 
arttırılmasının ve/veya en kesit kalınlığının 
azaltılmasının), burkulma yükünün artmasına, ancak 
burkulma yer değiştirmesi değerlerinin azalmasına (Şekil 
5) yol açtığı görülmektedir. 

 Geometrik parametrenin arttırılması; yatay mesnet 
tepkisinin en büyük değerinin de artmasına (Şekil 6), 
bununla beraber yatay mesnet tepkisinin en büyük 
değerine karşı gelen yer değiştirme değerinin azalmasına 
(Şekil 6b) yol açmaktadır. 

 Yatay mesnet tepkisinin sıfır değerini almasında 
geometrik parametrenin etkisinin olmadığı görülmektedir 
(Şekil 6b). 

 Düşey mesnet tepkisinin geometrik parametre ile değişimi, 
dış yük değerine bağlı olarak değişmektedir. Düşey dış yük 
mesnetler tarafından eşit olarak karşılanmaktadır (Şekil 7). 

 Burkulmanın oluşmadığı geometrik parametre değerleri 
için mesnet momenti, dış yük ve orta nokta yer 

değiştirmesi ile birlikte monoton bir artış göstermektedir. 
Ancak, burkulmanın meydana geldiği geometrik 
parametre değerlerinde, mesnet momentinin dış yük ile 
değişiminde limit noktalar, orta nokta yer değiştirmesi ile 
ilişkisinde dalgalanmalar görülmektedir (Şekil 8). 

 Geometrik parametre değerlerinin arttırılması; efektif 
kesme kuvveti (Şekil 11), eğilme momenti (Şekil 12) ve 
dönme açısının (Şekil 13) mutlak değerce artmasına yol 
açmaktadır. 
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