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denklemi

Ozet: Lineer olmayan conformable diferensiyel denklemler matematiksel fizikte
o6nemli bir yere sahiptir. Bu denklemlerin tam ¢oziimlerinin elde edilmesi, son
yilarda oldukga ilgi ¢eken bir calisma alani olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Bu
makalede, conformable iigiincii mertebeden modifiye KdV denklemi ve
conformable Boussinesq denkleminin tam ¢6ztimleri genellestirilmis Kudryashov
yontemi kullanilarak bulunmustur. Bu yo6ntem, lineer olmayan conformable
denklemlerin tam g¢oziimlerini elde etmede kullanilan etkili bir yéntemdir. Bu
calismadaki biitiin hesaplamalar Maple paket programi kullanilarak yapilmis ve
elde edilen ¢oziimler denklemlerde yerine konularak dogrulugu teyit edilmistir.
Ayrica elde edilen ¢oziimlerin grafiklerine de yer verilmistir. Elde edilen ¢ozlimler,
matematiksel fizik ve miihendislik alanlarinda 6énemli kullanim alanlarina sahip
olma potansiyeline sahiptirler.
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Abstract: Nonlinear conformable differential equations have an important place in
mathematical physics. Recently, the search for exact solutions of these equtions
has been an appealing field for most scientists. In this work, exact solutions of the
conformable third-order modified KdV equation and conformable Boussinesq
equation founded by using the generalized Kudryashov method. This method is an
effective method to acquire exact solutions of nonlinear conformable equations. All
calculations in this study have been made and checked back with the aid of the
Maple packet program. Also, the graphical representation of the obtained solutions
is given. The obtained solutions in this manuscript have the potential to be useful
in mathematical physics and engineering.

1. Giris

Son yillarda, plazma fizigi, matematiksel biyoloji,
akiskanlar mekanigi, fiber optik, tirbiilans teorisi,
soliton teori ve matematiksel fizik alanlarinda lineer
olmayan olusum denklemleri iizerine yapilan
calismalar biiyiik 6nem kazanmistir. Lineer olmayan
kismi diferensiyel denklemlerin analitik ¢oziimleri,
modellemis olduklar1 olayin yorumlanmasina katki
saglamaktadir. Bu sebeple arastirmacilar bu
denklemlerin ¢6ziimlerinin elde edilmesi i¢cin Maple,
Matlab ve Mathematica gibi paket programlar
yardimiyla ¢esitli  yontemler  gelistirmislerdir.
Bunlardan bazilar ters sagilim metodu [1], homojen
denge metodu [2], Hirota bilineer metot [3, 4], iistel

*[Igili yazar: ayakut1987@hotmail.com

fonksiyon metodu [5], trial denklem metodu [6],
genisletilmis trial denklem metodu [7], sine-Gordon
acilim metodu [8, 9] ve genellestirilmis Kudryashov
metodu [10] olarak siralanabilir. Bu yontemler
icinden en etkilisi seklinde bir tamimlama yapmak
miimkiin degildir. Bu sebeple de bu alan popiilerligini
korumaya devam etmektedir.

Bu calismanin amaci genellestirilmis Kudryashov
yontemi kullanilarak conformable tglinci
mertebeden modifiye KdV denklemi ve conformable
Boussinesq denkleminin farkli analitik ¢dziimlerini
elde etmektir. Bir baska deyisle, bu ¢alismada elde
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edilen c¢oziimleri diger calismalarda elde edilenlerle
kiyaslarsak, parametrelerin uygun secimi ile diger
calismalarda benzer ¢oziimler elde edilebilecek iken,
bu calismada elde edilen c¢6ziimlerin yine farkh
oldugu gorilir. Ayrica genellestirilmis
Kudryshov yontemi  diger yontemlere kiyasla
uygulanmasi daha pratik bir yontemdir.

Makalenin geri kalan bélimleri su sekilde organize
edilmistir. fkinci bolimde genellestirilmis
Kudrayshov yéntemi adim adim tamtilmistir. Ugiincii
béliimiinde bu yodntemin uygulamalarina yer
verilmistir. Dordiincii bélimde ise tartisma ve
sonuclara yer verilmistir.

2. Genellestirilmis Kudryashov Metot

Bu boélimde, lineer olmayan kismi diferensiyel
denklemlerin tam ¢dzlimlerinin bulunmasi i¢in
genellestirilmis Kudryashov metodunu verecegiz.
Bunun ic¢in dncelikle conformable tiirev ile ilgili
gerekli bilgiler verecegiz.

Conformable kesirli tiirev ve 6zellikleri
f:[0,00) > R seklinde fonksiyon olsun. «.

mertebeden f fonksiyonunun conformable Kkesirli
tirevi t > 0, a € (0, 1] olmak lizere;

ft+et™) = f(t)

&

(T)® = lim

seklinde tanimlanir ve asagidaki 6zellikleri saglar.
T,(af + bg) = a(T,f) + b(T,g),a, beR
To(tP) = ptP™%, peR
T,(f(t)) =0, f(t) = A sabit fonksiyondur.
To(f9) = fTa(9) + gTa(f)
9(Taf) — f(Tag)

2

To(f/9) =

Ek olarak f diferensiyellenebilir bir fonksiyon ise
T, (f)(t) =t % (t) olur [11].

Teorem: f,9:[0,0) > R, « mertebeden
diferensiyellenebilir fonksiyonlar olsunlar. O halde
asagidaki zincir kurali saglanir [11].

T,(fog)(®) = t7=%g'(O)f (g (©).

Simdi genellestirilmis Kudryashov metodu verelim
[12]. Genel olarak lineer olmayan kismi diferensiyel
denklemler

0% du 9%%*u 0%u

P Y Arax’ A Ao’ A
(W 5ta 9x 912a 92

)=0 (1)

seklinde olsun. Burada P, yiiksek mertebeden kismi
tliirevler ve lineer olmayan terimler iceren u(x, y, z, t)
nin bir polinomudur.
Genellestirilmis  Kudryashov  metodunun ana
adimlarini agagida verecegiz:

Adim 1: Denklemlerin dalga ¢6ziimlerini bulabilmek
icin dncelikle asagidaki dalga doniisiimi kullanilir.

Ut = u(®),E = x - l% @)

Denklem (2) kullanildiginda, Denklem (1) asagidaki
formda verilen lineer olmayan adi diferensiyel
denkleme doniisiir.

Hw,u',u",...,) =0 (3)
Buradaki tiirev, ¢ ye gore tiirevi gosterir.

Adim 2: Genellestirilmis Kudrayshov metoduna gore,
denklem (3) lin ¢6ziimi asagidaki rasyonel formda
aranacaktir.

T¥oaiQ'(§)
O =S b 0@ @
Burada a;(i = 0,1, ...,n), b;(j =0,1,...,m) sabitlerdir
veay # 0,by # 0. Ayrica Q = Q(§)

dq
Fri Q*(©) —0Q(®) (5)

seklindeki adi diferensiyel denklemi saglar. Denklem
(5) in ¢oziimiiniin;

QE) = (6)

1+ Ae?

seklinde oldugu aciktir ve A integral sabitidir.

Adim 3: Denklem (4) teki pozitif tamsay1 olan N ve M
homojen denge metodu kullanilarak bulunur. Bir
baska deyisle, en yliksek mertebeden tiirevli terim ile
en yiiksek dereceden lineer olmayan terimlerin
derecelerinin dengelenmesiyle elde edilir.

Adim 4: Denklem (5) yardimiyla Denklem (4),
Denklem (3) te yerine yazilirsa, Q nun R(Q) polinomu
elde edilir. R(Q) nun biitin Kkatsayilar1 sifira
esitlenirse, cebirsel denklemler sistemi elde edilir.
Maple yardimiyla bu sistem c¢ozilirse, a;(i =
0,1,...,n), b]-(j = 0,1, ...,m) degerleri bulunur. Son
olarak, Denklem (5) ve bulunan degerler Denklem (4)
te yerlerine yazilirsa ele alinan denklemin tam
¢oziimleri bulunur [13].
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3. Uygulamalar

3.1. Conformable Uciincii Mertebeden Modifiye
KdV Denklemi

Conformable {iciincii mertebeden modifiye KdV
denklemi

DU+ puluy + quy = 0,0 < < 1 (7

seklinde verilir. Burada p ve q keyfi sabitler, Dfu, t
zaman degiskenine gdre a yinc mertebeden
conformable tiirevdir. Bu denklem ii¢ boyutlu lineer
olmayan dispersiyon problemlerinde 6nemli bir rol
oynamaktadir. Bu denklem, soliton genisliginin

plazma homojenliginin olcek uzunluguyla
kiyaslandiginda  kiiciik  oldugu  varsayimiyla,
pertiirbasyon acilimlarindan elde edilir. Bu

varsayimda soliton, 6zeligini, genligini, genisligini ve
hizini korur. mKdV denklemi 6zel soliton yapisiyla
bilinir. Esasen, genellikle karma KdV-mKdV
denklemi olarak bilinen mKdV denklemi ya da
Galilean doniistiiriilmis versiyonu bir¢ok fiziksel
olayda karsimiza ¢ikar. Bunlardan bazilar1 harmonik
lattisler, Alfvéen dalgalar, iyonakustik solitonlar,
trafik sikisikligl, Schottky bariyer iletim hatlar olarak
siralanabilir. mKdV denklemi, boyutlandirilmis
filmler elektrodinamik, elastik medya ve trafik
akisindaki ¢ok bilesenli plazmalar, elektrik devreleri,
elektromanyetik dalgalarda karsimiza ¢ikar [14].

Denklem (7) ile verilen denklemi adi diferensiyel
denkleme doniistirmek i¢in asagidaki dalga
doniistiimii kullanilir.

oy

ut) =u(g),§=x- la_1 (8)

Burada, [ sifirdan farkli keyfi sabittir ve dalganin
hizin1 gostermektedir. Boylelikle

—l +pu*u +qu'" =0 (9

adi diferensiyel denklemi elde edilir. Bulunan adi
diferensiyel denklemin ¢ ye gore bir kez integrali
alinirsa;

1
—lu+ §pu3 +qu" = 0. (10)

adi diferensiyel denklemi bulunur. Buradan
genellestirilmis Kudrayshov metoduna gore, (10)
numarali indirgenmis denklemde en yiliksek
mertebeden tiirevli terim ile en yiliksek dereceden
lineer olmayan terimin dengelenmesiyle,

N=M+1 (11)

bagintisi elde edilir. Burada M=1 ve N=2 segilirek,
(10) denkleminde ¢6zlim,

_ag+a,Q+aQ?

= 12
u® =" -5 (12)
bigiminde aramir. Burada Q(§) Denklem (5)
denkleminin  ¢6zlimiidiir. (12)  denkleminde
ag, a1,az, b, by daha sonra hesaplanacak
parametrelerdir. Denklem (12), Denklem (5)

yardimiyla Denklem (10) da yerine yazilirak, Q¥ nin
kuvvetlerine gore paranteze alinip ve Qknin tim
katsayilarinin sifira esitlenmesiyle asagidaki denklem
sistemi elde edilir.

Q% 2qa;bf + (1/3)pa3 =0,
Q%: paja3 — 3qab? + 6qasbeb; = 0,
Q*: —9qazbgb; + pata, + qa,b? + 6qa,b3 —
lazb? + pagas = 0,
Q3:qaibob; + 2qasbe® + (1/3)pas® —la;b,* +
2pagaia, + 3qazbgb; — 2lazbgb; — 10qgazby?
—2qagbob; — gagh:? = 0,

Q?: — 2la;bgb; — qasboby — lagbs? + paga,

+paoai® + 4qazbe? — 3qa;bg + 3qagbhob; — lazbg?
+ qaobl2 = OI

Qll _lalboz + qalboz - 21a0b0b1
—qaohobs + pap®a; = 0,
QO: —laoboz + (1/3)pao3 =0. (13)

Yukaridaki cebirsel ~denklem sistemi Maple
yardimiyla ¢oziiliirse, farkli 8 adet ¢6ziim bulunur.
Sekil 1-4 ile denklemin her bir durumda bulunan
¢oziimlerinin grafiklerini verelim:

Durum 1:
3 3gb
ap=0,a1 =% |— qb1,a2 + it ,
2p _3q
p 2

Bulunan degerler Denklem (12) de yerine yazilirsa;

Uy, (% t)
3q 1 3gb 1
i __bl 001 i 1 ( $O01 )2
2p (x+g—) _3q <x+ﬂ—)
1+4e\ 201 Py T2p 1+4e\ 21
- 1
b1(m)
1+Ae\ 2 %1

seklinde 2 farkli ¢6ziim bulunur. Burada A integral
sabitidir.
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X \
G

.57 \
N3
\\\\ \\\ 8

Sekill. A=1,g=—-1a; =08,b; = 1p=1
degerleri igin u(x,t) ¢oziimiine karsilik gelen grafik

Durum 2:

6q _ 6q
aozo;a1=i2 __bO’a2=+2 __b()!
p p

bo = bo,by = —2bo, 1l = q.

Yukaridaki degerler Denklem (12) de yerine yazilirsa;

Uz, (% 1)

¢oziimleri bulunur. Burada A integral sabitidir.

Sekil2. A=2,qg=-1a; =0.8,by =1,p=1
degerleri icin u(x,t) ¢ozimiine karsilik gelen grafik

Durum 3:
- 3qby _, 6aqb:
/_ﬁ_q /_ﬁ_q e
» p
6 b
a, =% —_qbbbo = ——1,
P 2
bi=byl=—

bulunur. Verilen denklemin ¢6zlimleri ise;
— 3qb, 6qb,

)

b 1
g 1+Ae< qt"‘ll)
’ 6q 1 2
P 1+Ae( q_l)

*
by 1
1+Ae Ta

olarak elde edilir. Burada A integral sabitidir.

us6(x,t) =

Sekil3. A=1,g=-1a;, =08,b; =1,p=1
degerleri igin u(x,t) ¢oziimiine karsilik gelen grafik

Durum 4:
3gb _3q(=b1+2b 6
=iA,a1=+M,az=i —?qbl,
6q 6q
pp pp

bo=bo,b1=b1,z=—%.

degerleri indirgenmis adi diferensiyel denklemde
yerine yazilirsa;

+ T 3q(—b1+2by) < 1 - )2
\g” \@p 1+Ae(x+gt°‘1 )
bo+b, [ —1—
’ ' <1+Ae(x+[21t“a11)>

u;g(x,t) =
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¢oziimleri elde edilir. Burada A integral sabitidir.

Sekil4. A=1,q=-2a, =0.8,by = 1,p=2
degerleri igin u(x,t) ¢oziimiine karsilik gelen grafik

3.2. Conformable Boussinesq denklemi

Conformable Boussinesq denklemi

0%%u(x,t) 0%u(x,t) 62u2(x,t)+64u(x,t)

oat2a 0x2 0x2 ox*
=0

(14)

seklinde verilir ve 0 < @ < 1 dir. Bu denklem yatay
Olcegi suyun derinliginden ¢ok daha biyiikk olan
ylzey dalgalarini tanimlar [15, 16].

Denklem (14);
o
uxt =u®),§=x—1—
04
dalga dontiistimi kullanilarak
(12 _ 1)1,1" _ (uZ)u + u(4-) =0 (15)

adi diferensiyel denklemi elde edilir. Bulunan adi
diferensiyel denklemin iki defa ¢ ye gore integrali
alinirsa ve integral sabitleri sifira esitlenirse

u' + (12— 1Du—u?=0(16)

adi diferensiyel denklemi bulunur. (16) denkleminde
genellestirilmis Kudryashov yontemine gore N=M+2
elde edilir. Burada M=1 ve N=3 secilmesiyle (16)
denkleminin analitik ¢o6ziimleri, (4)
denkleme gore,

numarall

ap+a;Q+a,Q? +a3Q3

by + b, Q (17)

u(®) =

olarak aranir. Burada Q(¢), (5) denkleminin ¢6zimi
ve ag,ai,apz as,bg,b; daha sonra hesaplanacak
parametrelerdir. (17) numarali denklemin (16)
numarali denklemde yerine yazilip, (5) numaral
denklemin kullanilmasiyla elde edilen denklemin Qk
nin  kuvvetlerine gore diizenlenmesi ve Qk
terimlerinin basindaki bitiin katsayilarin sifira
esitlenmesiyle asagidaki denklem sistemi elde edilir.

Q7: 6azb? —a3b, =0,
Q°: 2a,b? — 2a,azb; — 10a3b?
+16a3byb; —a3b, =0,
Q5: 3a3bZ + 6a,byb; — 2ajashg +
12a3b% — 2a;a3b; — a3b,
—3a,b? + 12a;b% — 27a3byb; =0,
Q*: — 9a,byb; +1%2a,b? + 212a3byb,
+6a,b% — 21a3b3 — 2a;a3b,
—2a,a3bg — 2agazbq + 9azbgb,
—a3by — 2a;a,b; =0,
Q3:a;byb; — 2bjagbg + 12a3b3 + 8a3b3
—2aja,by — 2aga,b; — 2agasbgy +a,bgby
+12a,b? — a;b? — a%b; + 2a,b3
+212a,byb; — 10a,b3 — b%a, =0,
Q%: — 2apa,b, + 212a;byb; +12a,b3 + 3bjagb,
—2apa;b; + 12ayb? — a3b,
—3a;b% — 3a;byb; + 3a,b%3 =0,
Q': 212a,byb; — 3bjagb, — 2apa; by
—a3b; +1%2a,b3 =0,

QO: _aob% - a(z)bo + lzaobz = 0. (18)

Yukaridaki cebirsel denklem sistemi

yardimiyla ¢oziiliirse;

Maple
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QAo = bo, a; = b1 - 6b0, a; = —6b1 + 6b0,
a3 =6b1,b0:b0,b1=b1,l=\/2

olarak bulunur. O halde, conformable Boussinesq
denkleminin ¢dziimii

u(x, t)
_bg + (b1 = 6by)Q + (=6b; + 6b,)Q* + (6b,)Q°
B by + b;Q

olarak bulunur. Burada

Yukarida bulmus oldugumuz c¢6ziimde gerekli
secimleri yaptigimizda Sekil 5 ile verilen grafigi elde
ederiz.

(i
il

\

=

.
=
=t
e
s
T
e ==
T
s T
——

et
==
T

W
il

Sekil 5. A =1, a; = 0.8 degerleri igin u(x, t) ¢oziimiine
karsilik gelen grafik

4. Tartisma ve Sonug¢

Bu ¢alismada 6zet olarak genellestirilmis Kudryashov
metodu lineer olmayan denklemlerin tam
¢coziimlerini bulabilmek icin tanitilmistir.
Conformable t¢lincii mertebeden modifiye KdV
denklemi ve conformable Boussinesq denkleminin
analitik ¢oziimlerini bu verilen metot ile elde
edilmistir. Ayrica elde edilen ¢6zlimlerin grafiklerine
yer verilmistir.

Conformable Ugiincii Mertebeden Modifiye KdV
denklemin alti adet tam ¢6ziimii Sahoo ve Ray
tarafindan (G'/G)-acilim yontemi ve gelistirilmis
(G'/G) yontemi kullanilarak elde edilmistir [14].
Akbulut ve Kaplan tarafindan yardimci denklem
metodu ile bu denklemin ¢oziimleri elde edilmistir
[15]. Sabi'u ve ¢alisma arkadaslar1 tarafindan siniis-
cosiniis yontemiyle cesitli ¢oziimler elde edilmistir
[16]. Conformable Boussinesq denklemi ise Hosseini
ve Ansari'nin calismasinda ele alinmis ve modifiye
edilmis Kudryshov yontemi ile tam ¢o6ziimleri
bulunmustur [16]. Ayrica Hosseini ve ¢alisma
arkadaslar tarafindan exp(-¢d(€))-expansion
yontemiyle ise farkl ¢éztimler elde edilmistir [19]. Bu

calismada elde edilen ¢oziimleri diger calismalarda
elde edilenlerle kiyaslarsak, parametrelerin uygun
secimi ile diger calismalarda benzer ¢oziimler elde
edilebilecek iken, bu c¢alismada elde edilen
¢oziimlerin yine farkli oldugu gorulir. S6zii gegen
tim yontemlerde yardimci denklem yardimiyla
coziimlere ulasilmaktadir, Ayrica genellestirilmis
Kudryshov yontemi  diger yontemlere kiyasla
uygulanmasi daha pratik bir yontemdir.

Bir bagska deyisle, genellestirilmis Kudryashov
metodu lineer olmayan diferensiyel denklemlerin
tam c¢oziimlerini bulmak icin etkili ve giicli bir
yontemdir. Matematiksel fizik ve lineer olmayan
bilimlerde kullanilan lineer olmayan denklemlerin
analitik  ¢6zliimlerinin  bulunmasinda kolaylikla
uygulanabilir bir yontemdir.

Bu calismada elde edilen ¢oziimlerin dogrulugu,
Maple paket programi yardimiyla elde edilen
¢coziimlerin yerine konulmasiyla teyit edilmistir.

Etik Beyani

Bu c¢alismada, “Yiiksekégretim Kurumlart Bilimsel
Arastirma ve Yayin Etigi Yonergesi” kapsaminda
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