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Öz: Bu çalışmada, tek açıklıklı köprülerin hareketli asılı kütle etkisindeki dinamik davranışı incelenmiştir. 

Ele alınan probleme ait hareket denklemi değişken katsayılı kısmi türevli diferansiyel denklem şeklinde 

elde edilmiş ve Newmark yöntemi ile sayısal olarak çözülmüştür. Dinamik analizlerde hız parametresi, 

kütle oranı, frekans oranı ve köprünün sönüm oranının köprünün ve taşıtın dinamik davranışı üzerindeki 

etkileri araştırılmıştır. Analizlerden elde edilen sonuçlar şekiller ve tablolar halinde sunulmuştur. Sonuçlar, 

dikkate alınan parametrelerin köprünün dinamik davranışı üzerinde önemli bir etkiye sahip olduğunu 

göstermiştir.  
 

Anahtar Kelimeler: Dinamik Davranış, Hareketli taşıt, Köprü, Rezonans 
 

Effect of Vehicle-Bridge Interaction on the Dynamic Behavior of Bridges 

 

Abstract: In this study, dynamic behavior of single span bridges under moving sprung mass is investigated. 

The equation of motion of the problem under consideration is obtained as a partial differential equation 

with variable coefficients and solved numerically by Newmark method. In dynamic analyzes, the effects of 

the speed parameter, mass ratio, frequency ratio and damping ratio of the bridge on the dynamic behavior 

of the bridge and the vehicle are investigated. The results obtained from the analysis are presented in figures 

and tables. The results have shown that the parameters taken into account have a significant influence on 

the dynamic behavior of the bridge. 
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1. GİRİŞ 

 

Trafik yüklerinin etkisindeki köprülerin tasarımında taşıt-köprü etkileşimin dikkate alınması 

son derece önemlidir. Bilindiği üzere, dinamik bir yükün köprü üzerinde meydana getirdiği 

dinamik etki çoğu durumda statik durumda meydana getirdiği etkiden daha büyüktür. Bu nedenle, 

hareketli yüklerin etkisindeki köprülerin dinamik davranışının incelenmesi yapı mühendisleri 

açısından önemli bir çalışma konusudur. Bu çalışmaların önemli kısmında Çin, Fransa, Almanya 

ve Japonya gibi yüksek hızlı ulaşım ağına sahip ülkelerin rolü büyüktür. Ulaşım ağı içerisinde yer 

alan araçların işletim hızlarında ve aks yüklerindeki artışla birlikte bu alanda yapılan çalışmaların 

önemli bir kısmı taşıt-köprü etkileşim problemine yoğunlaşmıştır.  

Hareketli yük etkisindeki köprülerin dinamik davranışını konu alan çalışmalar genellikle üç 

farklı gruba ayrılmaktadır. Bunlar, hareketli kuvvet, hareketli kütle ve hareketli taşıt modelidir. 

Hareketli kuvvet modelinde taşıtın atalet etkileri ihmal edilmektedir. Bu nedenle, bu model taşıt 

kütlesinin köprü kütlesine göre daha küçük olduğu durumlarda doğru sonuç vermektedir (Frýba, 

1972; Pesterev ve diğ., 2003; Yang ve diğ., 2004; Wu, 2006; Museros ve diğ., 2013; Kahya ve 

diğ., 2015; Kumar ve diğ., 2015; Azeloğlu ve Kural, 2019; Ebrahimi-Mamaghani ve diğ., 2020). 

Araç kütlesinin köprü kütlesine göre küçük olmadığı ve taşıt hızının yük hızlara ulaştığı 

durumlarda, hareketli kuvvet modeli yerine araç atalet etkilerinin dikkate alındığı hareketli kütle 

modeli tercih edilmektedir (Frýba, 1972; Ting ve diğ., 1974; Stanisic, 1985; Akin ve Mofid, 1989; 

Mofid ve Akin, 1996; Esmailzadeh ve Ghorashi, 1997; Yavari ve diğ., 2002; Karimi ve Ziaei-

Rad, 2015; Abu-Alshaikh ve Almbaidin, 2020). Bu modelde, köprü ile araç arasındaki temasın 

sürekli olmasından dolayı yol düzensizlikleri dikkate alınmamaktadır. Hareketli taşıt modelinde 

ise taşıt kütle-yay-damper elemanları ile modellenir. Bu şekilde farklı serbestlik derecelerine 

sahip taşıtlar modellenerek taşıtın yapabileceği tüm hareketler ve yol düzensizlikleri dikkate 

alınmaktadır (Biggs, 1964; Frýba, 1972; Green ve Cebon, 1997; Pesterev ve diğ., 2001; Yang ve 

diğ., 2004; Xiang ve diğ., 2007; Gao ve diğ., 2014; Yang ve diğ., 2014; Yin, 2016; Hirzinger ve 

diğ., 2020; Vatan Can ve Öztürk, 2020). Yukarıda verilen çalışmalar, genellikle dinamik 

tepkilerin elde edilmesinde kullanılan yönteme göre farklılık göstermektedir. 

Taşıt-köprü etkileşimin göz önüne alındığı çalışmalarda taşıt modeli olarak çoğunlukla asılı 

kütle modeli kullanılmaktadır. Bu model, taşıt kütlesi, tekerlek kütlesi, taşıt rijitliği ve taşıt 

sönümü olmak üzere 4 farklı parametreyle temsil edilmektedir. Köprülerin dinamik davranışı 

üzerinde düşük etkiye sahip olmaları nedeniyle tekerlek kütlesinin ve taşıt sönümünün etkisi 

ihmal edilmektedir (Yang ve diğ., 2004). Bu nedenle, çalışmaların büyük çoğunluğunda asılı kütle 

modeli iki parametreyle temsil edilmiştir.  

Bu çalışmada, hareketli asılı kütle modeli etkisindeki tek açıklıklı bir köprünün dinamik 

davranışı incelenmiştir. Önceki çalışmalardan farklı olarak dinamik analizlerde taşıt modeline ait 

fiziksel özelliklerdeki ve tren hızındaki değişim dikkate alınmıştır. Mod süperposizyon metodu 

kullanılarak köprüye ve taşıta ait hareket denklemleri elde edilmiş ve Newmark yöntemi ile 

sayısal olarak çözülmüştür. Dinamik analizlerde, taşıtın kütle ve frekans oranının, hız 

parametresinin ve köprüye ait sönüm oranının köprünün ve taşıtın dinamik davranışı üzerindeki 

etkileri detaylı olarak incelenmiştir. 

2. ÇÖZÜM YÖNTEMİ 

Problemin şematik gösterimi Şekil 1’de verilmiştir. Problemin hareket denklemleri aşağıdaki 

gibi yazılabilir. 
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Şekil 1: 

Tek açıklıklı kiriş üzerinde hareket eden asılı kütle modeli 

 

( , ) ( , ) ( , ) ( , )ıvEIy x t my x t cy x t F x t    (1) 

 

( ) [ ( ) ( , )] 0v v km z t k z t y x t    (2) 

 

Yukarıdaki ifadeler sırasıyla kirişe ve taşıta ait hareket denklemlerini göstermektedir. Burada, 

y(x,t), EI, m ve c sırasıyla kirişin düşey yöndeki yer değiştirmesini, eğilme rijitliğini, birim 

kütlesini ve sönümünü göstermektedir. z(t), mv ve kv ise sırasıyla taşıtın yer değiştirmesi, kütlesi 

ve rijitliğidir. 

(1) ifadesinde yer alan kuvvet fonksiyonu ise aşağıda tanımlanmıştır.  

 

 ( , ) [ ( ) ( , )] ( )v v k kF x t m g k z t y x t δ x x     (3) 

 

Burada, xk = vt dir. ( )   ise Dirac delta fonksiyonudur. 

 Problemin sınır şartları  

 

2 2

2 2
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 
    

 
 (4) 

 

şeklindedir. 

 ( )n x  ve ( )nq t  sırasıyla n. moda ait mod fonksiyonu ve genelleştirilmiş koordinatlar olmak 

üzere çözüm 

 

1

( , ) ( ) ( ) ( 1,2,3,..., )n n

i

y x t q t x n




    (5) 

 

şeklinde kabul edilip (1) denkleminde yerine yazıldıktan sonra bu ifadenin her iki tarafı ( )n x  ile 

çarpılır ve 0’dan L’ye integrali alınırsa 

 

2 2 ( )
( ) 2 ( ) ( ) n

n n n n n n
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F t
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m L
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elde edilir. Burada, n  n. moda ait sönüm oranını göstermektedir. n  ise kirişin n. moda ait açısal 

frekansı olup aşağıdaki ifadeyle 

 

2 2

2n

n EI

L m


   (7) 

 

elde edilmektedir. 

 ( )nF t  ise eşitlik (8)’de tanımlanmıştır. 

 

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
N

n v n k v n k v i i k n k

i

F t m gφ x k z t φ x k q φ x φ x


    (8) 

 

şeklindedir. (5) çözümü (2) ifadesinde yazılırsa  
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v v i i k

i

m z t k z t q t φ x


 
   

 
  (9) 

 

elde edilir.  

(6) ve (9) ifadeleri matris formunda aşağıdaki gibi yazılabilir. 

 

Mü + Cu + Ku = P  (10) 

 

Burada, M, C ve K sırasıyla kütle, sönüm ve rijitlik matrislerini; ü , u  ve u  ivme, hız ve yer 

değiştirme vektörlerini; P ise kuvvet vektörünü göstermektedir. Bu ifadede,  
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( ) ( )in i k n kx x    (17) 

 

şeklinde tanımlıdır. 

 

3. BULGULAR VE TARTIŞMA 

 

Bu çalışmada, hareketli taşıt etkisindeki tek açıklıklı köprünün dinamik davranışı Newmark 

metodu kullanılarak elde edilmiştir. Çalışmada kullanılan köprünün açıklığı 25m, birim 

uzunluğunun kütlesi 4800kg/m, eğilme rijitliği 3.3x109 Nm2 ve köprünün 1. moduna ait açısal 

frekans değeri ise 13.0935 rad/s dir. Sayısal sonuçların elde edilmesinde köprünün ilk beş modu 

dikkate alınmıştır.  

Köprü ve taşıta ait dinamik tepkilerin elde edilmesinde dört farklı boyutsuz parametre 

kullanılmıştır. Bu parametreler, hız parametresi  , frekans oranı  , kütle oranı   ve köprünün 

sönüm oranı   dır. Hız parametresi yük frekansının köprünün hâkim frekansına oranı, frekans 

oranı taşıt frekansının köprünün frekansına oranı, kütle oranı ise taşıt kütlesinin köprünün 

kütlesine oranıdır. Bu parametreler sırasıyla aşağıdaki ifadelerde tanımlanmış olup analizlerde 

kullanılan değerler ise Tablo 1’de verilmiştir. 208 farklı hız parametresi göz önüne alındığından 

her bir parametrenin incelenmesinde 832 adet analiz yapılmıştır.  Sonuç olarak, 3 boyutsuz 

parametre için 2496 adet hareketli kuvvet için 208 adet olmak üzere toplamda 2704 adet analiz 

yapılmıştır. 
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Tablo 1. Çalışmada kullanılan boyutsuz parametrelere ait değerler 

Boyutsuz parametre Aralık 

  0.01, 0.25, 0.50 ve 1.00 
  0.01, 0.3, 0.5 ve 1.00 

  0.0048, 0.0096, …, 1.00 

 (%) 0, 1, 3 ve 5 

 

Tablo 2. Boyutsuz hız parametresine karşılık gelen hız değerleri 

  v (km/sa) 

0.0048 1.80 

0.1 37.51 

0.3 112.53 

0.5 187.55 

0.7 262.57 

0.9 337.59 

1 375.10 

 

Tablo 2’de boyutsuz hız parametresine karşılık gelen taşıt hızları verilmiştir. Hız 

parametresine ait ilk değer dinamik yer değiştirme değerinin statik yer değiştirmeye karşılık 

gelmesi açısından 0.0048 seçilmiştir. Bilindiği üzere, hareketli yükün çok düşük hızlarda seyir 

etmesi halinde meydana gelen dinamik yer değiştirme değeri o yükün statik olarak etkimesi 

halindeki yer değiştirme değerine yaklaşık olarak eşittir. Dinamik analizlerde, taşıt hızı 1.8km/sa 

ile 375.10km/sa arasında 1.8km/sa lik artımlarla değiştirilmiştir.  

 

Tablo 3. Asılı kütle modelinin köprünün açısal frekansları üzerindeki etkisi (rad/s) 

Mod Yüksüz kiriş 0.5   ve 0.5   1   ve 0.5   

1 13.09 6.55 13.09 

2 52.37 13.09 13.09 

3 117.84 52.37 52.37 

4 209.50 117.84 117.84 

5 327.34 209.50 209.50 

 

Tablo 3’de köprünün yüklü ve yüksüz olması hali için elde edilen açısal frekans değerleri 

gösterilmiştir. Tablo 3’den görüleceği üzere köprü üzerinde taşıt olması halinde köprünün ilk 

frekansı taşıtın frekansına ikinci frekansı ise yüksüz durumdaki ilk frekansa eşit olmaktadır. 

Bununla birlikte diğer frekanslarda ise modlar birer atlayarak devam etmektedir. 

Şekil 2-5’te, frekans oranına bağlı olarak köprünün ve taşıtın dinamik davranışında meydana 

gelen değişim görülmektedir. Bu şekillerin elde edilmesinde kütle oranı 0.1   ve köprünün 

sönüm oranı 0.05   alınmıştır. 4 farklı frekans oranı için elde edilen değerler hareketli kuvvet 

modeline (HK) ait sonuçlarla karşılaştırılmıştır. 

Şekil 2 ve 3’de, frekans oranına bağlı olarak köprünün orta noktasındaki en büyük yer 

değiştirme değerlerinin hız parametresiyle değişimi görülmektedir. Şekillerden görüleceği üzere, 

frekans oranının 0.01 olması durumunda elde edilen dinamik tepkiler hareketli kuvvet için elde 

edilen değerlerle büyük benzerlik göstermektedir. Bu nedenle, düşük frekansa sahip asılı kütle 

modelinin hareketli kuvvet modeline karşılık geldiği söylenebilir. Ayrıca, hız parametresinin 0≤



Uludağ Üniversitesi Mühendislik Fakültesi Dergisi, Cilt 26, Sayı 1, 2021                                 

133 

 ≤0.3 aralığında olması durumunda elde edilen dinamik tepkilerde herhangi bir karşılaştırma 

yapmanın zor olduğu görülmektedir. Buna karşın, 0.3≤ ≤0.6 aralığında hız parametresinde 

meydana gelen artış dinamik tepkilerin önemli ölçüde büyümesine neden olmaktadır. Hız 

parametresinin  >0.6 olması halinde ise dinamik tepkilerde azalma görülmektedir. Bu durum, 

taşıt hızının yüksek hızlara ulaşması nedeniyle yükün köprü üzerinde çok kısa süre kalması ile 

izah edilebilir. Şöyle ki, taşıt hızının 375km/sa olması durumunda taşıtın köprü üzerinde kalma 

süresi 0.24s olarak elde edilmektedir. Ayrıca, frekans oranındaki azalmanın dinamik tepki 

değerlerinde artışa neden olduğu görülmektedir. Bununla birlikte, en küçük tepkiler frekans 

oranının 1’e eşit olması durumunda elde edilmiştir. Bu durum, taşıtın köprü üzerinde ayarlı kütle 

sönümleyici gibi davranmasından kaynaklanmaktadır. Bilindiği üzere, ayarlı kütle sönümleyiciler 

yapının temel frekansına yakın ayarlandıklarında dinamik tepkilerin azaltılması üzerinde son 

derece etkili olmaktadır (Araz, 2020; Kahya ve Araz, 2017, 2019; Araz ve Kahya, 2018, 2020). 

Taşıt için elde edilen maksimum yer değiştirme ve ivme değerlerinin frekans oranıyla 

değişimi Şekil 4 ve 5’de sırasıyla sunulmuştur. Şekillerden görüleceği üzere frekans oranındaki 

artışla birlikte dinamik değerleri de büyümektedir. Ayrıca, frekans oranındaki artış pik değerlerin 

daha büyük hız parametrelerinde oluşmasına neden olmaktadır. Frekans oranının 0.01’a eşit 

olması halinde asılı kütle modelinin hareketli kuvvet modeline karşılık geldiği yukarıda izah 

edilmiştir. Bu nedenle, 0.01   değeri taşıta ait dinamik tepkilerin hesaplanmasında dikkate 

alınmamıştır. 

Kütle oranının köprünün ve taşıtın dinamik davranışı üzerindeki etkisi Şekil 6-9’da sırasıyla 

gösterilmiştir. Bu şekillerin elde edilmesinde frekans oranı 1   ve köprünün sönüm oranı 

0.05   alınmıştır. Şekil 6 ve 7’de köprünün yer değiştirme ve ivme değerlerinin, Şekil 8 ve 9’da 

ise taşıtın yer değiştirme ve ivme değerlerinin hız parametresiyle değişimi gösterilmiştir. 

Şekillerden görüleceği üzere, kütle oranındaki artış dinamik tepki değerlerinin önemli ölçüde 

artmasına neden olmaktadır. Hız parametresinin düşük değerlerinde ( ≤0.1) kütle oranının ivme 

değerleri üzerindeki etkisi diğer hızlara göre nispeten daha düşüktür. 

Köprüye ait sönüm oranının köprünün ve taşıtın dinamik davranışı üzerindeki etkisi Şekil 10-

13’de sırasıyla gösterilmiştir. Bu şekillerin elde edilmesinde frekans oranı 1   ve kütle oranı 

0.1   alınmıştır. Şekil 10 ve 11’de köprünün yer değiştirme ve ivme değerlerinin, Şekil 12 ve 

13’de ise taşıtın yer değiştirme ve ivme değerlerinin hız parametresiyle değişimi gösterilmiştir. 

Beklenildiği üzere köprünün sönüm oranındaki artış hem köprünün hem de taşıtın dinamik tepki 

değerlerinde önemli azalma meydana getirmiştir. 
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Şekil 2: 

Frekans oranının maksimum yer değiştirme üzerindeki etkisi 

 

 
Şekil 3: 

 Frekans oranının maksimum ivme üzerindeki etkisi 
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Şekil 4: 

Frekans oranının maksimum yer değiştirme üzerindeki etkisi 

 

 
 

Şekil 5: 

 Frekans oranının maksimum ivme üzerindeki etkisi 
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Şekil 6: 

Kütle oranının maksimum yer değiştirme üzerindeki etkisi 

 

 
 

Şekil 7: 

Kütle oranının maksimum ivme üzerindeki etkisi 
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Şekil 8: 

 Kütle oranının maksimum yer değiştirme üzerindeki etkisi 

 

 
 

Şekil 9: 

 Kütle oranının maksimum ivme üzerindeki etkisi 
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Şekil 10: 

 Sönüm oranının maksimum yer değiştirme üzerindeki etkisi 

 

 
 

Şekil 11: 

 Sönüm oranının maksimum ivme üzerindeki etkisi 

 



Uludağ Üniversitesi Mühendislik Fakültesi Dergisi, Cilt 26, Sayı 1, 2021                                 

139 

 
 

Şekil 12: 

 Sönüm oranının maksimum yer değiştirme üzerindeki etkisi 

 

 
 

Şekil 13: 

 Sönüm oranının maksimum ivme üzerindeki etkisi 
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4. SONUÇLAR 

Bu çalışmada hareketli asılı kütle etkisindeki tek açıklıklı köprünün dinamik davranışı Euler-

Bernoulli kiriş teoremine göre sayısal olarak incelenmiştir. Çalışmadan elde edilen sonuçlar 

aşağıda özetlenmiştir. 

 Frekans oranının 0.01 olması halinde elde edilen sonuçlar hareketli kuvvet için elde 

edilen değerlerle büyük benzerlik göstermektedir. Bu nedenle, düşük frekans 

oranına sahip asılı kütle modelinin, hareketli kuvvet modeline karşılık geldiği 

söylenebilir. 

 Frekans oranının 1’e eşit olması halinde hareketli taşıt modelinin titreşim 

sönümleyici elaman gibi davrandığı görülmektedir. 

 Köprüye ait en küçük dinamik tepkiler frekans oranının 1’e eşit olması durumunda 

elde edilmektedir. Buna karşın, aynı frekans değerinde taşıta ait dinamik tepkiler 

daha büyük elde edilmektedir. 

 Hız parametresinin 0-0.25 aralığında olması halinde, frekans oranındaki değişimin 

köprünün ivme değerleri üzerinde etkili olmadığı görülmektedir. 

 Kütle oranındaki artış hem köprünün hem de taşıtın dinamik tepkilerinde önemli bir 

artışa neden olmaktadır. 

 Sönüm oranındaki artış hem köprünün hem de taşıtın dinamik tepkilerinde önemli 

bir azalmaya neden olmaktadır. 

 Hareketli kuvvet etkisinde köprüde meydana gelen tepkiler asılı kütle modeline ait 

elde edilen tepkilere göre daha büyük elde edilmektedir. 

 0.3≤ ≤0.6 aralığında hız parametresinde meydana gelen artış dinamik tepkilerin 

önemli ölçüde büyümesine neden olmaktadır. 0.6≤ ≤1.0 aralığında ise dinamik 

tepkilerin giderek azaldığı görülmektedir. 
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