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JEOFiZiK MODELLEMEDE SVD ANALIzZI
SVD Analysis in Geophysical Modelling

O. Metin ILKISIK*

1. OZET

Tekil deger ayirim (SVD) teknigi kullanilarak
ters ¢dziimlemenin etkinligi aragtinnlmigtir. Duyarlik
matrisine SVD aymnm uygulayarak yorumlarin istatis-
tik acidan degerlendirilmesinin, bazi belirli model
degiskenlerinin Snemini saptamakta yararli oldugu ve
ayrica diigiiniilen bir aragtirmanin planlanmasinda &n
bilgiler sagladify asafida gdsterilmigtir.

Trakya'da TKH manyetoteliirik 6l¢ll noktasmda
onerilen yerkabugu modeli (llkigik 1980), SVD
teknigi kullanilarak analiz edilmigtir. Jeoelektrik
modelin dogasina bagh olarak, elde edilen en duyarh
bilgilerin en stteki tortul Srtilye ve yerkabugunun
toplam kalinhifna ait oldugu gdsterilmigtir. Diigii-
nillen modellerde 40-50 km derinliklerde iletkenligi
yitksek bir {ist manto katmam yeralmakta ise de 6zgiil
iletkenligin (veya direncin) gercek degeri tam olarak
saptanamami§ olmahdir.

-riori knowledge to plan a proposed survzy.

L. ABSTRACT

The efficiency of inversion using the singular
value decomposition (SVD) technique is investigated.
Tt is shown that statistical evaluation of the sensitivi-
7y matrix can be helpful to define the importance of
some particular model parameters and also provides a

The suggested earth's crust model on magnetotel-
uric site TKH in Thrace (llkigik 1980) is analysed us-
ng SVD technique. Due to the nature of the geoelec-
rrical model, it is shown that most precise informa-
ion is obtained regarding uppermost sedimentary
cover and the total thickness of the earth’s crust. Al-
though the proposed models include a highly conduct-
ing upper mantle layer within the depth of 40 to 50
kms, the exact value of the specific conductivity (so
the resistivity) should be badly estimated.

GIRIS

Jeofizik arastirmalarda uygun yoéntemler ile yeralu
yapisimin bazi fiziksel ozelliklerinin ve geometrisinin
belirlenmesi istenir. Ozelliklerin niceliginin, yanal ve
diisey yonde stirekli veya stireksiz degisiminin saptanmasi
"modelleme” iglemini olusturur. Modelleme yalmzca jeo-
fizik gozlemleri iceren on-yaklagimlardan, analitik ¢6-
zumlere veya olasilik hesaplarina dayanan aynntih deger-
lendirmelere kadar birgok yolla yapilabilir. Onerilen bir
yeralti modelinin uygulanan jeofizik yonteme tepkisinin
hesaplanmas: "diiz modelleme”, 6lgtilen jeofizik veriler-
den yeralt: yapisiin belirlenmesi ise "ters modelleme”
olarak bilinir. Ters modelleme veya bizim kullanacagimiz
deyimi ile "ters ¢ézilmleme" ydntemlerinin ¢ogunda mo-
del degiskenlerinin dogrudan belirlenmesi yerine, baslan-
gic icin segilen yaklagik bir modelin degigkenleri,
jeofizik gozlemleri ile en iyl uyumu saglayack bigimde
dizeltilir.

Model degiskenleri saptanirken birbirleri ile gérece-
li iligkileride dikkatle incelenmelidir. Bu, degisgkenler ile
gbzlemler arasindaki bagi belirliyen sistem matrisine
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tekil deger aymnmi uygulayarak, ters ¢dzitmleme iglemi
sirasinda yapilabilir.

Ornek olarak, Trakya'da yapilan bir manyetoteliirik
aragirmada ({lkigik 1980, TKH 6l¢ti noktas)) saptanan
yerkabugu modeli ele ahinarak, ileri stiriilen model degisg-
kenlerinin ne derece gegerli olabilecefi irdelenmistir.

Bu tiir bir yaklagimla biitiin jeofizik yéntemler igin
eldeki verilere dayanarak onerilen model degiskenlerinin
i¢ yapisi ve dolays: ile gercek jeolojik yap: daha iyi
anlagilabilir. Aynca belli bir aragtirmanin planlanmasi
agamasinda, hangi degiskenlerin "nasil ve ne kadar" sap-
tanabileceginin bilinmesi 6nemli yarar saglar.

LKELER

Bir yer modelinin p; (j=1,m) degiskenleri ile d; (i=1,n)
jeofizik gozlemler arasinda dogrusal bir iliski varsa

d;=A;;-p; 1

matris egitlifi yazilabilir. Burada A; (pj) sistem tepkisi
olup, eger dogrusal degilse belirli bir pj‘ baslangi¢ degeri
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etrafinda Taylor serisine agip, birinciden sonraki tiirevleri
atarak

di=Ai(p;)+(aAi/an°)Pjn'APj

yazilabilir. 1k tnodelin hesaplanan tepkisi A, (p)-’) verine

c;ve(dA;/dp;)p;" yerine A; dersek iligki
Adi=gi'§i=Aij-Anj (2)

bi¢iminde dogrusallagtinlabilir. A matrisi ters ¢dziimle-
mede Jocabian veya "duyarlik matrisi” olarak da bilinir.
Model degigkenlerindeki A p ; degigimleri Gauss--Newton
yaklagim ile

A=A T AT AT.Ad ®)

genellestirilmisg -ers ¢dziimden bulunur. Gergekte, aranan
model degiskenleri (p j’ =p;+ A P; ) olup birkag yinele-
meden sonra szptanacaktir. m bilinmeyenli n dogrusal
denklem sistemini go&steren (1) esitliginin jeofizik
degerlendirmelere iligkin ilk ¢dziimleri Lanczos (1961),
Wigins (1972) ve Jackson (1972) tarafindan verilmigtir.

Jeofizik uygulamalarda en yaygin gorilen bigimde,
eger degisken sayisindan gok veri varsa ve eger (1) igin-
deki k bagimsiz esitlik sayis1 (yani A mn derecesi) k <
m < n kogulunu saghyorsa (3)de gegen (AT A)"! kolay
hesaplanamaz (Pedersen 1979). Ters ¢odziimlemede bu
sorunu ¢6zen bircok yaklagimlar geligtirilmistir (bak.
Menke 1984). Ancak bunlardan "tekil deger ayirim" (sin-
gular value decomposition -SVD) en kullamgh olanidir. A
duyarlik matrisi, i¢ ayn matrisin garpim: olarak

A= U. a2 ¥ @)
nxm nxk kxk  kxm

biciminde yazilzbilir (Lanczos 1961, Golub ve Reinsch
1970). Burada A kosegen matrisin elemanlant AT . A (veya
A.AT)mmn ordegerlerinin (eigenvalues) + karakokiine
esit olup tekil degerler (singular values) olarak bilinir. k
adet sifirdan kj tekil deger biiyiikten kiiciige siralanmigtir.
U i¢inde k adet n uzunlugunda veri dzvektsrii (data
eigenvector), Y icinde ise k adet m uzunlugunda degisken
Ozvektorii (parameter eigenvector) vardir.

Ele alinan model degiskenlerinden kaginin

saptanabilecegini gosteren k serbestlik derecesini
Wiggins (1970)

>
k=, — S)

= 2 2
1=1 kj + O,

olarak vermekteclir. Burada 602 model ile gézlemler arasmn-
daki uyumsuzlugu tanimlar ve

AaHT.(I-u.UT.Ad

ol= (6)
n -m

baginusindan bulunabilir (Lawson ve Hanson 1974).
Konuya iligkin daha aynintih bilgiler [lkigtk ve Jones
(1984) tarafindan verilmistir.

(1) veya (2) baginusinda sifira bélmeler nedeni ile
A, daha dogrusu (AT.A)"" hesaplanamazsa rekil deger
ayimm -veya SVD- yapukian sonra (4) bagmusi (2) de
yerine konarak model degiskenleri

Ag;=Y A1 yT. agd !

esitlifinden elde edilir. Ters ¢oziimlemede cok kullanigh
olan tekil deger ayrimi, model degiskenlerinin birbirleri
ile iligkileri agisindan da g¢ok 6nemli bilgiler saglar.

BIR MANYETOTELURIK UYGULAMA

Herhangi bir jeofizik yontem icin A matrisine SVD
uy gulayarak herhangi bir modelin degiskenlerinin analizi
yapilabilir. Bu c¢aligmada 6mek olarak Ilkisik (1980)
tarafindan Trakya'da, Kirklareli'nin 3 km kadar giineyinde
TKH noktasinda $l¢iilmiis rnanyetoteliirik: veriler ele alin-
mistir. Bu noktada birbirine dik dogrultularda (kuzey-
giney ve dogu-bau) Slclilen goriniir dzdireng degerleri
Sekil 1 de verilmistir. Olgtimlerde gézlenen % 20-25 civa-
rindaki hata, manyetoteliirik yéntem i¢in normal bir
diizeydir. Egriler yiksek frekanslarda (s1f) diisiik ¢zdireng-
li bir katmana, orta frekanslarda (orta derinlik-yerkabugu)
oldukca yiikksek bir &zdirence ve alcak frekanslarda ise
(yerkabugunun tabami - #st manto syn) iletken bir kat-
manin varlifina isaret etmektedir. Anizotrop: katsayist
(cgh=05logp, yg-05logp, gy ) gbrinir dzdirencin
hemen biitlin frekanslarda dogu-bat: yéniinde (EW) daha az
oldugunu gostermektedir. Bu, 6l¢li noktas: altinda glineye
dogru kalinlastifi bilinen Trakya tortul havzasmmin iki
boyutlu etkisi olarak yorumlanabilir. Eldeki jeofizik
bilgilere dayanarak ve deneme-sinama ydntemi ile yazarin
her iki dogrultu i¢in saptadigi yerkabugu modeli Cizelge 1
de verilmistir.

Sekil 2 ve 3 de ise bu modellerin manyetoteliirik
tepkisi ve yaminda A= matrisinin -¢izilmig bi¢imde-
siilunlan gorillmektedir. Ters ¢éziimlemede "eksi" degis-
kenler hesaplamamak igin ve Szellikle 6zdireng Slgiimle-

rinde dogal &lgek logaritmik oldugundan degiskenler (p i=
log p j Yve (1 i= logt j) alinmigtir. Bu matris 6lgiilen -veya
6l¢ilmesi beklenen- goriinilr 6zdireng degerinin herbir
degiskene ne kadar duyarli oldugunu gstermekiedir.
Gortinlin 6zdireng degerlerine dayanan A duyarlik
matrisine tekil deger aymmi (SVD) uygulandiktan sonra
elde edilen A j (j=1,m) tekil degerler ve bunlara kars
gelen ¥V, j degisken ozvektdrleri kuzey-giiney yonld
Slgtimler igin Sekil 4 te ve dogu-bati yonli dl¢iimler igin
Sekil 5 te verilmektedir. Sekil 4 de goriilen ilk vektériin
degierleri en bilyiik tekil deger ( A ; = 29 ) igin degigken uza-
virda ydnelimin hangi model degiskenlerine baghi oldu-

gunu belirtir. Yani en iyi saptanabilecek karmagik
degisken
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Cizelge 1. Trakya'da TKH noktasinda yapilan p*, =-075p,+065t,-0.10p,-0.011,-001p,
manyetoteliirik olciimlere dayana-
rak saptanan yerkabugu modeli -0.0315-0.00p ,+0.00t,-000p5
(lkisik, 1980'den)

Table |, The earth's crust model which is olup bilyiik orada p | ve t e baghdir. Benzeri bir gdzlem
based onr the nmagnetotelluric Sekil 5 tzerinde de yapilabilir. Bunlanin yaklagik aym
measurements on site TKH, Thrace siddettte ancak ters ydnde etkimesi Snerilen modelin en
(after llkisik 1980). tnemli degigkeninin (st katmamn toplam iletkenligi (t, /

TKHNS  (kuzeygiiney) TKHEW (dogu-baty) Py ) oldugunu goéstermektedir. Birbirine dik y&nlerde

p(ohm-mn) t(km) p(ohm-m) t(km)

vilksek frekanslarda goriintir Szdirencin fazla degigmedigi
dikkate alinirsa, iki ayrn1 modelde 1 ve 1.2 km olarak

180 1 60 1.2 tnerilen kalinhgm oldukca dogru olmas: gerekir. Aradaki
9000 20 4000 15 0.2 km lik kiigtk fark btytk olasilikla st katmamn
15000 28 10000 24 rabanindaki efimden kaynaklanmaktadir. Yakinlardaki
2 2 1.1 0.5 sondaj verileri tist katmanin ince bir Oligosen kili ile

20 10 altta Eosen kalkerinden olugtufunu ve tabanin hafif

Jalgalanmalar ile 1100 m civannda oldugunu go&ster-

TKH
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Sekil 1. Trakya'da TKH noktasinda manyetoteliirik yontemle Slgiilen goriiniir Szdireng verileri (NS, Kuzey-
giney; EW, dogu-bu1). Artan frekanslar daha si§ bilgiler verir. Verilerin standart sapmasi ¢ukuklar ile
gosterilmistir.
Fig. 1. The measured apparent resistivity data by magnetotelluric method in TKH site, Thrace (NS, north-south;

EW, east-west). Increasing frequencies gives shallower information. The standart deviation of data are
illustrated by solid lines.
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Sekil 2. TKH-NS icin 6nerilen modelin kuramsal tepkisi ve model degiskenlerinin etkileri.
Fig. 2. The theoretical response of the proposed model for TKH-NS case and the effects of model parameters,
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§ekil 3. TKH-EW igin Snerilen modelin kuramsal tepkisi ve model degiskenlerinin etkileri.
Fig. 3. The theoretical response of the proposed model for TKH-EW case and the effects of model parameters.
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Sekil 4. TKH-NS icin tekil deger ayinmi -SVD analizi sonuglan. Degigsken &zvektdrleri (Y - agik dikdortgenler),
tekil degerlerin azalma sirasiyla verilmistir, k serbestlik derecesi sayisidir, (daha fazla aci<lama icin metne
bakinmiz). )
Fig. 4. The result of singular value decomposition - SVL analysis of case TKH-NS. The parameter eigenvectors

(X, - open rectangles) are given in decreasing singular value kj order, k is the number of degrees of
freedom, (see the text for more explanation).
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Sekil 5. TKH-EW igin tekil defer aymnm: - SVD analizi sonuglan (agiklama igin §ekil 4'e bakiniz).
Fige 5. The result of singular value decomposition - SVD) analysis of case TKH-EW (see figure 4 for explanation)
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mektedir (5 Hz den yiksek frekanslarda Sl alinmadif
icin MT yoéntem bu kil ile kalkeri ayiramamig tek
katmanmig gibi algilamastir).

Kuzey-giiney (NS) ve dogu-bati (EW) y&nli bu
modeller i¢in hesaplanan serbestlik derecesi k sirasiyla
4.97 ve 4.54 olup, 4 ya da en ¢ok 5 model degigkeninin
snemli olduguna, kiigiik tekil degerlere karsi gelen diger
degiskenlerin mcdel iizerinde fazla etkili olmayacagina
isaret eder.

lkinci degisken ozvektdrinde t, vet, {in aym
siddette etkili oldugunu ve t; in de birincide gdzlendigini
dikkate alirsak, bu noktada verilen toplam yerkabugu
kalinhifinin saptanabilecek ikinci en Snemli gercek
degisken oldugunu s8yleyebiliriz. Yani y6ne bagh olarak
farklilik gostermesine karsilik modellerde onerilen
toplam 49 ve 40.2 km lik derinlikler inanilir degerler
olmalidir. Fark derinlerindeki yapmin tekdlize olmayip
iki boyutlu olmasindan kaynaklanabilir. Bu ise aynica
incelenecek bir konudur.

P, yani iist kabugun 6zdirenci A matrisinde orta
frekanslarda zayif bir etki ile gozlenebilmektedir (Sekil 2
ve 3). Bu ozeilikler p, nin gok az diglincii ve daha gok

beginci 6zvektér iizerinde belirmesi ile agiklanabilir
(Sekil 4 ve 5). Cinki tekil degerler artik ¢ok kiigiillmus
sifira dogru yaklagmaktadir. Bunun fiziksel anlami ise
girty modelinde sirasiyla 9000 ve 4000 ohm-m olarak
verilen lstkabugun 6zdirenci yaklagik olarak dogrudur.
Buna karsin modeller alt kabuga iligkin olarak one-

rilen p; ancak yedinci, sekizinci ve dokuzuncu dzvektor-

lerde (Sekil 4 ve 5) yeralmaktadir ki, ilgili A’j degerle-
rinin sifir iyice yaklagmasi ve k serbestlik derecesinin
digina c¢ikilmasi nedeni ile goriintir dzdireng egrisi
izerinde hicbir tnemli etkisi yoktur ($ekil 2 ve 3). Yani
P, i¢in atanan 15000 ve 10000 ohm-m lik degerlerin
gergek olup olmadig: iddia edilemez. Ancak toplam
yerkabugu kalinliginin dofru hesaplandig: dikkate
alimirsa modelde toplam iletkenlik veya toplam direng
degerleri biiylik degisimler gostermiyecektir.

Goriinlir 6zdireng egrilerinin genel gériiniimi ve bol-
geye iligkin birgok jeolojik bilgi (Ilkigik 1980) direnci
yliksek yerkabugu katmanlarinin altinda iletken bir iist
manto (en azindan iletken bir gecis katmani) bulunmasin
gerektirir. Ancak 6l¢ii alinamiyan 0.01 Hz den algak fre-
kanslarda etkili olmasi, aynica A min kigtildiigii dérdiinci,

altinct ve sekizinci 6zvektdrde ortaya giktigs igin p,, ty
ve ps in degerleri ancak bigim yoniinden gegerlidir.
Model degiskenlerinin ne kadar iyi belirlendiginin

diger bir gostergesi ayinm (resolution - R) matrisidir. A
duyarhilik matrisi cinsinden

R=ATA)"'.AT.A ®

veya SDV dbéniisiiminden sonra (A =U A yT
yazarak)

R=Y.¥T )
olarak tarif edilen bu matris R =] durumunda degisken-

lenn tam olarak belirienebildidini, ancak R # [ ise
hesaplanan degigskenlerin gergek model degiskenlerinin
bir ¢esit agirhikli ortalamas: oldugunu gosterir. Cizelge 2
de kuzey-giiney (NS) ve dogv-bats (EW) y5niindeki model-
ler igin saptanan ayim matrisinin kosegen degerleri
(diag R) gorilmektedir. Birbirine dik ydnde olmakla

birlikte (NS ve EW), degiskenlere iligkin bu sonuglar p,
ve 1, in en iyi bulunabilecefini 6zellikle p, in standart

sapmasimin  (G) kiiciik oldugunu géstermektedir. Bir dere-
ceye kadar t, (gergekte t; +1, +t;) p, ile birlikte orta
derecede saptanabilen defiskenlerdir. Bunlarin standart
sapmalan ise agagida deginecegimiz korelasyon matrisine
bagli olarak énem kazamr. p, ve p, ise higte iyi belirle-

nememigtir. R (p5 ) in yiiksek ¢ikmasi nedeniyle dogru

hesaplanmas: beklenen ist mantonun iist kisminmn
Szdirenci ise 0.01 Hz den algak frekanslarda olcii
alinmadifindan belli smurlar i¢inde siipheli bir degerdir.

Cizelge 2. Trakya'da TKH noktasinda sapta-
nan yerkabugu modeli degisken-
lerine iligkin ayirim (resolution-
R) matrisi ve her degigken i¢in
hesaplanan standart sapmalar (o).

Table 2. The resolution matrix which is re-

lated to the parameters of the
earth’'s crust model on site TKH,
Thrace; and the calculated standart

deviations (o) for each variable.

TKH-NS (kuzey-giiney)

P Y P P P % P

diag R 095 091 068 038 006 068 045 036 051
¢ 0001 024 0003 005 007 0003 008 0001 021

TKH-EW (dogu-bats)

GigR 099 098 037 034 002 074 016 014 080
50001 018 0004 001 002 107 012 100 025

Degiskenler arasindaki dogrusal iliskinin bir élciisit
olar. korelasyon matrisi C ise A duyarlik matrisi
cinsinden

ATA)j
(AT A) (ATA)jIV?

(10

civarinda ise 1 inci ve j inci degigkenlerin birbiri ile
kuvvetli bicimde bagimh oldugunu gésterir.

Cizelge 3 de kuzey-giiney ve dogu-bati (NS ve EW)
yonld modeller i¢in korelasyon matrisleri gorillmektedir.
Ustte p, ile t, arasindaki katsayimn Cg; = + 0.96 ¢ikmas:

bagintasindan elde edilir. Eger C ij nin bir elamam * 1

bu model igin t;/p; yani toplam iletkenligin en &nemli

oldugunu gdstermektedir. p, ile t, arasindaki katsay: ise
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C g3 = - 0.75 alt kabugun modellenmesi agisindan sadece
P4ty Yyani toplam direncin &nemli oldugunu belirtir.

Degiskenlerin korelasyonlari ve degiskenlerin stan-
dart hatalar: arasinda da baz:i iligkiler vardir (Inman
1975). Eger Q_ij nin elemanlari kii¢itkse hesaplanan
hatalara inamlabilir. Yok eger iki degigsken yiiksek bir
korelasyon katsavisi goésteriyorsa (= * 1) gergek hata
sinirlar1 hesaplanandan daha biiyiik olabilir.

Cizelge 3. Korelasyon Matrisleri

Table 3. The correlations matrices.

TKH -NS (Kuzey-gliney yonlti veriler igin)

p p p

t t t t
1 2 p p

3 4 5 1 2 3 4
p 1.00

p 070 100

p, -026 -083 1.00

p 025 083 -099 1.00

p -021 -0.64 0.80 -0.80 1.00

t 096 082 -044 043 -035 1.00

t 016 019 -0.16 017 -021 021 100

t 054 087 -075 075 -0.54 063 -020 100

t -0.08 -0.16 040 -036 038 -0.12 -020 -007 100

TKH - EW (Dogu-bat y3nlil veriler igin)
p 1.00

P 024 100

[ -0.15  -0.96 1.00

p 013 099 -096 1.00

p -0.13 -098 095 -099 1.00

t 050 064 -0.61 058 -0.57 1.00

t -0.02 065 -067 065 -064 067 1.00

t 014 -0.25 029 -025 024 -062 -084 1.00

t -005 -052 044 -055 051 -034 -040 019 1.00

SONUCLAR

Jeofizikte ters ¢oziimleme sonuglar1 gergekte aranan
modeli degil, degiskenlerin baglangigcta Snerilen modele
etkisini saptar. Degiskenler ile gozlemler arasindaki
iligkileri belirliyen duyarlik matrisine tekil deger ayinmi

(SVD) uygulanmasi, degiskenlerarasi bagimhilik agisindan
oremli bilgiler saglar. Bu analiz 6lgiilmiis, verilerden bir
modelin saglikli saptanmasi ig¢in yapilabilecegi gibi,
planlanan aragtirmalarda hangi smrlar iginde hangi bilgi-
lerin elde edilebileceginni hesaplanmasina da yarar.

Bir ornek olarak, Traya'da TKH noktasinda
manyetoteliirik yontemle saptanan yerkabugu modelinin
degiskenlerinin ne derece gecerli olabileceii bu ySntemle
irdelenmigtir. Buna gore distteki tortul katmana ait
ordiren¢ ve kalinlik degerleri, ayrica yerkabugunun
toplam kalinhigina iligskin degerler dojiru olmalidir.
Yerkabugunu olusturan yiiksek direngli kayaglara ait
o-direg degerleri ise biraz hatah olabilir. Kabuk tabaninda
varlign gortiniir 6zdireng egrisinden goézleren katman(lar)
i¢in onerilen 6zdireng ve kahinlik degerleri ise yiiksek bir
belirsizlik tagimaktadir.

Jeofizikte, zellikle jeoelektrik uygulemalarda model
degiskenleri arasinda kuvvetli bagimlilik gézlenen durum-
larda verilere kabaca uyan bir model geometrisini vermek
yerine (6megin Schlumberger yontemi ile Sl¢iilmiig veri-
lerin bir dizi grafik yardimi ile modellenmesi gibi),
model degiskenleri arasindaki iligkinin dz acikca belir-
lenmesi yorumcuya -gergek jeolojik olay agisindan- yeni
giriisler kazandiracaktir.
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