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Oz

Bu ¢alismada Lyapunov’un ikinci metodu kullanilarak ticiincii mertebeden gecikmeli bir
diferansiyel denklemin ¢oziimlerinin sinirlilig ve siirdiirebilirligi ile ilgili yeni sonu¢lar
elde edilmistir. Bu ¢alisma literatiirde iigtincii mertebeden gecikmeli ve gecikmesiz
diferansiyel denklemler iizerine iyi bilinen bazi sonuglart kapsamis ve daha ileri
gotiirmiistiir. Ayrica ¢alismada elde ettigimiz sonuglarin daha iyi anlasilmas icin bir
ornek verilmistir.

Anahtar kelimeler: Lyapunov fonksiyonu, siirdiirebilirlik, stmirlilik, ti¢iincii mertebe.

Continuability and boundedness of solutions to a differential
equation of third order with multiple deviating arguments

Abstract

In this study, Lyapunov's second method is used to obtain criteria for continuability and
boundedness of solutions to a kind of third order differential equations with multiple
deviating arguments. The result obtained in this work includes and extends some well
known results on third order differential equations with and without delay in the
literature. We also give an example for better understanding our result.
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1. Giris

Belirtmek gerekir ki iiglincii mertebeden gecikmeli diferansiyel denklemler bilim ve
teknolojinin cesitli alanlarindaki problemlerinin matematiksel modellenmesinde biiyiik
bir Oneme sahiptir. Bu yiizden {iglincii mertebeden lineer olmayan gecikmeli
diferansiyel denklemlerin c¢oziimlerinin niteliksel davranislart birgok arastirmaci
tarafindan incelenmis ve literatiirde bu konuyu tartigmak icin bir¢cok farkli metot
gelistirilmistir. Bu kapsamda en 6nemli metotlardan biri Lyapunov [1] tarafindan
gelistirilen Lyapunov' un ikinci metodu olarak bilinir. Bu ¢alismada, adi diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimleri hakkinda herhangi bir bilgi olmaksizin Lyapunov' un ikinci
metodu direkt olarak uygulanabildiginden direkt metot olarak da bilinen bu metot
kullanilmistir. Genel bir yontem olmadigindan dolay1 gecikmeli diferansiyel denklemler
icin Laypunov fonksiyonelini olusturmak olduk¢a zordur. Giiniimiizde, bu metot
gecikmeli ve gecikmesiz diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin kararliligi, kararsizligi,
sinirlilig, strdiirebilirligi, periyodikligi ve yakinsakligi gibi bir¢ok farkli davranisinin
arastirtlmasinda ¢ok 6nemli bir ara¢ olarak dikkat ¢ekmektedir. Gecikmeli diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimlerinin niteliksel davranislar1 tizerine yapilmis seckin caligsmalar
icin Ahmad and Rama Mohana Rao [2], Burton [3], Driver [4], Hale [5], Krasovskii [6],
Reissig vd. [7] ve Yoshizawa [8] tarafindan hazirlanmis kitaplar incelenebilir. Ayrica
konunun 6nemi {izerine genel sonuglari igeren Abou-El-Ela vd. [9], Ademola vd. [10],
Ademola [11], Ayhan [12], Ayhan ve Sofuoglu [13], Remili ve Oudjedi [14-15], Remili
ve Beldjerd [16], Tung¢ ve Ayhan [17-20], Tung [21] ve bu ¢alismada atifta bulunulan
diger calismalar incelenebilir. Bu gergevede son zamanlarda Remili ve Beldjerd [16]
tarafindan r(t) > 0 olmak tizere

(p()x)" +a®Px)x" + b()f (x") + c(Oh(x(t — (1))
=e(t,x(t),x(t —r(t),x'(t —r(t),x"(t)) (D

iglincli mertebeden Lineer olmayan degisken gecikmeli diferansiyel denklemini
incelenmis ve bu denklemin tiim ¢Oziimlerinin diizglin asimptotik kararliligini ve
smirliligimni  garanti edecek bazi yeter sartlar elde edilmistir. Bu ¢alismada (1)
denkleminin yerine n;(t) > 0 olmak {izere,

(@()x)" +a®f (t, x,x)x" + b(t)g(x,x") + c(¢) Z hi(x(t = n:()) =p(®) (2)

biciminde tanimlanan {igiincii mertebeden lineer olmayan degisken gecikmeli
diferansiyel denkleminin ¢éziimlerinin sinirliligi ve siirdiiriilebilirligi gosterilecektir. (2)
denklemi,

Y
px)
y' =z,
a(®) y a(®)e’(x) AW Y
2 =p@ - o5 f (o oG )7+ i (6rgm) Y b0 (v ors)
y(s)
—c(t)Zh(x(t))+c(t)Zt nf(t) ey s 3)
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seklinde bir sistem olarak ifade edilsin. Burada t € R*, R* = [0, %) olmak iizere n;
stirekli, tiirevlenebilir ve sinirli gecikme degiskenleri, ¢ ise daha sonra tanimlanacak
pozitif bir sabit olup 0 < n;(t) <&, n;'(t) <p,(0<p < 1) dir. Ayrica a,b,c,p €
C1(R*,[0,0)),¢ € C}(R, (0,)),f € C(R* x RXR,R*),g e C(RxR,RY) ve h €
C'(R,R) dir.

Literatiirde, lineer olmayan yiiksek mertebeli gecikmeli ve gecikmesiz diferansiyel
denklemlerin ¢oziimlerinin niteliksel davranislar1 iizerine bir¢ok calisma olmasina
ragmen Remili ve Beldjerd [16] tarafindan incelenen (1) denkleminden ilham alinarak
elde edilen (2) denkleminin ¢oziimlerinin simirliligr ve stirdiirtilebilirligi simdiye kadar
hi¢bir arastirmaci tarafindan incelenmedi. Bu ¢alisma ile bu anlamda literatiire bir
yenilik katmis olacagiz. Remili ve Beldjerd [16] tarafindan (1) denklemine uygun yeni
bir Lyapunov fonksiyoneli elde edilerek Lypunov’un ikinci metodu yardimiyla bu
denklemin ¢oézlimlerinin smirlilig1 ve kararlilig: ile ilgili yeni sonuglar ortaya koyuldu.
Bu c¢alismada simdiye kadar ele alinmamis ve (1) denkleminden daha genel (2)
denklemi gbz oOniine alindi. Ayrica bu denkleme uygun, orijinal bir Lyapunov
fonksiyoneli insa edilerek Lyapunov’un ikinci metodu yardimiyla denklemin
¢ozlimlerinin smirliligiyla birlikte Remili ve Beldjerd [16] tarafindan incelenmeyen
¢ozlimlerin strdiiriilebilirligi tizerine yeni bir sonu¢ elde edildi. Bununla birlikte ele
alinan (2) denklemi, Tung [21] tarafindan incelenen denklemden daha genel ve Remili
ve Oudjedi [15] tarafindan incelenen denklemden tamamen farkli olup bu denklemin
¢oztimlerinin stirdiiriilebilirligi ile ilgili elde edilen sonug, Tung [21], Remili ve Oudjedi
[15] ve bu alanda g¢alisan birgok aragtirmaciya ele aldiklar1 denklemlerin ¢oziimlerinin
farkli bir niteliksel davranisi olan ¢éziimlerin siirdiiriilebilirligini inceleyebilme firsati
sunmustur. Ayrica c¢alismada elde edilen sonug, konu ile ilgili literatiirdeki tiglincii
mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢6zlimlerinin niteliksel
davraniglar1 {izerine var olan sonuglar1 gelistirecek ve bu kapsamda c¢alisma yapan
arastirmacilara yardimci olacak niteliktedir.

®o, P1, Ay, a1, M, N, 6;, Ui, 0;, g1, fo Ve fi pozitif sabitler olmak tizere her t = 0 igin
asagidaki sartlar yazilabilir.

AL)0 < @y < o(x) < @y, [ o'Wl du < o,
A2)a, <a(t) <ay, a'(t) <0,
A3)0<n<c(t)<b()<N, b'(t) <c'(t)<0,
Ad) hy(0) = 0,"2 > 5, (x = 0), |/ ()] < g

X

()
A5) g(x,0) = 0,0, X", 0; < Z ’;y <g,y#0)  gy(x,y) <0,

A6) fOooS f(t’x:}’) S f1;ft(t,x,}’) S O’ }’fx(t'x'}’) S O;
A7) [ Ip@®] dt < oo.

2. Temel sonug¢

Temel sonucumuzun gosteriminde ihtiyacimiz olan ve iyi bilinen

dx
E = F(t,x) (4)
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otonom olmayan diferansiyel denklem sistemini ele alalim. Burada x, n boyutlu bir
vektor, t € [0,0) ve D, R X R™ kiimesinde agik bir kiime olmak tizere F(t,x), D
kiimesi tizerindeki bir (¢, x) noktasinda siirekli bir fonksiyondur.

Teorem 1. F € C(D) ve D iizerinde |F| < M olsun. ¢, j = (a, 8) aralig1 tizerinde (4)
denklem sisteminin bir ¢6ziimii olmak {izere eger,

i) lim ¢ (t) = p(at) ve tlir/gl_ @(t) = @(B7) vardir.

i) (o, p(a™)), (ayrica (B, 9(B7))) D kiimesinin igindedir.
Sartlar1 sagliyorsa sirasiyla ¢, t = a noktasinin soluna veya t = f§ noktasinin sagina
stirdiiriilebilirdir.

Ispat. Hsu [22].

Teorem 2. (A1)-(A7) sartlarinin sagladigini varsayalim. Buna gore eger,
n

N a
<P1zo_i_1#i<a< 0®ofo

nQYo & ®1
i=1
ve
Aen o N o 1, Gofo _ @
£ < min e L i 2R L,

aN >N
?:Mi‘"Wz?:l#i 200 yh

ise (2) denkleminin tim ¢6ziimleri sinirli ve siirdiirtilebilirdir.

Ispat.
_p®
V() =e & U(t,x(t),y(©),z()) (5)

bicimindeki V(t) = V (¢, x(t), y(t), z(t)) sirekli tiirevlenebilir Lyapunov fonksiyonunu
tanimlayalim. Burada & pozitif bir sabit olup daha sonra tanimlanacaktir,

Q) = %’E;()t)), a1 (t) = min{x(0),x(t)}, a,(t) = max{x(0),x(t)} olmak iizere
t t a(t)
B (X&' (x(s)| , @' (w)
p(t) = !'Q(S‘)lds —OJ W ds = j(;) 22(0) du

+00
1

<— j o' (W)]du < oo
PDo 8

ve A; daha sonra tanimlanacak olan pozitif sabitler olup

U(©) = U(t, x(0), y(t), z(t)) = ac(t)z f hy (W) du + C(t)yz hy ()

i=1p
vy vy
o (x) o(x)

1 a
+b(t)p(x) f g(x, t)dt + EZZ + ey yz + aa(t) f f(t,x,7)1dt
0 0
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+ZA f f y2(u) duds 6)

=1 —n(t) t+s
dlr V(t) Lyapunov fonksiyonunun pozitif tanimli oldugunu gosterelim.

ZA f fy (u) duds

-ni(t) t+s
|fadeS| negatif olmayan bir integral oldugundan (6) denkleminden

Yy
@(x(s))

U@ = c(b) az ) 0 (x) f 9, )dr

i=1

h;(w)du + yz h;(x) + (t

O\R

o)
vz + aa(t) f f(t,x,)tde

+5 Ly
z?

( )

yazilabilir. Buradan (Al)-(A6) sartlar1 goz oniline alindiginda,

Zn: f(“ - ai_lhil(u))hi(u)du n
0

=
U(t) = c(t) +%zn: o, (hy(x) + 0,y)?
+o(x) J <g(x 9o )Z“l>fdf
1 o)
+5 <Z+ﬁ ) +aa(t)0f (f(t,x,r _ﬂ)m

n X (P
l(u) 1 a
Zja— ; udu +2<Z+— + aa J —— TdT
=10 0
1
2

1 a 2 aofo—a
n(a—ai"lui)di)xz (z+— ) +aOfO—y2

o( ) 2¢42

olur. Boylece

n

N a
<Plzai_1ui<a< 0®ofo

®1

i=1
oldugundan K; pozitif bir sabit olmak {izere

Ut) = K (x? +y2 + z%) (7)
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elde edilir. Bu esitsizlik V(t) > 0 olmasin1 gerektirir. Bu ise (5) de tanimlanan V(t)
Lyapunov fonksiyonunun pozitif tanimli oldugu anlamina gelir.
Simdi ise V(t) Lyapunov fonksiyonunun sinirli oldugunu gosterelim. (2) denkleminin

herhangi bir (x(t),y(t),z(t)) ¢oziimini alalm. Buna gore U(t) fonksiyonunun t
degiskenine gore tlirevi alindiginda,

' = ac (t)th(u)du+c(t)yZh(x)+ Y Zh )

=19
Yy Y
o(x) <P(x) @(x)

1 (D) f 906 DdT + bO2D () f g(x, D)dz + b(D)y f 9.(x D de

26o)? P wg)) (65 69) 7

a®¢' ) Y\, > [y
2300) f( (x))zy +C(t)Z; f ———h; (x(s))ds

~b®2De@g (x,

o(x()
ab(t) (x y)
O 8 Y

163)

ac(t)y y(s)
o Z .[(p( @) (x())ds + aa’ (t)J ft,x, Drdr

(x) (x)

+aa(t) j f:(t, x, T)TdT + ( ) j f(t, x, T)TdT + lenl(t)y

t

—Zki(l—m’(t)) | vras

t-n;(t)

0 a 2 a
—a (t)y2+(p(x)z +q)(x)p(t)y—

elde edilir. Bu esitlik diizenlenirse

v
()

U =c'(t) azn:]xhl(u)du+y2h(x)+ o (x)J g(x, )dr
10

i=

n Y _ n
c(t) , ab(t)9 ("' <o<x>) 2
e h'(x) — . + i; Ami(®) |y

() £ @(x)
v
1 o(x)
_ y
+ o(x) (a —a(t)f (t, X, _<p(x))> z? + b(t)y f g, (x, T)dt

0
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v _ y_ v
@ (x) o) o(x)

+ad () f £(t,x,7)7dr + aa(t) f ft(txr)rdr+ ()y f £.(t,x,T)tdr

> (Y0 ac(t)y y(s)
+c(t)zi21:t.f ( ())h ( ())d + — e) Z f ())h- (x(s))ds

<p(x)

b(t)p?(x) f g(x,1)drt
0

DH-w©) [y +e©
i=1

t-7;(6)

~b(Opg (x,-75)y

+02(t) (a(t)f (t, X, ﬁ) — a) zy + p(t) (ﬁy + Z)

elde edilir. Boylece, (Al)-(A7) sartlar1 ve |uv| < %(uz + v?) esitsizligi géz Oniine

alinirsa son esitlikten,

X
f a— ai_lhi'(u))hi(u)du
i=10
n

vo <ot Z 0 () + o)

(p

j <g(x .7 - go(x)z al)rdr
0

n

a agfy N¢ a

+|—-— +— ) W Z+pt( y* + z* +—+1>
(‘Po ‘P1 2<Pol 4 l) © Po

n

YR EREL
Hi — 5T 25 t
‘Pol ' e 200 P02/ 4 '

n n y2+ n =1 Jyz(s)ds
aN te (D)
() ity i -D n-p) |
i=1 i= i=1
(N91 + a1f1 - a) y?
+10(t
12(t)] (alfl—a) i
+ > VA

ifadesi elde edilir. Burada

n n
D= = (g0
i=11 P 200 @02/ 4 '

=1
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olmak lizere

nYo = 1
ve
an «n N «n apfo «
0. Li=10i T - Li=1HMi o
£ < min P1 ‘Po Y1 Po
n N n
i=1 221 1Hi 2(,0 i=1Hi
oldugundan
U'() < 121K, (x* + y?) + p(OK: (v + 2° + 1) (8)
alfl—ot

olur. Burada K, = g; + ve K3 = max {1,%} dir. Boylece (5) ile tanimlanan
0

V(t) fonksiyonunun (3) sisteminin ¢6ziimleri boyunca tiirevi alinirsa

Vi) = e 28 (— Ol o 4 o (t))

p(®)
elde edilir. Burada ¢ = % olmak tizere e~ ¢ < 1 oldugundan (7) ve (8) kullanilarak

2

p(t) _lﬂ(t)lKZ (yZ + ZZ) p(t)
V') =e = | +2MIK (% +2%) |<e e p()K;(y* +2° +2)
+p(O)K3(y? + 22 + 2)
< 2K3p(t) + Kyp(DV (1)

yazilabilir. Burada K, = % olup son esitsizligin her iki tarafinin 0 dan t (¢t = 0) ye
1

integrali alinirsa

V() < V(0) + 2K, f Ip()\ds + K f PNV (S| ds < Ks + Ky f p()IIV(s)] ds

olur. Burada

K =V (0) + 2K; flp(s)lds

0
dir. Boylece son esitsizlikte Gronwall-Reid-Bellman esitsizligi kullanilarak

V() < Ksexp | K, f p(s)lds | = Ke ©)

elde edilir. Bu ise V(t) Lyapunov fonksiyonunun sinirli oldugu anlamina gelir.
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(3) sisteminin, Cauchy-Peano varlik teoreminden dolayi, a > 0 olmak tizere [t,, ty + a)
arahgindaki bir ¢oziimii (x(t),y(t),z(t)) olsun. Bu araligin [ty o) araligma
genisletilebilecegini gostermek istiyoruz. O halde bunun tersini kabul edelim. Yani T <
oo olmak tizere (3) sisteminin [t,, T) araliginda bir ¢oziimii var ve

Lim (Jx(@O] + [y + [2(O)]) = o

oldugunu varsayalim. (3) sisteminin(xy,y,,2,) Dbaslangic sartlar1 altindaki bir
(x(), y(1), z(t)) ¢dziimiinii ele alalim. Béylece (5),(7) ve (9) dan

K, p(M
DI+ DI+ 12D S e e =K,
1

yazilabilir. Buradan t = T~ i¢in |x(t)|, |y(t)| ve |z(t)| nin smirli oldugu kolayca
goriiliir. Bu ise varsayimimizla ¢elisir ve T < oo olmasinin miimkiin olmadigimi T = oo
olmasi gerektigini gosterir. Boylece ispat tamamlanur.

Ornek. Ugiincii mertebeden lineer olmayan 7,(t) >0 ve n,(t) > 0 iki degisken
gecikmeli

(14 ) x) + (a4 ) (64 o) (24 ) (129 4 25)
1+x2)* 1+t 1+y2x 1+t y 1+ y2

+2 (2 + )x(t —m@®)+2 (2 + )x(t —1n,(t)) = ! (10)

1 1
2+t 2+t 1+ t2

diferansiyel denklemini ele alalim. (10) denklemi (2) denklemi ile karsilastirildiginda

+0o0 + oo
1 2u
<P0S<P(x)=1+1+x232:<ﬂ1.f|(P(u)|du< f |m du =0 < oo,
1
=4< =4+ ——<5= 't)=——=<
ao <a(t) +1+t_5 a,,a’'(t) (1+t)2_0
1

() =24+ ——,b'(t) = ———,c(t) = 2+ 5—,¢'(t) = —=——

© 1+t © (1+1¢t)? c(®) 2+tc() (24+1t)?

n=2<c(t)<b(t)<3=N,b'(t)<c'(t) <0
fo=4<ft,x,x')=4+ <5=f,fi(t,x,x")=0,yf(t,x,x") =0,

1+ y?
gxy) 1
g(x,0)=0andy¢0,g0=12$T=12+1+y2313=g1,
hi(x) ’
hi(0) =0, - 2= 8 | )] =2 = wy,
(i=12)
Ve
‘ r ds s
Jp(s)ds-jl+sz—§<oo
0 0
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ifadeleri yazilabilir. Sonug olarak 07 = g, = 3 olmak iizere (10) denklemi igin (Al)-
(A7) sartlar1 sagladigindan bu denklemin tiim ¢6ziimleri sinirli ve siirdiiriilebilirdir.
Ayrica (10) denkleminin ¢oziimlerinin yoriingeleri asagidaki sekil 1 de gosterilmistir.

Sekil 1. x(t), y(t) ve z(t) ¢oziimlerinin zamana gore degisimi.

3. Sonug ve tartisma

Bu calismada daha once ele almmamis linecer olmayan degisken gecikmeli bir
diferansiyel denklem gbz oniine alindi ve Lyapunov’un ikinci metodu kullanilarak bu
denklemin c¢oziimlerinin smirliligr ve siirdiiriilebilirligi iizerine yeni bir sonug¢ elde
edildi. Elde edilen sonug ele alinan denklemin ¢6ziimlerinin sinirh bir aralikta degil de
sonsuz bir aralikta davranislarinin incelenmesine olanak saglayacak niteliktedir. Bu
yoniiyle c¢alismamiz bu alanda bir ilk olmasi sebebiyle ¢alisma yapacak olan
aragtirmacilara farkli denklemler iizerinde yontemi kullanmalar1 adina ilham kaynagi
olup daha kararli sonuglar elde etmelerine olanak saglayacaktir.
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