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Öz 
 

Bu çalışmada Lyapunov’un ikinci metodu kullanılarak üçüncü mertebeden gecikmeli bir 

diferansiyel denklemin çözümlerinin sınırlılığı ve sürdürebilirliği ile ilgili yeni sonuçlar 

elde edilmiştir. Bu çalışma literatürde üçüncü mertebeden gecikmeli ve gecikmesiz 

diferansiyel denklemler üzerine iyi bilinen bazı sonuçları kapsamış ve daha ileri 

götürmüştür. Ayrıca çalışmada elde ettiğimiz sonuçların daha iyi anlaşılması için bir 

örnek verilmiştir. 

 

Anahtar kelimeler: Lyapunov fonksiyonu, sürdürebilirlik, sınırlılık, üçüncü mertebe. 

 

 

Continuability and boundedness of solutions to a differential 

equation of third order with multiple deviating arguments 
 

 

Abstract 

 

In this study, Lyapunov's second method is used to obtain criteria for continuability and 

boundedness of solutions to a kind of third order differential equations with multiple 

deviating arguments. The result obtained in this work includes and extends some well 

known results on third order differential equations with and without delay in the 

literature. We also give an example for better understanding our result. 
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1. Giriş 
 

Belirtmek gerekir ki üçüncü mertebeden gecikmeli diferansiyel denklemler bilim ve 

teknolojinin çeşitli alanlarındaki problemlerinin matematiksel modellenmesinde büyük 

bir öneme sahiptir. Bu yüzden üçüncü mertebeden lineer olmayan gecikmeli 

diferansiyel denklemlerin çözümlerinin niteliksel davranışları birçok araştırmacı 

tarafından incelenmiş ve literatürde bu konuyu tartışmak için birçok farklı metot 

geliştirilmiştir. Bu kapsamda en önemli metotlardan biri Lyapunov [1] tarafından 

geliştirilen Lyapunov' un ikinci metodu olarak bilinir. Bu çalışmada, adi diferansiyel 

denklemlerin çözümleri hakkında herhangi bir bilgi olmaksızın Lyapunov' un ikinci 

metodu direkt olarak uygulanabildiğinden direkt metot olarak da bilinen bu metot 

kullanılmıştır. Genel bir yöntem olmadığından dolayı gecikmeli diferansiyel denklemler 

için Laypunov fonksiyonelini oluşturmak oldukça zordur. Günümüzde, bu metot 

gecikmeli ve gecikmesiz diferansiyel denklemlerin çözümlerinin kararlılığı, kararsızlığı, 

sınırlılığı, sürdürebilirliği, periyodikliği ve yakınsaklığı gibi birçok farklı davranışının 

araştırılmasında çok önemli bir araç olarak dikkat çekmektedir. Gecikmeli diferansiyel 

denklemlerin çözümlerinin niteliksel davranışları üzerine yapılmış seçkin çalışmalar 

için Ahmad and Rama Mohana Rao [2], Burton [3], Driver [4], Hale [5], Krasovskii [6], 

Reissig vd. [7] ve Yoshizawa [8] tarafından hazırlanmış kitaplar incelenebilir. Ayrıca 

konunun önemi üzerine genel sonuçları içeren Abou-El-Ela vd. [9], Ademola vd. [10], 

Ademola [11], Ayhan [12], Ayhan ve Sofuoglu [13], Remili ve Oudjedi [14-15], Remili 

ve Beldjerd [16], Tunç ve Ayhan [17-20], Tunç [21] ve bu çalışmada atıfta bulunulan 

diğer çalışmalar incelenebilir. Bu çerçevede son zamanlarda Remili ve Beldjerd [16] 

tarafından 𝑟(𝑡) > 0 olmak üzere 

 

(𝜑(𝑥)𝑥′)′′ + 𝑎(𝑡)𝜓(𝑥′)𝑥′′ + 𝑏(𝑡)𝑓(𝑥′) + 𝑐(𝑡)ℎ(𝑥(𝑡 − 𝑟(𝑡)) 

 

= 𝑒(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡 − 𝑟(𝑡), 𝑥′(𝑡 − 𝑟(𝑡), 𝑥′′(𝑡))                                                                           (1)                                           
 

üçüncü mertebeden Lineer olmayan değişken gecikmeli diferansiyel denklemini 

incelenmiş ve bu denklemin tüm çözümlerinin düzgün asimptotik kararlılığını ve 

sınırlılığını garanti edecek bazı yeter şartlar elde edilmiştir. Bu çalışmada (1) 

denkleminin yerine 𝜂𝑖(𝑡) > 0 olmak üzere, 

  

(𝜑(𝑥)𝑥′)′′ + 𝑎(𝑡)𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑥′)𝑥′′ + 𝑏(𝑡)𝑔(𝑥, 𝑥′) + 𝑐(𝑡)∑ℎ𝑖(𝑥(𝑡 − 𝜂𝑖(𝑡)))

𝑛

𝑖=1

= 𝑝(𝑡)   (2) 

 

biçiminde tanımlanan üçüncü mertebeden lineer olmayan değişken gecikmeli 

diferansiyel denkleminin çözümlerinin sınırlılığı ve sürdürülebilirliği gösterilecektir. (2) 

denklemi, 

 

𝑥′ =
𝑦

𝜑(𝑥)
, 

𝑦′ = 𝑧, 

𝑧′ = 𝑝(𝑡) −
𝑎(𝑡)

𝜑(𝑥)
𝑓 (𝑡, 𝑥,

𝑦

𝜑(𝑥)
) 𝑧 +

𝑎(𝑡)𝜑′(𝑥)

𝜑3(𝑥)
𝑓 (𝑡, 𝑥,

𝑦

𝜑(𝑥)
) 𝑦2 − 𝑏(𝑡)𝑔 (𝑥,

𝑦

𝜑(𝑥)
) 

− 𝑐(𝑡)∑ℎ𝑖(𝑥(𝑡))

𝑛

𝑖=1

+ 𝑐(𝑡)∑ ∫
𝑦(𝑠)

𝜑(𝑥(𝑠))
ℎ𝑖
′(𝑥(𝑠))𝑑𝑠

𝑡

𝑡−𝜂𝑖(𝑡)

𝑛

𝑖=1

                                                            (3) 
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şeklinde bir sistem olarak ifade edilsin. Burada 𝑡 ∈ ℝ+, ℝ+ = [0,∞) olmak üzere 𝜂𝑖 
sürekli, türevlenebilir ve sınırlı gecikme değişkenleri, 𝜉 ise daha sonra tanımlanacak 

pozitif bir sabit olup 0 ≤ 𝜂𝑖(𝑡) ≤ 𝜉, 𝜂𝑖
′(𝑡) ≤ 𝜌, (0 < 𝜌 < 1) dir. Ayrıca  𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑝 ∈

𝐶1(ℝ+, [0,∞)), 𝜑 ∈ 𝐶1(ℝ, (0,∞)), 𝑓 ∈ 𝐶(ℝ+ ×ℝ × ℝ,ℝ+), 𝑔 ∈ 𝐶(ℝ × ℝ,ℝ+) ve ℎ ∈

𝐶1(ℝ,ℝ) dir.  

Literatürde, lineer olmayan yüksek mertebeli gecikmeli ve gecikmesiz diferansiyel 

denklemlerin çözümlerinin niteliksel davranışları üzerine birçok çalışma olmasına 

rağmen Remili ve Beldjerd [16] tarafından incelenen (1) denkleminden ilham alınarak 

elde edilen (2) denkleminin çözümlerinin sınırlılığı ve sürdürülebilirliği şimdiye kadar 

hiçbir araştırmacı tarafından incelenmedi. Bu çalışma ile bu anlamda literatüre bir 

yenilik katmış olacağız. Remili ve Beldjerd [16] tarafından (1) denklemine uygun yeni 

bir Lyapunov fonksiyoneli elde edilerek Lypunov’un ikinci metodu yardımıyla bu 

denklemin çözümlerinin sınırlılığı ve kararlılığı ile ilgili yeni sonuçlar ortaya koyuldu. 

Bu çalışmada şimdiye kadar ele alınmamış ve (1) denkleminden daha genel (2) 

denklemi göz önüne alındı. Ayrıca bu denkleme uygun, orijinal bir Lyapunov 

fonksiyoneli inşa edilerek Lyapunov’un ikinci metodu yardımıyla denklemin 

çözümlerinin sınırlılığıyla birlikte Remili ve Beldjerd [16] tarafından incelenmeyen 

çözümlerin sürdürülebilirliği üzerine yeni bir sonuç elde edildi. Bununla birlikte ele 

alınan (2) denklemi, Tunç [21] tarafından incelenen denklemden daha genel ve Remili 

ve Oudjedi [15] tarafından incelenen denklemden tamamen farklı olup bu denklemin 

çözümlerinin sürdürülebilirliği ile ilgili elde edilen sonuç, Tunç [21], Remili ve Oudjedi 

[15] ve bu alanda çalışan birçok araştırmacıya ele aldıkları denklemlerin çözümlerinin 

farklı bir niteliksel davranışı olan çözümlerin sürdürülebilirliğini inceleyebilme fırsatı 

sunmuştur. Ayrıca çalışmada elde edilen sonuç, konu ile ilgili literatürdeki üçüncü 

mertebeden lineer olmayan diferansiyel denklemlerin çözümlerinin niteliksel 

davranışları üzerine var olan sonuçları geliştirecek ve bu kapsamda çalışma yapan 

araştırmacılara yardımcı olacak niteliktedir.  

 

𝜑0, 𝜑1, 𝑎0, 𝑎1, 𝑛, 𝑁, 𝛿𝑖, 𝜇𝑖, 𝜎𝑖 , 𝑔1, 𝑓0 ve 𝑓1 pozitif sabitler olmak üzere her 𝑡 ≥ 0 için 

aşağıdaki şartlar yazılabilir. 

 

A1) 0 < 𝜑0 ≤ 𝜑(𝑥) ≤ 𝜑1, ∫ |𝜑′(𝑢)|
∞

−∞
𝑑𝑢 < ∞, 

A2) 𝑎0 ≤ 𝑎(𝑡) ≤ 𝑎1, 𝑎
′(𝑡) ≤ 0, 

A3) 0 < 𝑛 ≤ 𝑐(𝑡) ≤ 𝑏(𝑡) ≤ 𝑁, 𝑏′(𝑡) ≤ 𝑐′(𝑡) ≤ 0,  

A4) ℎ𝑖(0) = 0, 
ℎ𝑖(𝑥)

𝑥
≥ 𝛿𝑖 , (𝑥 ≠ 0), |ℎ𝑖

′(𝑥)| ≤ 𝜇𝑖, 

A5) 𝑔(𝑥, 0) = 0, 𝜑1∑ 𝜎𝑖
𝑛
𝑖=1 ≤

𝑔(𝑥,𝑦)

𝑦
≤ 𝑔1, (𝑦 ≠ 0)         𝑔𝑥(𝑥, 𝑦) ≤ 0, 

A6) 𝑓0 ≤ 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦) ≤ 𝑓1, 𝑓𝑡(𝑡, 𝑥, 𝑦) ≤ 0,            𝑦𝑓𝑥(𝑡, 𝑥, 𝑦) ≤ 0, 

A7) ∫ |𝑝(𝑡)|
∞

0
𝑑𝑡 < ∞. 

 

 

2. Temel sonuç 

 

Temel sonucumuzun gösteriminde ihtiyacımız olan ve iyi bilinen   

 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐹(𝑡, 𝑥)                                                                                                                                  (4) 
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otonom olmayan diferansiyel denklem sistemini ele alalım. Burada 𝑥, 𝑛 boyutlu bir 

vektör, 𝑡 ∈ [0,∞) ve 𝐷, ℝ × ℝ𝑛 kümesinde açık bir küme olmak üzere 𝐹(𝑡, 𝑥), 𝐷 

kümesi üzerindeki bir (𝑡, 𝑥) noktasında sürekli bir fonksiyondur. 

 

Teorem 1. 𝐹 ∈ 𝐶(𝐷) ve 𝐷 üzerinde |𝐹| ≤ 𝑀 olsun. 𝜑, 𝑗 = (𝛼, 𝛽) aralığı üzerinde (4) 

denklem sisteminin bir çözümü olmak üzere eğer, 

i) lim
𝑡→𝛼+

𝜑(𝑡) = 𝜑(𝛼+)  ve lim
𝑡→𝛽−

𝜑(𝑡) = 𝜑(𝛽−) vardır. 

ii) (𝛼, 𝜑(𝛼+)), (ayrıca (𝛽, 𝜑(𝛽−))) 𝐷 kümesinin içindedir. 

Şartları sağlıyorsa sırasıyla 𝜑, 𝑡 = 𝛼 noktasının soluna veya 𝑡 = 𝛽 noktasının sağına 

sürdürülebilirdir.   

 

İspat. Hsu [22]. 

 

Teorem 2. (A1)-(A7) şartlarının sağladığını varsayalım. Buna göre eğer, 

𝑁𝜑1
𝑛𝜑0

∑𝜎𝑖
−1

𝑛

𝑖=1

𝜇𝑖 < 𝛼 <
𝑎0𝜑0𝑓0
𝜑1

 

ve 

ξ < min{

𝑎𝑛
𝜑1
∑ 𝜎𝑖
𝑛
𝑖=1 −

𝑁
𝜑0
∑ 𝜇𝑖
𝑛
𝑖=1

∑ 𝜆𝑖
𝑛
𝑖=1 +

𝑎𝑁
2𝜑02

∑ 𝜇𝑖
𝑛
𝑖=1

,

𝑎0𝑓0
𝜑1

−
𝛼
𝜑0

𝑁
2𝜑0

∑ 𝜇𝑖
𝑛
𝑖=1

} 

ise (2) denkleminin tüm çözümleri sınırlı ve sürdürülebilirdir. 

 

İspat.  

𝑉(𝑡) = 𝑒−
𝜌(𝑡)
ε 𝑈(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡))                                                                                         (5) 

 

biçimindeki 𝑉(𝑡) = 𝑉(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)) sürekli türevlenebilir Lyapunov fonksiyonunu 

tanımlayalım. Burada 휀  pozitif bir sabit olup daha sonra tanımlanacaktır, 

 

Ω(𝑡) =
𝑥′(𝑡)𝜑′(𝑥(𝑡))

𝜑2(𝑥(𝑡))
, 𝛼1(𝑡) = 𝑚𝑖𝑛{𝑥(0), 𝑥(𝑡)}, 𝛼2(𝑡) = 𝑚𝑎𝑥{𝑥(0), 𝑥(𝑡)} olmak üzere 

𝜌(𝑡) = ∫|Ω(𝑠)|𝑑𝑠

𝑡

0

= ∫ |
𝑥′(𝑠)𝜑′(𝑥(𝑠))

𝜑2(𝑥(𝑠))
| 𝑑𝑠

𝑡

0

= ∫ |
𝜑′(𝑢)

𝜑2(𝑢)
| 𝑑𝑢

𝛼1(𝑡)

𝛼1(𝑡)

 

≤
1

𝜑02
∫ |𝜑′(𝑢)|𝑑𝑢

+∞

−∞

< ∞ 

 

ve  λi daha sonra tanımlanacak olan pozitif sabitler olup 

𝑈(𝑡) = 𝑈(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)) = 𝛼𝑐(𝑡)∑∫ℎ𝑖(𝑢)𝑑𝑢

𝑥

0

𝑛

𝑖=1

+ 𝑐(𝑡)𝑦∑ℎ𝑖(𝑥)

𝑛

𝑖=1

 

+𝑏(𝑡)𝜑(𝑥) ∫ 𝑔(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

𝑦
𝜑(𝑥)

0

+
1

2
𝑧2 +

𝛼

𝜑(𝑥)
𝑦𝑧 + 𝛼𝑎(𝑡) ∫ 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝜏)𝜏𝑑𝜏

𝑦
𝜑(𝑥)

0
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+∑λi ∫ ∫𝑦2(𝑢)

𝑡

𝑡+𝑠

𝑑𝑢𝑑𝑠

0

−𝜂𝑖(𝑡)

n

i=1

                                                                                                    (6) 

dir.  𝑉(𝑡) Lyapunov fonksiyonunun pozitif tanımlı olduğunu gösterelim. 

∑λi ∫ ∫𝑦2(𝑢)

𝑡

𝑡+𝑠

𝑑𝑢𝑑𝑠

0

−𝜂𝑖(𝑡)

n

i=1

 

ifadesi negatif olmayan bir integral olduğundan (6) denkleminden 

𝑈(𝑡) ≥ 𝑐(𝑡)

(

 
 
𝛼∑∫ℎ𝑖(𝑢)𝑑𝑢

𝑥

0

𝑛

𝑖=1

+ 𝑦∑ℎ𝑖(𝑥)

𝑛

𝑖=1

+
𝑏(𝑡)

𝑐(𝑡)
𝜑(𝑥) ∫ 𝑔(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

𝑦
𝜑(𝑥(𝑠))

0

)

 
 

 

+
1

2
𝑧2 +

𝛼

𝜑(𝑥)
𝑦𝑧 + 𝛼𝑎(𝑡) ∫ 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝜏)𝜏𝑑𝜏

𝑦
𝜑(𝑥)

0

  

yazılabilir. Buradan (A1)-(A6) şartları göz önüne alındığında, 

 

𝑈(𝑡) ≥ 𝑐(𝑡)

(

 
 
 
 
 
 
 

∑∫(𝛼 − 𝜎𝑖
−1ℎ𝑖

′(𝑢))ℎ𝑖(𝑢)𝑑𝑢 +

𝑥

0

𝑛

𝑖=1

+
1

2
∑𝜎𝑖

−1(ℎ𝑖(𝑥) + 𝜎𝑖𝑦)
2

𝑛

𝑖=1

+𝜑(𝑥) ∫ (
𝑔(𝑥, 𝜏)

𝜏
− 𝜑(𝑥)∑𝜎𝑖

𝑛

𝑖=1

) 𝜏𝑑𝜏

𝑦
𝜑(𝑥(𝑠))

0 )

 
 
 
 
 
 
 

 

+
1

2
(𝑧 +

𝛼

𝜑(𝑥)
𝑦)
2

+ 𝛼𝑎(𝑡) ∫ (𝑓(𝑡, 𝑥, 𝜏) −
𝛼

𝑎(𝑡)
) 𝜏𝑑𝜏

𝑦
𝜑(𝑥)

0

 

≥ (∑∫(𝛼 − 𝜎𝑖
−1)

ℎ𝑖(𝑢)

𝑢
𝑢𝑑𝑢

𝑥

0

𝑛

𝑖=1

) +
1

2
(𝑧 +

𝛼

𝜑(𝑥)
𝑦)
2

+ 𝛼𝑎0 ∫ (𝑓0 −
𝛼

𝑎0
) 𝜏𝑑𝜏

𝑦
𝜑(𝑥)

0

 

≥
1

2
(∑𝑛(𝛼 − 𝜎𝑖

−1𝜇𝑖)𝛿𝑖

𝑛

𝑖=1

)𝑥2 +
1

2
(𝑧 +

𝛼

𝜑(𝑥)
𝑦)
2

+ 𝛼
𝑎0𝑓0 − 𝛼

2𝜑12
𝑦2 

 

olur. Böylece   

 

𝑁𝜑1
𝑛𝜑0

∑𝜎𝑖
−1

𝑛

𝑖=1

𝜇𝑖 < 𝛼 <
𝑎0𝜑0𝑓0
𝜑1

 

 

olduğundan 𝐾1 pozitif bir sabit olmak üzere  

 

𝑈(𝑡) ≥ 𝐾1(𝑥
2 + 𝑦2 + 𝑧2)                                                                                                          (7) 
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elde edilir. Bu eşitsizlik 𝑉(𝑡) ≥ 0 olmasını gerektirir. Bu ise (5) de tanımlanan 𝑉(𝑡) 
Lyapunov fonksiyonunun pozitif tanımlı olduğu anlamına gelir. 

Şimdi ise 𝑉(𝑡) Lyapunov fonksiyonunun sınırlı olduğunu gösterelim. (2) denkleminin 

herhangi bir (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)) çözümünü alalım. Buna göre 𝑈(𝑡) fonksiyonunun 𝑡 
değişkenine göre türevi alındığında, 

 

𝑈′ = 𝛼𝑐′(𝑡)∑∫ℎ𝑖(𝑢)𝑑𝑢

𝑥

0

𝑛

𝑖=1

+ 𝑐′(𝑡)𝑦∑ℎ𝑖(𝑥)

𝑛

𝑖=1

+
𝑐(𝑡)

𝜑(𝑥)
𝑦2∑ℎ𝑖

′(𝑥)

𝑛

𝑖=1

 

+𝑏′(𝑡)𝜑(𝑥) ∫ 𝑔(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

𝑦
𝜑(𝑥)

0

+ 𝑏(𝑡)𝛺(𝑡)𝜑2(𝑥) ∫ 𝑔(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

𝑦
𝜑(𝑥)

0

+ 𝑏(𝑡)𝑦 ∫ 𝑔𝑥(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

𝑦
𝜑(𝑥)

0

 

−𝑏(𝑡)𝛺(𝑡)𝜑(𝑥)𝑔 (𝑥,
𝑦

𝜑(𝑥)
) 𝑦 + 𝑝(𝑡)𝑧 −

𝑎(𝑡)

𝜑(𝑥)
𝑓 (𝑡, 𝑥,

𝑦

𝜑(𝑥)
) 𝑧2 

−
𝑎(𝑡)𝜑′(𝑥)

𝜑3(𝑥)
𝑓 (𝑡, 𝑥,

𝑦

𝜑(𝑥)
) 𝑧𝑦2 + 𝑐(𝑡)𝑧∑ ∫

𝑦(𝑠)

𝜑(𝑥(𝑠))
ℎ𝑖
′(𝑥(𝑠))𝑑𝑠

𝑡

𝑡−𝜏𝑖

𝑛

𝑖=1

 

−𝛼𝛺(𝑡)𝑦𝑧 +
𝛼

𝜑(𝑥)
𝑧2 +

𝛼

𝜑(𝑥)
𝑝(𝑡)𝑦 −

𝛼𝑏(𝑡)

𝜑(𝑥)
𝑔 (𝑥,

𝑦

𝜑(𝑥)
) 𝑦 

+
𝛼𝑐(𝑡)𝑦

𝜑(𝑥)
∑ ∫

𝑦(𝑠)

𝜑(𝑥(𝑠))
ℎ𝑖
′(𝑥(𝑠))𝑑𝑠

𝑡

𝑡−𝜏𝑖

𝑛

𝑖=1

+ 𝛼𝑎′(𝑡) ∫ 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝜏)𝜏𝑑𝜏

𝑦
𝜑(𝑥)

0

 

+𝛼𝑎(𝑡) ∫ 𝑓𝑡(𝑡, 𝑥, 𝜏)𝜏𝑑𝜏

𝑦
𝜑(𝑥)

0

+
𝛼𝑎(𝑡)𝑦

𝜑(𝑥)
∫ 𝑓𝑥(𝑡, 𝑥, 𝜏)𝜏𝑑𝜏

𝑦
𝜑(𝑥)

0

+∑𝜆𝑖𝜂𝑖(𝑡)𝑦
2

𝑛

𝑖=1

 

−∑λi

n

i=1

(1 − 𝜂𝑖
′(𝑡)) ∫ 𝑦2(𝑠)

𝑡

𝑡−𝜂𝑖(𝑡)

𝑑𝑠 

 

elde edilir. Bu eşitlik düzenlenirse 

 

𝑈′ = 𝑐′(𝑡)

(

 
 
𝛼∑∫ℎ𝑖(𝑢)𝑑𝑢

𝑥

0

𝑛

𝑖=1

+ 𝑦∑ℎ𝑖(𝑥)

𝑛

𝑖=1

+
𝑏′(𝑡)

𝑐′(𝑡)
𝜑(𝑥) ∫ 𝑔(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

𝑦
𝜑(𝑥)

0

)

 
 

 

+(
𝑐(𝑡)

𝜑(𝑥)
∑ℎ𝑖

′(𝑥) −
𝛼𝑏(𝑡)

𝜑(𝑥)

𝑔 (𝑥,
𝑦
𝜑(𝑥)

)

𝑦
+∑λi𝜂𝑖(𝑡)

n

i=1

𝑛

𝑖=1

)𝑦2 

+
1

𝜑(𝑥)
(𝛼 − 𝑎(𝑡)𝑓 (𝑡, 𝑥,

𝑦

𝜑(𝑥)
)) 𝑧2 + 𝑏(𝑡)𝑦 ∫ 𝑔𝑥(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

𝑦
𝜑(𝑥)

0
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+𝛼𝑎′(𝑡) ∫ 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝜏)𝜏𝑑𝜏

𝑦
𝜑(𝑥)

0

+ 𝛼𝑎(𝑡) ∫ 𝑓𝑡(𝑡, 𝑥, 𝜏)𝜏𝑑𝜏

𝑦
𝜑(𝑥)

0

+
𝛼𝑎(𝑡)𝑦

𝜑(𝑥)
∫ 𝑓𝑥(𝑡, 𝑥, 𝜏)𝜏𝑑𝜏

𝑦
𝜑(𝑥)

0

 

+𝑐(𝑡)𝑧∑ ∫
𝑦(𝑠)

𝜑(𝑥(𝑠))
ℎ𝑖
′(𝑥(𝑠))𝑑𝑠

𝑡

𝑡−𝜏𝑖

𝑛

𝑖=1

+
𝛼𝑐(𝑡)𝑦

𝜑(𝑥)
∑ ∫

𝑦(𝑠)

𝜑(𝑥(𝑠))
ℎ𝑖
′(𝑥(𝑠))𝑑𝑠

𝑡

𝑡−𝜏𝑖

𝑛

𝑖=1

 

−∑λi

n

i=1

(1 − 𝜂𝑖
′(𝑡)) ∫ 𝑦2(𝑠)

𝑡

𝑡−𝜂𝑖(𝑡)

𝑑𝑠 + Ω(𝑡)

(

 
 
 𝑏(𝑡)𝜑2(𝑥) ∫ 𝑔(𝑥, 𝜏)𝑑𝜏

𝑦
𝜑(𝑥)

0

−𝑏(𝑡)𝜑(𝑥)𝑔 (𝑥,
𝑦

𝜑(𝑥)
) 𝑦
)

 
 
 

 

 

+𝛺(𝑡) (𝑎(𝑡)𝑓 (𝑡, 𝑥,
𝑦

𝜑(𝑥)
) − 𝛼) 𝑧𝑦 + 𝑝(𝑡) (

𝛼

𝜑(𝑥)
𝑦 + 𝑧) 

 

elde edilir. Böylece, (A1)-(A7) şartları ve |𝑢𝑣| ≤
1

2
(𝑢2 + 𝑣2) eşitsizliği göz önüne 

alınırsa son eşitlikten, 

 

𝑈′(𝑡) ≤ 𝑐′(𝑡)

(

 
 
 
 
 
 
 

∑∫(𝛼 − 𝜎𝑖
−1ℎ𝑖

′(𝑢))ℎ𝑖(𝑢)𝑑𝑢

𝑥

0

𝑛

𝑖=1

+
1

2
∑𝜎𝑖

−1(ℎ𝑖(𝑥) + 𝜎𝑖𝑦)
2

𝑛

𝑖=1

+𝜑(𝑥) ∫ (
𝑔(𝑥, 𝜏)

𝜏
− 𝜑(𝑥)∑𝜎𝑖

𝑛

𝑖=1

) 𝜏𝑑𝜏

𝑦
𝜑(𝑥)

0 )

 
 
 
 
 
 
 

 

+(
𝛼

𝜑0
−
𝑎0𝑓0
𝜑1

+
𝑁𝜉

2𝜑0
∑𝜇𝑖

𝑛

𝑖=1

) 𝑧2 + 𝑝(𝑡) (
𝛼

𝜑0
𝑦2 + 𝑧2 +

𝛼

𝜑0
+ 1) 

+

(

 
 
 

𝑁

𝜑0
∑𝜇𝑖

𝑛

𝑖=1

−
𝛼𝑛

𝜑1
∑𝜎𝑖

𝑛

𝑖=1

+𝜉 (∑𝜆𝑖

𝑛

𝑖=1

+
𝛼𝑁

2𝜑0
2
∑𝜇𝑖

𝑛

𝑖=1

)
)

 
 
 
𝑦2 +

(

  
 
(
𝑁

2𝜑0
+
𝛼𝑁

𝜑02
)∑𝜇𝑖

𝑛

𝑖=1

−∑λi

n

i=1

(1 − 𝜌)
)

  
 

∫ 𝑦2(𝑠)

𝑡

𝑡−𝜂𝑖(𝑡)

𝑑𝑠 

+|𝛺(𝑡)|(
(𝑁𝑔1 +

𝑎1𝑓1 − 𝛼

2
− 𝛼) 𝑦2

+(
𝑎1𝑓1 − 𝛼

2
) 𝑧2

) 

 

ifadesi elde edilir. Burada 

 

∑λi

n

i=1

(1 − 𝜌) = (
𝑁

2𝜑0
+
𝛼𝑁

𝜑02
)∑𝜇𝑖

𝑛

𝑖=1
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olmak üzere 

 

𝑁𝜑1
𝑛𝜑0

∑𝜎𝑖
−1

𝑛

𝑖=1

𝜇𝑖 < 𝛼 <
𝑎0𝜑0𝑓0
𝜑1

 

 

ve 

ξ < min{

𝛼𝑛
𝜑1
∑ 𝜎𝑖
𝑛
𝑖=1 −

𝑁
𝜑0
∑ 𝜇𝑖
𝑛
𝑖=1

∑ 𝜆𝑖
𝑛
𝑖=1 +

𝛼𝑁
2𝜑02

∑ 𝜇𝑖
𝑛
𝑖=1

,

𝑎0𝑓0
𝜑1

−
𝛼
𝜑0

𝑁
2𝜑0

∑ 𝜇𝑖
𝑛
𝑖=1

} 

 

olduğundan 

 

𝑈′(𝑡) ≤ |𝛺(𝑡)|𝐾2(𝑥
2 + 𝑦2) + 𝑝(𝑡)𝐾3(𝑦

2 + 𝑧2 + 1)                                                          (8) 
 

olur. Burada K2 = g1 +
a1f1−α

2
  ve K3 = max {1,

α

φ0
} dir. Böylece (5) ile tanımlanan 

𝑉(𝑡) fonksiyonunun (3) sisteminin çözümleri boyunca türevi alınırsa  

 

𝑉′(𝑡) = 𝑒−
𝜌(𝑡)
ε (−

|𝛺(𝑡)|

휀
𝑈(𝑡) + 𝑈′(𝑡)) 

 

elde edilir. Burada  휀 =
𝐾1

𝐾2
 olmak üzere 𝑒−

𝜌(𝑡)

ε ≤ 1 olduğundan (7) ve (8) kullanılarak 

 

𝑉′(𝑡) = 𝑒−
𝜌(𝑡)
ε (

−|𝛺(𝑡)|𝐾2(𝑦
2 + 𝑧2)

+|𝛺(𝑡)|𝐾2(𝑦
2 + 𝑧2)

+𝑝(𝑡)𝐾3(𝑦
2 + 𝑧2 + 2)

) ≤ 𝑒−
𝜌(𝑡)
ε 𝑝(𝑡)𝐾3(𝑦

2 + 𝑧2 + 2) 

 

≤ 2𝐾3𝑝(𝑡) + 𝐾4𝑝(𝑡)𝑉(𝑡) 
 

yazılabilir. Burada 𝐾4 =
𝐾3

𝐾1
 olup son eşitsizliğin her iki tarafının 0 dan 𝑡 (𝑡 ≥ 0) ye 

integrali alınırsa  

𝑉(𝑡) ≤ 𝑉(0) + 2𝐾3∫|𝑝(𝑠)|𝑑𝑠

𝑡

0

+ 𝐾3∫|𝑝(𝑠)||𝑉(𝑠)|

𝑡

0

𝑑𝑠 ≤ 𝐾5 + 𝐾3∫|𝑝(𝑠)||𝑉(𝑠)|

𝑡

0

𝑑𝑠 

olur. Burada   

𝐾5 = 𝑉(0) + 2𝐾3∫|𝑝(𝑠)|𝑑𝑠

𝑡

0

 

dir. Böylece son eşitsizlikte Gronwall-Reid-Bellman eşitsizliği kullanılarak  

𝑉(𝑡) ≤ 𝐾5𝑒𝑥𝑝(𝐾4∫|𝑝(𝑠)|

𝑡

0

𝑑𝑠) = 𝐾6                                                                                   (9) 

elde edilir. Bu ise 𝑉(𝑡) Lyapunov fonksiyonunun sınırlı olduğu anlamına gelir. 
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(3) sisteminin, Cauchy-Peano varlık teoreminden dolayı, 𝑎 > 0 olmak üzere [𝑡0, 𝑡0 + 𝑎) 

aralığındaki bir çözümü (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)) olsun. Bu aralığın [𝑡0, ∞) aralığına 

genişletilebileceğini göstermek istiyoruz. O halde bunun tersini kabul edelim. Yani  𝑇 <
∞ olmak üzere (3) sisteminin [𝑡0, 𝑇) aralığında bir çözümü var ve 

 

𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑇−

(|𝑥(𝑡)| + |𝑦(𝑡)| + |𝑧(𝑡)|) = ∞ 

 

olduğunu varsayalım. (3) sisteminin(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) başlangıç şartları altındaki bir 

(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)) çözümünü ele alalım. Böylece (5),(7) ve (9) dan 

 

|𝑥2(𝑇)| + |𝑦2(𝑇)| + |𝑧2(𝑇)| ≤
𝐾6
𝐾1
𝑒
𝜌(𝑇)
ε = 𝐾7, 

 

yazılabilir. Buradan 𝑡 → 𝑇− için |𝑥(𝑡)|, |𝑦(𝑡)| ve |𝑧(𝑡)| nin sınırlı olduğu kolayca 

görülür. Bu ise varsayımımızla çelişir ve 𝑇 < ∞ olmasının mümkün olmadığını 𝑇 = ∞ 

olması gerektiğini gösterir. Böylece ispat tamamlanır. 

 

Örnek. Üçüncü mertebeden lineer olmayan 𝜂1(𝑡) > 0 ve 𝜂2(𝑡) > 0 iki değişken 

gecikmeli  

((1 +
1

1 + 𝑥2
) 𝑥′′)

′

+ (4 +
1

1 + 𝑡
) (4 +

1

1 + 𝑦2
) 𝑥′′ + (2 +

1

1 + 𝑡
) (12𝑦 +

𝑦

1 + 𝑦2
) 

+2(2 +
1

2 + 𝑡
) 𝑥(𝑡 − 𝜂1(𝑡)) + 2 (2 +

1

2 + 𝑡
) 𝑥(𝑡 − 𝜂2(𝑡)) =

1

1 + 𝑡2
                        (10) 

 

diferansiyel denklemini ele alalım. (10) denklemi (2) denklemi ile karşılaştırıldığında 

 

𝜑0 ≤ 𝜑(𝑥) = 1 +
1

1 + 𝑥2
≤ 2 = 𝜑1, ∫ |𝜑′(𝑢)|𝑑𝑢

+∞

−∞

< ∫ |
2𝑢

(1 + 𝑢2)2
| 𝑑𝑢

+∞

−∞

= 0 < ∞, 

𝑎0 = 4 ≤ 𝑎(𝑡) = 4 +
1

1 + 𝑡
≤ 5 = 𝑎1, 𝑎

′(𝑡) = −
1

(1 + 𝑡)2
≤ 0 

𝑏(𝑡) = 2 +
1

1 + 𝑡
, 𝑏′(𝑡) = −

1

(1 + 𝑡)2
, 𝑐(𝑡) = 2 +

1

2 + 𝑡
, 𝑐′(𝑡) = −

1

(2 + 𝑡)2
 

𝑛 = 2 ≤ 𝑐(𝑡) ≤ 𝑏(𝑡) ≤ 3 = 𝑁, 𝑏′(𝑡) ≤ 𝑐′(𝑡) ≤ 0 

𝑓0 = 4 ≤ 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑥
′) = 4 +

1

1 + 𝑦2
≤ 5 = 𝑓1, 𝑓𝑡(𝑡, 𝑥, 𝑥

′) = 0, 𝑦𝑓𝑥(𝑡, 𝑥, 𝑥
′) = 0, 

𝑔(𝑥, 0) = 0 and 𝑦 ≠ 0, 𝑔0 = 12 ≤
𝑔(𝑥,𝑦)

𝑦
= 12 +

1

1+𝑦2
≤ 13 = 𝑔1, 

ℎ𝑖(0) = 0,
ℎ𝑖(𝑥)

𝑥
= 2 = 𝛿𝑖, |ℎ𝑖

′(𝑥)| = 2 = 𝜇𝑖 , 

(𝑖 = 1,2) 
 

Ve 

 

∫ 𝑝(𝑠)𝑑𝑠

∞

0

= ∫
𝑑𝑠

1 + 𝑠2

∞

0

=
𝜋

2
< ∞. 
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ifadeleri yazılabilir. Sonuç olarak  𝜎1 = 𝜎2 = 3 olmak üzere (10) denklemi için (A1)-

(A7) şartları sağladığından bu denklemin tüm çözümleri sınırlı ve sürdürülebilirdir. 

Ayrıca (10) denkleminin çözümlerinin yörüngeleri aşağıdaki şekil 1 de gösterilmiştir. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Şekil 1. 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡) ve 𝑧(𝑡) çözümlerinin zamana göre değişimi. 

 

 

3. Sonuç ve tartışma 

 

Bu çalışmada daha önce ele alınmamış lineer olmayan değişken gecikmeli bir 

diferansiyel denklem göz önüne alındı ve Lyapunov’un ikinci metodu kullanılarak bu 

denklemin çözümlerinin sınırlılığı ve sürdürülebilirliği üzerine yeni bir sonuç elde 

edildi.  Elde edilen sonuç ele alınan denklemin çözümlerinin sınırlı bir aralıkta değil de 

sonsuz bir aralıkta davranışlarının incelenmesine olanak sağlayacak niteliktedir. Bu 

yönüyle çalışmamız bu alanda bir ilk olması sebebiyle çalışma yapacak olan 

araştırmacılara farklı denklemler üzerinde yöntemi kullanmaları adına ilham kaynağı 

olup daha kararlı sonuçlar elde etmelerine olanak sağlayacaktır. 
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