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Oz

Bu ¢alismada, [1] nolu kaynakta ortaya atilan probleme iliskin literatiirde daha énce
vapilan Feng Qi tipli integral esitsizlikleri géz oniine alinarak bu tipteki integral
esitsizliklerinin (p,q)-analoglart benzer metotlar kullanilarak elde edilmistir.

Anahtar kelimeler: Esitsizlikler, (p,q)-tirev, (p,q)-integral.

Some Feng Qi type (p, q)-integral inequalities

Abstract

In this paper, we obtain some Feng Qi type (p,q)-integral inequalities which is
considered in [1], by using closely methods from previous papers about Feng Qi type
integral inequalities.

Keywords: Inequalities, (p,q)-derivative, (p,q)-integral.
1. Giris

Integral esitsizlikleri, teori ve pratikte faydali yontemler sunan matematiksel araglardan
birisidir. Literatiirde 6nemli ¢alismalarda rol oynayan Chebyshev, Jensen, Holder ve
Minkowski esitsizlikleri ile tanimlanmis farkli integral esitsizlikleri matematigin olasilik
teorisi, diferensiyel denklemler teorisi, karar teorisi gibi gesitli alanlarinda genis bigimde
kullanilmaktadir. Integral esitsizlikleri {izerine calismalar1 bulunan matematikcilerden
birisi olan Feng Qi, [1] nolu calismasinda, ilging bir integral esitsizligi iizerine
aragtirmalar yapmis ve asagidaki sonucu kanitlamistir:
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Teorem 1.1. n pozitif tamsay1 olmak {izere bir [a, b] araliginda siirekli tiirevlere sahip
f(x) fonksiyonu 0 < i < n — 1igin fP(a) = 0 ve f™(a) > n! kosullarin1 saglasin. Bu
durumda, 0 < i < n- 1 olmak tizere f(x) fonksiyonu igin

b a2 b n+1
[ @) wz“ﬂm4 ©

esitsizligi gecerlidir.

Daha sonra, yazar (1) esitsizliginde n yerine herhangi bir p pozitif reel sayist alinirsa,
esitsizligin hangi kosullar altinda gegerliligini koruyacagina dair bir problem ortaya
atmugtir. Bu probleme iligkin ilgi ¢ekici sonuglar ortaya atilmis, ayrica problem daha genel
durumlara genisletilerek kayda deger ¢alismalarla literatiire katkilar saglanmistir. Bakiniz
[1]. Bu sonuglar fonksiyonel esitsizlikler [2, 3]; Holder esitsizligi ve onun ters
varyasyonlar1 [3, 8]; Cauchy ortalama deger teoremi [4, 6]; 6l¢ii teorisi [5]; analitik
metotlar [7, 9]; Jensen esitsizligi ve konveks fonksiyonlar teorisi [11] gibi farkli
yaklagimlarla elde edilmistir.

Klasik integral esitsizliklerinin cesitli versiyonlari, farkli sekillerde tanimlanan kesirli
hesap teknikleri yardimiyla yapilmaktadir. Bu tanimlardan birisi de kuantum kalkiiliis
olarak da bilinen g-kalkiiliistir. (p, g)-kalkiiliis ise limitsiz kalkiiliis olarak da bilinen
quantum kalkdliisiin bir genellestirilmesi olarak adlandirilabilir. Son zamanlarda (p, q)-
kalkiiliis lizerine yapilan ¢aligmalar, quantum kalkiiliisiin yaptig1 katkiya benzer olarak
matematigin cesitli alanlarina kayda deger katkilar sunmaktadir. Bu ¢alismada, Feng Qi
problemi adiyla anilan bu problemin bir (p, q)-analogu tizerine sonuglar verilecek, [12]
ve [13] nolu kaynaklarda verilen g-tipli Feng Qi esitsizliklerinin genellestirilmeleri elde
edilecektir.

Calismanin ikinci kisminda, ¢alismada kullanacagimiz (p, q)-kalkiiliis tizerine gesitli
tanim ve kurallar verilecektir. Bir sonraki boliimde Feng Qi esitsizliklerinin bazi
genellestirmeleri ortaya konulacaktir.

2. Materyal ve metot

Okuyucuya uygunluk agisindan, (p,q)-kalkiiliise dair bazi notasyon ve tanimlari
hatirlatalim. Calismada, p,q sayilart 0 < q <p < 1 sartin1 saglayan iki sabit say1
olarak alinmistir. (p, q)-kalkiiliis igin daha detayli bilgi i¢in [14], [15] ve [16] nolu
referanslar kaynak gosterilebilir.

Tamim 2.1. Keyfi olarak verilen bir f(x) fonksiyonunun (p, q)-diferensiyeli

i gf(x) = £(px) — f(q0) @)

olarak tanimlanir.

Tamim 2.2. Bir f(x) fonksiyonun (p, q)-tiirevi, x # 0 olmak iizere
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D) = LED=LE0 3)

seklinde tanimlanir. Fonksiyonun x = 0 da klasik tiirevi varsa bu noktadaki (p, q)-tiirevi
D, £ (0) ile gosterilir ve D, ,f(0) = £'(0) dur.

Tamim 2.3. Bir n sayisinin (p, q)-analogu

(4)
olarak verilmektedir.

Tamm 2.4. Keyfi olarak verilen f(x) igin F(x) fonksiyonu D, ,F(x) = f(x) esitligini
saglasin. Bu durumda F (x)’e f(x)'in bir (p, g)-anti tiirevi denir ve

[ F@dpgr )

ile gosterilir.

Tamim 2.5. Keyfi olarak verilen bir f fonksiyonunun (p, q)-integrali

o)

k k
[ Fopex == xS (o) ©)

k=0
olarak tanmimlanir.

Burada, f fonksiyonunun (p, q)-integral tanimi bigimsel bir gosterimdir. (6) ile verilen
integral, (p,q)-anti tiirevi mevcut olsa bile, her zaman bir F(x) fonksiyonuna
yakinsamaz. Bununla beraber, (p, q)-integralin hangi kosullar altinda bir (p, q)-anti
tiireve yakinsayacagina dair asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 2.1. [16] 0 < g <p < 1 olsun. 0 < @ < 1 olmak tizere, |f(x)x%| fonksiyonu
(0,A] araliginda smirli ise bu durumda (p,q)-integrali (0,A] araliginda, f(x)
fonksiyonunun bir (p, g)-anti tiirevi olan F (x) fonksiyonuna yakinsar. Ayrica, F(0) = 0
oldugu da goz oniine alinirsa F(x), x = 0 da stireklidir.

Ispat. Detayli ispat i¢in [16] nolu kaynak incelenebilir.

Tamim 2.6. Bir a reel sayis1 ve verilen keyfi bir f fonksiyonun belirli (p, g)-integrali,
serinin mutlak yakinsamasi kosuluyla, |§| > 1 i¢in

oo

a qk qk
J;) f(t)dp,qt =(- Q)akz pk+1 (pk+1 a) (7)

=0

olarak tanimlanir.
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Tammm 2.7. a<b olacak sekilde a, b negatif olmayan tamsayilar1 ve verilen
f fonksiyonu igin

b b a
f FO) dy ot = f F@©) dy ot — f £ dy ot @®)
a 0 0

gecerlidir.

Teorem 2.2. [16] Herhangi bir f fonksiyonu i¢in

Dy,q J.f(t) dpqt | = f(x) 9

esitligi gegerlidir.

Ispat. (p, q)-tiirev tanmim1 kullanilarak istenilen sonug elde edilir.

Tamim 2.8. n pozitif tamsay1 ve b > 0 olmak iizere a = pf:lb olsun. Bu durumda
[a,b], 4 Ve (a, b], 4 diskret araliklarini

q"
[a,bl,, = {Wb: 0<k< n}ve (a,bly, = [g7'a,bl,, (10)

olarak tanimlayalim.

3. Bulgular
Bu béliimde, [a,bl,, diskret aralik {izerinde bazi Feng Qi tipli (p,q)-integral
esitsizlikleri ortaya koyacagiz. Temel sonuglart kanitlamak i¢in 6nemli rol oynayan

asagidaki lemmay1 verelim.

Lemma 3.1. a = 1 olacak sekilde a reel sayis1 verilsin. [a, b], 4 de araliginda tammls,
negatif olmayan ve artan bir g fonksiyonu i¢in

ag* 1 (qx)Dpqlg()]Dpq < [g()*] < ag* ' (px) Dy g[g(x)] (11)
esitsizligi gecerlidir.

Ispat. Bir fonksiyonun (p, q)-tiirev tanim1 kullanilirsa,

t*1dt (12)

g%(px) — g%(gqx) a fg(px)

Dpalg(®)®] = -x (-9«

g(gx)

elde edilir.
g fonksiyonu negatif olmayan ve monoton bir fonksiyon oldugundan,
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g(px)

I @0lge) - g < | s o0l pg ) (13)
g\qx

yazilabilir.

[12] nolu denklemi kullanarak,

a g* 1 (gx)Dp,qg(x)Dyq < [9(x)*] < ag* ' (px)Dpq9(x) (14)

esitsizligi elde edilir ki bu da aradigimiz sonugtur.
Teorem 3.1. Eger negatif olmayan artan f fonksiyonu t € [a, b], 4 i¢in
fE2@)Dpaf (®) = (a— 2)p(p*t — )* > f*72(p*t) (15)

kosulunu saglarsa, bu durumda

f ’ FAOdy ot > ( f bf(t)dp,qt> (16)
a a
esitsizligi saglanir.
Ispat. Oncelikle g(t) = fat f(w)d, , u olmak iizere t € [a, b], 4 i¢in

¢ ¢ a-1
F(t) = Lf“(u)dp,qu — (L f(u)dp,qu> (17)
fonksiyonunu g6z oniine alalim.
Fonksiyonun (p, q)-tiirev tanim1 ve Teorem 2.2 kullanilirsa
DpaF(£) = f(t) — Dpqlg*H(®)] (18)
elde edilir.

f ve g fonksiyonlarmin [a, b], 4 lizerinde artanligindan dolay1, Lemma 3.1 yardimiyla,

Dp,qF(t) 2 fa(t) - (O( - 1)ga_2(pt)Dp,q [g (t)]
> f48) — (a = Dg*Of (O = F(ORE®) (19)

elde edilir. Burada h(t) = f¢1(t) — (a — 1)g* ?(pt) olarak tanimlanmistr.

(p, q)-tiirev tanimindan

Dy qh(t) = Dy of 4 H(t) = (@ — 1D, 09 *(pt) (20)
oldugu goriilebilir.
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Diger taraftan, yine Lemma 3.1 yardimiyla

Dy h(t) = (a = 1) f2(qt) Dy of () — (a — D(a — 2)g* 3 (p*t) Dy 49 (pD)]
> (a—1)f*2(qt)Dyqf (£) — (a — D) (a — 2)g*“ 3 (p*t)pf (pt) (21)

elde edilir.
f fonksiyonu artan bir fonksiyon oldugundan,
Pt

g*) = | fwd,qu < f@*)(P*t—a) (22)

a

yazilabilir.

Bu durumda teoremin sartlari ve (21)-(22) esitsizliklerinden

Dy qh(t) = (a — D[f*2(qt)Dp o f (t) — (a — 2)(p*t — @) * 3pf*2(p?t)]
>0 (23)

elde edilir ki h(a) = f%*(a) = 0 oldugu goz 6niine alnwrsa t € [a, b], 4 i¢in h(t) = 0
oldugu goriiliir.

Son olarak, F(a) = 0 ve D, F(t) = f(t)h(t) = 0 oldugundan her t € [a, b],, icin
F(t) = 0 ve 6zel olarak t = b igin

-1

b b o
F(b) =f fewdyu — (f f(u)dplqu> =0 (24)

dir. Bu da teoremi kanitlar.

Teorem 3.2. Eger [a, b], 4 araliginda negatif olmayan artan f fonksiyonu, a > 1 ve § >
1 olmak tiizere

(= Df*2(qt)Dp o f () = BB — DfF ' @*)p(p*t — @)P~? (25)

sartin1 saglarsa, bu durumda

b b B

f fe®)dyqat = (f f(t)dplqt) (26)
a a

esitsizligi saglanir.

Ispat. t € [a,b],, i¢in g(t) = f;f(u)dp,q u ve

t t B
F(t) = j fedy qu — <J f(u)dp,qu> (27)
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fonksiyonlarii tanimlayalim.

Fonksiyonun (p, q)-tiirev tanimindan

DpaF () = f4(t) — Dpq[g°(®)] (28)
yazilabilir.

[a, bl iizerinde f ve g fonksiyonlart monoton oldugundan, Lemma 3.1 den

Dy oF(£) = f(t) — BgP (pt) Dy g [g ()]
> f4(t) = BgP () f (1) = f()h(L) (29)

elde edilir. Burada h(t) = f*~1(t) — Bg®~1(pt) dir.

f (t) fonksiyonu negatif olmayan ve artan bir fonksiyon oldugundan

Dy qh(t) = Dy o f*1(t) — BDpqg®*(pt)
2 (0( - 1)fa_2 (qt)Dp,qf(t) - B(B - 1)98_2(p2t)Dp,qg(pt)
> (a— Df*2(qt)Dpqf (&) — BB — DfF2(@*0) (p*t — a)P~2pf (px)
> (a = 1Df2(qt)Dpof (1) — BB — D1 (p*O)p(p?t — a)P~2 (30)

olur ki bu durum teoremin sartlarindan D, ,h(t) = 0 oldugunu gosterir. (p, q)-tiirev
tanim1 goz Oniine almirsa h(t) = 0 ve D, F(t) = 0 elde edilir. Sonug olarak F(t) = 0
dir. Ispat tamamlanmus olur.

Teorem 3.3. Negatif olmayan artan f fonksiyonu, = 1 olmak tizere

Bp(p*t — a)f?
(b —a)f-1

fPat) = fP®*) (3D

sartin1 saglarsa, bu durumda

B+1
[ @) et > ([ 10 (32)

esitsizligi saglanir.

Ispat. t € [a,b], 4 icin g(t) = f;f(u)dp,q uve

s 1 t B+1
F(t)—f (F©)* ™ dpyt W(f f(t)dp,qt) (33)

fonksiyonlarini tanimlayalim.

(p, q)-tiirev tanimu kullanilirsa,
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1
Dp,qF<t)=fB+2<t)—W DpqlgPt ()]

> fP2(t) - %g (pt)Dyp,q9(t)

> fP*2(e) - %gﬁ(pt)f (®) = fF(OR(D) (34)
elde edilir ki burada h(t) = fB+1(t) — %gﬁ(pt) olarak tanimlanmustir.
Diger taraftan,

1
Dpgh(®) = Dy f 10 = D, 00 (o) (35)
dir.
Lemma 3.1 yardimiyla
1

Dpgh(®) = (B + 1FP(qD) - Hﬁgﬁ‘l(ﬁt)%,qy(pt)

> B+ DfP(qt) - %BgB '(*pf (pt) (36)

yazilabilir.
f fonksiyonu negatif olmayan bir fonksiyon oldugundan,
p’t

g@*) = | fwd,.u < f@*)(P*t—a) (37)

a

oldugu aciktir. Dolayisiyla

1
Dpoh(®) = (B+ 1FP(g0) - Hﬁp(pzt — PO f(pt)
> (B 1f7(00) ~ 5 e Bp(pt — P00
—_ q)B-1
R A S IET: (38)

olur. Sonug¢ olarak h(t) = h(a) oldugundan h artan bir fonksiyondur. Buradan
D, qF(t) = f(t)h(t) = 0 dir. F(t) artan bir fonksiyon oldugundan F(t) = F(a) = 0
dir. Bu ise aradigimiz sonugtur.

Teorem 3.4. Eger [a, b],, araliginda negatif olmayan artan f fonksiyonu

f(a)=aveD,,f(x) =p+q (39)
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sartlarin1 saglarsa, bu durumda

b 2a+1 b 2
f (f@®) dpqt = (f f“(t)dp,qt> (40)

esitsizligi saglanir.

Ispat. F(t) ve g(t) fonksiyonlarin

F(t) = f (f@))““dp,qt—( f f“(t)dp,qt) @1)
ve
g(0) = f Fe@)d, qu 42)

olacak sekilde tanimlayalim.

(p, q)-tiirev tanimindan t € [a, b],, 4 i¢in

DpgF(®) = F2541(t) = Dy o (9(H)?) (43)
ve

g°(pt) — g*(qt) _ g(pt) — g(qt)
(»—q)t (»—q)t

= Dpq(9(®©)(g(@t) + g(qv))

(9(t) + g(gt))

Dp,q (g(t)z) =

= f*®(9t) + g(qt)) (44)
oldugu goriilebilir.
(43) denklemi yeniden goz 6niine alnirsa,
DpaF () = FA@O[f () — (g(t) + g(a®))] = fA (O (45)
elde edilir. Burada, h(t) = f**(¢) — (g(pt) + g(qt)) dir.
Yine (p, q)-tiirev tanimi kullanilirsa

Dy gh(t) = Dy o f“*1(t) — Dy g g(pt) — D, 49(qt)

I i 0 B i C'10)

=)t —pf*(pt) — qf*(qt)
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ft) —p(p - )t _ fo t)f(qt) —qlp -t
-t R

= f%(pt) (46)

elde edilir.

Diger taraftan, teoremin varsayimlarindan biri olan D,, , f (t) = (p + q) kullanilirsa
ft) = f(qt) + (p* — ¢t (47)
oldugu goriiliir.

Dolayisiyla,

fl@) + @* =gt —plp -t fl@) +q -t

Dpqh(t) = f*(pt) -t A

- fet) — f*(qt)
- (-t

[f(qt) + q(p —q)t] > 0 (48)

ki bu durum [a, b],, 4 iizerinde h fonksiyonunun kesin artan oldugunu gosterir.

Ayrica, h(a) = [f(@)]P** — (p — @)af(a) > 0 oldugundan ¢ € (a, bly,q icin h(t) >
h(a) > 0 dir. Buradan t € (a, b, 4 i¢in D, F(t) > 0 oldugu gériiliir. Dolayisiyla F(t)
fonksiyonu (a, b], ; de kesin artan bir fonksiyondur. Ozel olarak t = b icin F(b) >
F(a) = 0 dir.

3. Sonuglar ve tartisma

Integral esitsizlikleri matematigin cesitli alanlarinda énemli uygulamalar1 oldugu gibi
kendi alaninda ilgi ¢ekici sonuglar sunmalari ile biiyiik bir etkiye sahiptir. Klasik analiz
ile beraber quantum kalkiiliiste incelenen Feng Qi esitsizlikleri goz oniine alindiginda
(p, q)-kalkiiliisiin tanimlari kullanilarak elde edilen bu tipteki integral esitsizlikleri daha
genel bir forma sahiptir. Bu ¢alismanin sonuglarinin daha onceki yapilan ¢aligmalarin
sonuclari ile 6zel se¢imler altinda -6rnegin p = 1 sec¢imi g-tipli integral esitsizliklerini
verir- uyumluluk gosterdigine dikkat ¢cekmekte ve sonuglarin klasik F. Qi esitsizliginin
rol oynadigi alanlarda yararli olacagini diistinmekteyiz.
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